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IDENTYFIKACJA PARAMETROW PRZEGRODY
JEDNOWARSTWOWEJ W WARUNKACH POZARU
- ALGORYTM OBLICZENIOWY

Wprowadzenie

Wiele obiektow budowlanych narazone jest na ryzyko wystgpienia pozaru i, CO
za tym idzie, projektant musi przyjac takie rozwigzanie, ktore zapewni odpowied-
nig no$nos$¢, izolacyjnos¢ oraz szczelnos$¢ projektowanej przegrody. Aby wymaga-
nia te byly spetnione, nalezy zastosowac¢ odpowiedniag konstrukcje przegrody oraz
odpowiedni material. Dobor materiatu wiaze si¢ z okresleniem jego parametrow
w zaleznos$ci od wielu czynnikow, m.in. temperatury oraz czasu. Czgsto jest to za-
gadnienie trudne i wymagajace zastosowania ztozonych technik pomiarowych.
Poza tym rozktad parametrow w funkcji grubosci elementu oraz powierzchniowy
rozktad temperatury wywotany pozarem jest procesem losowym. Czynniki te po-
woduja, ze badania przeprowadzane w niestacjonarnej temperaturze (warunki bar-
dziej zblizone do rzeczywistych) sprawiaja trudno$ci interpretacyjne. Pomocnym
narzedziem podczas ww. badan moze okaza¢ si¢ wyznaczenie parametrow przez
tzw. zagadnienie odwrotne. Dysponujac np. pomiarami temperatury w okreslonych
odlegtosciach wewnatrz probki, mozna zidentyfikowa¢ warto$¢ poszukiwanego pa-
rametru. W niniejszej pracy przedstawiono uproszczony model przeptywu ciepta
przez przegrode zewnetrzng w postaci sciany betonowej oraz sposob wyznaczania
przewodnosci cieplnej za pomocg zagadnienia odwrotnego. Rozwazania zilustro-
wano przyktadem obliczeniowym.

1. Modelowanie procesu przeptywu ciepta przez przegrode

Zjawiska przewodzenia ciepla opisuje si¢ zwykle, wykorzystujac prawo Fouriera,
ktore dla zagadnien jednowymiarowych mozna przedstawi¢ w postaci (mozliwosé
wykorzystania innych modeli opisano w pracy [1]):

oT (x,1)

q=—k(T () =
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gdzie g jest gestoscia strumienia ciepta [W/m?], k(T (x,t)) wspotezynnikiem prze-
wodnosci cieplnej w funkcji temperatury [W/m-K], T (X,t) temperaturg [K].

Podstawiajac réwnanie (1) do rdwnania bilansu energii, otrzymuje si¢ rdwnanie
ro6zniczkowe nieustalonego przewodzenia ciepta:

reon TS 1)

Rozwigzanie rownania (2) wymaga przyjecia odpowiednich warunkéw poczatko-
wych oraz brzegowych. Warunki poczatkowe, nazwane ogolnie warunkami
Cauchy’ego, okreslajg rozktad temperatury w poczatkowej fazie procesu. Najczesciej
spotykane warunki brzegowe to warunki pierwszego rodzaju (Dirichleta), drugiego
rodzaju (von Neumanna), trzeciego rodzaju (Robina), czwartego rodzaju (na po-
wierzchni styku dwoch cial) oraz warunki nieliniowe. Szczegétowe omoéwienie
ww. warunkdw mozna znalez¢ w pracy [2]. W celu zamodelowania procesu prze-
plywu ciepta w niniejszej pracy zastosowano nastepujace warunki brzegowo-
-poczatkowe: nieliniowy mieszany warunek brzegowy modelujacy warunki pozaru
(powierzchnia zewnetrzna):

Mk(T (O,t)) —a, (-I-f (t) —T(O,t)) + gro'((Tf (t))4_T4(0,t)) (3)

gdzie «, oznacza wspotczynnik przejmowania ciepta przez konwekcje [W/m?-K],
& - emisyjno$é powierzchni elementu, o - statg Stefana-Boltzmanna [W/m?-K*],
T;(t) - temperatur¢ promieniowania $rodowiska pozaru [K], warunek brzegowy
drugiego rodzaju (von Neumanna) na powierzchni wewnetrzne;j:

Ty "
OX
oraz warunek poczatkowy

T(x,0) = 293,15 K (5)

W rownaniu (3) wystepuje temperatura promieniowania srodowiska, ktora reprezen-
tuje wzrost temperatury pozaru w funkcji czasu. Typowe krzywe temperatura-czas
mozna znalez¢ w normie Eurokod 1 [3]. W analizowanym przypadku przyjeto
krzywa standardowa opisang rGwnaniem:

T, (t) = 29315 +345,0 log,, (0,1333t +1) (6)

Rozwigzanie wyzej postawionego zagadnienia brzegowo-poczatkowego wymaga
rowniez okre$lenia postaci funkcyjnej parametréw materiatowych p(T(x,t)),
Cp(T(x,t)) oraz k(T(x,t)) w roéwnaniu (3). Na rysunkach 2-4 przedstawiono wykresy
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tych parametréow dla betonu krzemianowego. Zostaly one zaczerpni¢te z normy
Eurokod 2 [4].
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Rys. 1. Krzywa standardowa temperatura [K] - czas [s]
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Rys. 2. Funkcja: gesto$¢ betonu [kg/m?] - temperatura [°C]
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Rys. 3. Funkcja: ciepto wlasciwe [J/kg- K] - temperatura [°C], dla wilgotnosci 0,0% masy
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Rys. 4. Funkcja: przewodnos¢ cieplna [W/m-K] - temperatura [°C]

Przedstawione parametry sa zalezne rOwniez od wilgotnosci. W dalszej czgscei pra-
cy zalozono wilgotno§¢ réwna 0,0% oraz stala warto$¢ parametrow p(T(X,t))
i Cp (T (x,t)). Funkcje przewodnosci cieplnej opisano rownaniem:

k(T)=koe'"
ko=20 (7)
k,=-0,0013

2. Zagadnienie odwrotne

Zagadnienie odwrotne ogdlnie mozna przedstawi¢ jako wyznaczanie parametrow
rownania (lub uktadu réwnan), warunkéw brzegowych badz warunkéw poczatko-
wych na podstawie przyblizonych wartosci rozwigzania rownania (lub uktadu row-
nan) w okreslonych punktach rozpatrywanego obszaru. Inaczej, zagadnienie to po-
lega na poszukiwaniu przyczyny, jezeli znany jest skutek. Ze wzgledu na mozliwe
btedy rozwigzania (np. niemozliwe do uniknig¢cia btedy pomiarowe) tak postawio-
ny problem nosi nazwe zle postawionego (ill-posed problem) lub zle uwarunkowa-
nego. Prawidlowo postawiony problem powinien spetnia¢ nast¢pujace zatozenia:
istnienia, jednoznacznosci i stabilno$ci (dwa ostatnie to tzw. warunki Hadamarda).
Duza czgs¢ z zadan odwrotnych nie spetnia tych zalozen, ale wyznaczone rozwia-
zania sg uzyteczne z inzynierskiego punktu widzenia. Zagadnienie to byto tematem
wielu opracowan, m.in. [2, 5-9].

Rozwiazanie wyzej opisanego problemu mozna otrzymaé przez minimalizacje
normy $redniokwadratowej:

s(P)zi[Yi—Ti(P)]% min ®)

i=1
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gdzie P=[P,,P,,..., P ] to wektor nieznanych parametrow, T; (P) - szacowane roz-

wigzanie rownania (lub uktadu rownan) w korku i, Y; - wynik pomiaréw, N - liczba
nieznanych parametrow, | - liczba pomiarow.

3. Metoda numerycznego rozwigzania

Metoda wykorzystujgca normg sredniokwadratowa wymaga rozwigzania rowna-
nia (2) z warunkami (3-5) dla okreslonego wektora P w kolejnym kroku iteracyj-
nym. Ze wzgledu na nieliniowo$¢ rdwnania parabolicznego (2) nie mozna rozwia-
za¢ go technikami dla parabolicznych rownan liniowych, takimi jak np. metoda
Cranka-Nicolson [10]. Réwnanie nieliniowe (2) mozna zapisa¢ w postaci ogolne;j:

aT auxoa%un] ©

—=K| x,t,T(x,1), ,
ot [ 05 ox?

Rozwigzanie réwnania (9) mozna uzyska¢ przez zastosowanie rdéznych technik.
Na przyktad w pracy [8] uzyto metody elementéw brzegowych (MEB). W prezen-
towanej pracy zostanie uzyta metoda réznic skonczonych oparta na metodzie
Rungego-Kutty drugiego stopnia [11].

Tok postgpowania w tej metodzie wyglada nastgpujaco:

1. Korzystajac z warunku poczatkowego wyznaczy¢ T,’.

2. Wykorzystujac zaleznosci:

] T
(Z_Tj ~ T|+l Tl—l (10)
X J; 2AX
2r VT _ori Ti
a -|2— ~ T|+1 2le +T|—1 (11)
ox" ). AX

wyznaczy¢ pochodne czastkowe dla kazdego i oraz j.
3. Obliczy¢

- (oY (T
Kij =K X ’ti ’Tij’(&)i ,[yj (12)

. znaczy¢ pierwsze przyblizenie T za pomoca rOwnania
4, W bl T

T~ T At K] (13)
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5. Obliczy¢

» o\ (e VT
K!"=K Xi’ti+l’Tij'(&) ’[WJ (14)

6. Wyznaczy¢ warto$é T,)*! z rownania

Ti,-+1:Tij+%,(Kij+l+ KJ) (15)

7. Powtarza¢ kroki 2 do 6 az do ostatniego kroku czasowego j.

Kolejnym etapem jest minimalizacja normy (8). Istnieje wiele technik determini-

stycznych oraz niedeterministycznych, za pomocg ktérych mozna rozwigzac to za-

gadnienie. Niektore z nich zostaly opisane w monografii [9]. W prezentowanej

pracy zastosowano deterministyczng metode Levenberga-Marquardta.

Algorytm rozwigzania problemu odwrotnego z wykorzystaniem metody réznic skon-

czonych oraz metody Levenberga-Marquardta (LM), gdzie wektor Y =(Y,,Y,,...,Y,)

reprezentuje pomiary w okreslonych punktach czasu, wyglada nastepujaco:

1. Rozwigza¢ réwnanie (2), korzystajac ze wzorow (10-15) z uzyciem wartosci
wektora P* (w pierwszym kroku przyja¢ zatozong wartos¢ poczatkows), wy-

znaczajac T(Pk).
2. Wyznaczy¢ S(PK):[Y—T(PK)]T :Y—T(Pk)}

3. Wyznaczy¢ macierz wrazliwosci J* oraz macierz Q° z zaleznosci:

- T
J(P* aTT(Pk) 16
(P = “pr (16)
O = diag [(Jk)TJ"} (17)
4. Obliczyé nowa wartosé P*™ z wykorzystaniem (LM)
T -1
pel= PH[(Jk) Jk+kak} [Y-7(P)] (18)

5. Wyznaczy¢ T(P)oraz S(P) dla obliczonego wektora P**,
6. Jezeli S(P**)=S(P*), zastapi¢ 4" przez 10- u*.
7. Jezeli S(Pk+l)<S(Pk), zastapi¢ u* przez 0.1- u*.
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8. Sprawdzi¢ warunek zatrzymania ‘P“l— Pk‘Sg. Jezeli warunek nie jest spel-
niony, wroci¢ do kroku 3.
W rownaniu (18) zostal uzyty parametr 1~ ktory jest pewna dodatnig liczbg
I nazywany jest parametrem tlumienia. Wspotczynniki wrazliwo$ci w macierzy
wrazliwoéci J¥ mozna wyznaczy¢ za pomoca metody bezposredniej, polegajacej
na zastgpieniu pochodnej ilorazem réznicowym [8].

4. Przyktad obliczeniowy
Analizie poddano $cian¢ betonowg o nastepujgcych parametrach:
— gestosé: p=2300,0 k—%
m
— ciepto wlasciwe: Cp =1000,0 L
kg-K
W warunku brzegowym (3) przyjeto nastepujace wartosci statych wspotczynnikow:
— wspodlczynnik przejmowania ciepta przez konwekceje: o, =25,0

w

m2.K*'

m2.K'
— stala Stefana-Boltzmanna: & =5,67-10%
— emisyjnos¢: g, =0,9.

Krzywa nagrzewania w warunku (3) przyjeto jako krzywa standardowa dana
rownaniem (6).
Jako cel zadania odwrotnego postawiono zidentyfikowanie przewodnosci cieplnej
danej rownaniem (7), w ktorym poszukiwanymi parametrami sa K, oraz k;. Do roz-
wigzania zadania uzyto autorskiego programu napisanego w jezyku C++.
Przegrode zamodelowano jako jednowymiarowa o grubosci 100 mm. Obszar
zdyskretyzowano na 9 odcinkow (10 wezldow). Catkowity czas nagrzewania wyno-
szgcy 10 minut podzielono na 30 krokéw z 20-sekundowym przyrostem. W kryte-
rium zatrzymania przyjeto & =10""". Poczatkowa warto$¢ parametru thumienia
przyjeto 1°=18.
Poczatkowo zidentyfikowano parametry Kk, oraz k, dla niezaburzonego wektora Y.
Na rysunkach 5-8 oraz w tabeli 1 przedstawiono wyniki analizy.

W drugiej czesci zadania wprowadzono losowe zaburzenie wektora Y symulu-
jace btedy pomiarowe zgodnie z rownaniem:

Yi — Ti exact + -I—iexact 'Vi (19)

gdzie V, jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym @®(m,Stdev) z wartoscia
oczekiwang m =0 i odchyleniem standardowym Stdev =0,01. Wyniki analizy
przedstawiono na rysunkach 9-12 oraz w tabeli 2.
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Rys. 5. Rozktad temperatury [K] w funkcji grubosci [m] $ciany po 10 minutach

nagrzewania

TABELA 1

Warto$ci identyfikowanych parametrow w kolejnych krokach iteracyjnych

Krok Param.1 Param.2
1 0,5000000000 —0,0030000000
2 0,5473874900 -0,0027135103
3 0,7774877130 -0,0014567710
4 1,0471333327 -0,0004054369
5 1,5178450428 —0,0005555902
6 1,9123131042 -0,0012348817
7 1,9969418200 —0,0012988670
8 1,9999875938 —0,0012999851
9 1,9999999013 —0,0012999998
10 1,9999999989 —0,0013000000
11 2,0000000000 -0,0013000000
1.5x10
1x10 \
s5x10” 1 \\
0 N
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Rys. 6. Blad wzgledny temperatury w ostatnim kroku czasowym

dla odzyskanych parametrow
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Rys. 8. Proces iteracyjny parametru k;
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Rys. 9. Rozktad temperatury [K] w funkcji grubosci [m] $ciany po 10 minutach
nagrzewania
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Krok Ko ki
1 0,5000000000 —0,0030000000
2 0,5469920347 —0,0027158554
3 0,7750994505 —0,0014685925
4 1,0404657951 -0,0004286664
5 1,4451094861 -0,0003466388
6 1,8340574170 -0,0010538088
7 1,9083665228 -0,0010688387
8 1,9131820952 —-0,0010698087
9 1,9132316645 —-0,0010696889
10 1,9132323008 —0,0010696930
11 1,9132322966 -0,0010696928
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Rys. 10. Btad wzgledny temperatury w ostatnim kroku czasowym
dla odzyskanych parametrow
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Rys. 11. Proces iteracyjny parametru kg

TABELA 2

Warto$ci identyfikowanych parametrow w kolejnych krokach iteracyjnych
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Rys. 12. Proces iteracyjny parametru k;

Whnioski

W niniejszej pracy przedstawiono metode identyfikacji parametrow przegrody
betonowej narazonej na obcigzenie wysokg temperaturg. Obliczenia wykonano
w dwoch wariantach. W pierwszym wektor zmierzonych wartosci przyjeto jako
niezaburzony (nieobarczony btedami pomiarowymi). W drugim wariancie wpro-
wadzono losowe zaburzenie przez wykorzystanie generatora liczb pseudolosowych
(wektor losowy o rozktadzie normalnym). Dla pierwszego wariantu po 10 iteracjach
otrzymano warto$ci parametrow zgodne z zatozonymi. W drugim wariancie
po 11 iteracjach otrzymano rozbiezno$¢ w stosunku do zatozonych parametrow.
W przypadku k, btad wzgledny wyniost 4,535%, a w przypadku k; 17,716%,
podczas gdy zaburzenie wektora wartosci pomierzonych nie przekroczyto 3%.

Na podstawie ww. obliczen mozna stwierdzi¢, ze parametry w funkcji prze-
wodnosci cieplnej przyjmowane w wyktadniku potegi sa wrazliwe na mate zmiany
temperatury pomierzonej. Stosunkowo niewielka zmiana parametru ko sugeruje za-
sadno$¢ przyjmowania do analizy funkcji wielomianowej, w ktorej identyfikowane
sa wspotezynniki wielomianu o mniejszej wrazliwoséci na zmiany. Niewielka liczba
iteracji wykazata bardzo duzg skuteczno$¢ metody Levenberga-Marquardta. Re-
konstrukcja parametrow zostala wykonana na podstawie temperatur pomierzonych
tylko na powierzchniach zewnetrznych przegrody w 20-sekundowych odstgpach,
co w przypadku badan na rzeczywistym obiekcie umozliwitoby identyfikacje wta-
sciwosci fizycznych bezinwazyijnie.
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Streszczenie

W pracy przedstawiono rozwigzanie zagadnienia odwrotnego dla nieliniowego parabolicznego
réwnania przewodzenia ciepta z nieliniowym warunkiem brzegowym, modelujacego warunki pozaru
dla przegrody jednowarstwowe;j.

One-layer wall parameters identification under fire load
- computational algorithm

Abstract

In the paper model of one-layer wall on fire load was shown. Solution of inverse problem for
nonlinear parabolic heat conduction equation with nonlinear boundary condition was described.



