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Streszczenie: Niniejszy artykul pos$wigcony jest mozliwosciom
tworzenia randomizowanych zadan matematycznych, jakie daje
zastosowanie systemu algebry komputerowej STACK (System for
Teaching and Assessment using a Computer algebra Kernel).
Przedstawione sa w nim przyktady takich zadan, na bazie ktérych
autorki tego artykutu stworzyly na uczelnianej platformie Moodle
kurs ,,Matematyka” dla wszystkich studentéw pierwszego roku
Zachodniopomorskiego Uniwersytetu Technologicznego
w Szczecinie. W czasach pandemii wirusa SARS-CoV-2 okazat si¢
on nieocenionym nastgpca tradycyjnych zbioréw zadan. System
STACK umozliwia bowiem przekazanie studentowi pelnego
rozwigzania wylosowanej przez niego wersji zadania, pobieranie
wprowadzonego rozwigzania i dostosowanie do niego odpowiedzi
zwrotnej. Daje zatem mozliwo$¢ przeprowadzania biezacej kontroli
efektéw ksztalcenia oraz rzetelnych egzaminéw zdalnych
konczacych dang forme zajec.

Stowa kluczowe: e-learning, platforma Moodle, STACK, system
algebry komputerowe;.

1. WPROWADZENIE

W dzisiejszych czasach, w ktérych z powodu pandemii
wirusa SARS-CoV-2 zostaliSmy zmuszeni do korzystania
niemal wylacznie z formy ksztalcenia na odleglose,
e-learning jest podstawa edukacji wyzszej. Uczelnie na
calym $wiecie wykorzystuja réznego rodzaju platformy
edukacyjne, tworzac kursy wspomagajace nauczanie zdalne.
Podstawowa zaletg e-learningu jest mozliwo$¢ uczenia si¢
tego, co jest nam w danej chwili potrzebne, w dowolnym
miejscu, czasie i tempie dostosowanym do naszych
mozliwo$ci. Jest to szczegllnie wazne Ww nauczaniu
matematyki, z ktéra spora cz¢$¢ spolteczenstwa ma mniejsze
lub wigksze problemy. Nieodzowna cz¢§cia procesu
ksztalcenia jest wigc praca wlasna studentdw, do ktorej
potrzebne s3 odpowiednie zbiory zadan. Najbardziej
popularne zadania testowe jednokrotnego a nawet
wielokrotnego wyboru nie zawsze sa najlepsza forma dla
przedmiotéw $cistych. Stosujac testy wyboru, mamy takze
ograniczone mozliwo$ci odpowiedzi zwrotnych 1 nie
jesteSmy w stanie uwzgledni¢ w nich wszystkich typowych
btedéw, ani zweryfikowaé sposobu rozwiazania zadania
przez studenta. Przy zadaniach testowych student zazwyczaj
nie uczy si¢ sposobow rozwigzania zadanego problemu,
tylko prébuje dopasowa¢ podane rozwigzania do warunkéw
zadania. W przypadku zadan o treSci ,,Rozwigz zadane
réwnanie” student czesto nie rozwigzuje réwnania tylko
sprawdza, ktére z podanych rozwigzan spetnia je. Podobnie
w zadaniach o tre§ci ,,Oblicz zadang catk¢ nieoznaczong”

student nie zawsze zastanawia si¢, jakg metod¢ catkowania
nalezy zastosowac, tylko stosuje operacj¢ odwrotng i liczy
pochodng podanych rozwigzan, poréwnujac ja z funkcjg
podcatkowa. Warto wigc zwréci¢ uwage na mozliwosci
wykorzystania systeméw algebry komputerowej do
tworzenia zadan otwartych, w ktérych student musi
samodzielnie rozwigza¢ problem i poda¢ jego rozwigzanie.
Weryfikacja efektéw ksztalcenia przy zastosowaniu takich
zadan wydaje si¢ by¢ bardziej rzetelna niz w przypadku
zadan testowych [1].

2. SYSTEM STACK

STACK (System for Teaching and Assessment using
a Computer algebra Kernel) jest narzedziem do
automatycznej oceny odpowiedzi wprowadzanych przez
studentow w zadaniach otwartych opartym na systemie
algebry komputerowej Maxima [2]. Zostal on utworzony
przez Chrisa Sangwina (University of Edinburgh) i jest
uzywany oraz rozwijany na uczelniach wyzszych w wielu
krajach, np. Aalto University (Finlandia), Open University
(UK) [3]. Powstal nawet miedzynarodowy projekt Abacus
skupiajacy  duzg  grupge  uzytkownikéw  platform
edukacyjnych, ktérego celem jest ulatwienie stosowania
oceny wspomaganej komputerowo w szkolnictwie wyzszym.
W ramach tego projektu powstaje baza pytah realizowanych
gléwnie przy uzyciu systemu STACK [4]. System ten
zapewnia bowiem typ pytan otwartych stosowanych na
platformach edukacyjnych Moodle i ILIAS. Podj¢to juz
pierwsze proby zaimplementowanie go takze na kursach
typu MOOC [5]. Dzi¢ki niemu studenci moga wpisa¢ wlasne
rozwigzanie zadania w postaci wyrazenia matematycznego
inie sg ograniczeni do zadah testowych wielokrotnego
wyboru, co daje wigksze mozliwo$ci oceny formatywnej ich
pracy wlasnej. Zaleta pytan typu STACK jest réwniez
wyeliminowanie mozliwosci plagiatu wsréd studentéw,
poniewaz zadania tego typu sg generowane losowo. Kazdy
student otrzymuje wigc zadanie o podobnej tresci, ale
z innymi danymi. Odpowiedzi zwrotne i odpowiedz ogélna
jest wowczas dostosowywana do danego wariantu zadania.
Nie ma wobec tego koniecznoéci tworzenia wielu
podobnych zadan, co utatwia i skraca czas tworzenia kursu
przez wyktadowce. Istnieje takze mozliwo$¢
zaprojektowania zadania w rdézny sposéb i wybrania
odpowiedniego do danego zadania sposobu wprowadzania
odpowiedzi. Niektérzy twierdzg jednak, ze wprowadzanie
wyrazen matematyczny w odpowiedziach do zadan jest



bardzo skomplikowane. Rzeczywiscie, jak kazdy system
algebry komputerowej takze Maxima ma swoje
zadeklarowane sktadnie, ktére nalezy stosowaé. Jednak
mozna napisa¢ wskazéwki w poszczegblnych zadaniach,

ktére przypomna studentom odpowiednig skladni¢
wymagang przy wpisywaniu danego rodzaju odpowiedzi.
W dalszej cze$ci  artykulu  przedstawione  zostang

przykltadowe zadania systemu STACK utworzone przez
autorki na platformie Moodle Zachodniopomorskiego
Uniwersytetu Technologicznego w Szczecinie.

2.1. Losowe generowanie wersji pytan

Dzigki zastosowaniu systemu STACK mozna utworzy¢
znaczong liczbe wersji jednego zadania. Wystarczy ustali¢
odpowiedni zakres parametréw uzywanych w danym
zadaniu, przy czym parametrami nie musza by¢ wylacznie
liczby. Istnieje bowiem mozliwo$¢ zadeklarowania
losowania réznych obiektéw, na podstawie ktérych tworzona
jest tres¢ zadania. Na rysunku 1 przedstawione sa
przyktadowe dwie wersje jednego zadania, w ktérym losowo
dobierane sg funkcje sktadowe. W tresci zadania widoczne
jest juz ich zlozenie stanowiace funkcje, ktérej pochodna
student ma obliczy¢.

Obliczy¢ pochodna funkgi

potega),

zytkownika.

Rys. 1. Rézne warianty jednego zadania

Stosujac  system STACK, autor zadania ma takze
mozliwo$¢ przegladu wszystkich wygenerowanych losowo
wersji 1 ewentualnego ich ograniczenia do pozadanych
przypadkéw. W ten spos6b mozna réwniez wykluczyé
przypadki o zbyt skomplikowanych rachunkach. Pozwala to
takze na usunigcie zestawu parametréw, dla ktérego
utworzone zadanie traci matematyczny sens lub prowadzi do
sprzecznosci.

2.2. Szczegétowa informacja zwrotna

Systemowa informacja zwrotna platformy Moodle
,»OdpowiedZz nieprawidlowa” nie wskazuje studentowi,
w ktérym miejscu popetnil blad, rozwigzujagc dane zadanie.
Aby przekaza¢ studentowi bardziej szczegétowe informacje,
autor zadania moze zaprojektowac calg $ciezke sprawdzania
odpowiedzi. Oczywiscie nie jest on w stanie przewidzie¢
wszystkich btedéw, ale z doswiadczenia wykladowca wie,
jakie btedy najczesciej popetniaja studenci w danego typu
zadaniach, i moze je uwzgledni¢, tworzac szczegbtowe
informacje zwrotne. System STACK pozwala dodatkowo na
dostosowanie takich informacji do wylosowanej przez
studenta wersji zadania. Co wigcej, informacj¢ taka autor
pytania moze zaprojektowal przy uzyciu odpowiedzi
wpisanej przez studenta. Na rysunku 2 znajduje si¢ wilas$nie
taka forma informacji zwrotnej, w ktorej oprocz systemowe;j
informacji ,,Odpowiedz nieprawidlowa” mamy dodatkowe

informacje wygenerowane na podstawie wpisanej w okienko
odpowiedzi studenta.

Podaj warto$¢ parametru p € N, dla ktérego granica ciagu

. 8Pt 3.2 47
lim ————————
n—00 —2.-n2P +7-n3 +4

bedzie whasciwa i rézna od 0.
p=|2
Ostatnia odpowiedz zostata zinterpretowana jako:
2

¥ Odpowied? nieprawidtowa.
Dla p = 2 granica jest wtasciwa, ale nie jest rézna od 0, poniewaz

8.nt—3.n2+7 || M(%O%(}*%O)[o}o

2
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Pamijetaj, ze granica ilorazu wielomianéw jest wiasciwa i rézna od zera tylko wtedy, gdy
stopnie tych wielomianéw sa takie same.

Rys. 2. Szczegétowa informacja zwrotna wykorzystujaca
odpowiedz studenta

W ten sposéb sformulowana informacja zwrotna
pokazuje studentowi, dlaczego jego odpowiedZ jest
nieprawidlowa oraz podpowiada, z czego powinien

skorzysta¢, aby poprawnie rozwigza¢ to zadanie.

2.3. Ogolna informacja zwrotna

Tekst umieszczony w polu przeznaczonym na ogélna
informacj¢ zwrotng danego pytania na platformie Moodle
jest dostepny dla studenta po zakonczeniu calego testu.
W przypadku zadan matematycznych moze to by¢ pelne
rozwigzanie danego zadania, dzigki ktéremu student moze
przeSledzi¢ i poréwna¢ z wlasnym krok po kroku sposéb
rozwigzania danego zadania zaproponowany przez autora.
W pytaniach typu STACK jest mozliwo$¢ dostosowania tej
informacji do wylosowanej wersji zadania. Dotyczy to
zaréwno wykorzystania odpowiednich parametréow, jak
i zwigzanych z nimi wtasno$ci. Na rysunku 3 rozwigzanie
zadania zawiera wygenerowane losowo réwnanie zespolone
oraz zalezny od jego postaci sposéb rozwigzania.

W dziedzinie zespolonej rozwigz réwnanie

24+10i-2-24=0

Rozwiazanie

Poniewaz mamy do rozwiazania réwnanie kwadratowe postaci az? + bz + ¢ = 0, to zaczynamy od
obliczenia wyréznika A = b* — dac

A=(10-i)® —4-(—24) = —100 + 96 = —4
Pierwiastki zespolone stopnia 2 z liczby —4 wynosza:
VA=y=1=y=T-V/i==%2-i
Zatem korzystamy ze wzoréw na pierwiastki tréjmianu kwadratowego i otrzymujemy:

27710~iv2~i 27710~i72‘i
= ) s n= D)
7z =—4.i, zg =—6-1

Rys. 3. Ogélna informacja zwrotna dostosowana do wylosowanej
wersji zadania
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2.4. Zadania wieloetapowe

Za pomocg systemu STACK mozna tworzy¢ pytania,
w ktérych student podaje rezultaty kolejnych etapow
rozwigzania danego zadania. W procesie sprawdzania
poprawnosci takiego zadania mozna powiaza¢ ze soba
odpowiedzi studenta wpisywane w kolejnych etapach.
Pozwala to na wykrycie miejsca, w ktérym student popetnit
btad, a takze sprawdzenie, czy mimo drobnej pomyltki
konsekwentnie rozwigzuje zadanie w poprawny sposéb do
konca. W takiej sytuacji nauczyciel moze tatwiej oceni¢, czy
btedne rozwigzanie zadania jest wynikiem btedéw
rachunkowych, czy niepoprawnego toku rozumowania
studenta i przydzieli¢ stosowng punktacj¢ za dane zadanie.
Na rysunku 4 pokazany jest przyklad zadania, w ktérym
student otrzymal punkty za etap trzeci rozwigzania mimo, ze
jest ono nieprawidtowe. Btad w ostatnim kroku wynika
bowiem  wylacznie z  niepoprawnie = rozwigzanego
poprzedniego etapu, co wskazuje na poprawny tok
rozumowania.

Dany jest punkt P(3,6,5) oraz ptaszczyznam: 2-2 —3-y—3-2+5=0.
Podaj:
1. réwnania parametryczne prostej [ przechodzacej przez punkt P oraz prostopadtej do
ptaszczyzny
x=3+2t
y=6-3t
z=5-3t

/ Odpowiedz prawidtowa.
Punkty dla tego podejécia: 0,33/0,33.

2. punkt S przeciecia prostej l i ptaszczyzny 7
S(1.9,8)

¥ Odpowiedz nieprawidtowa.
Punkty dla tego podejécia: 0,00/0,33.

3. punkt Q symetryczny do punktu P wzgledem ptaszczyzny 7
Q(-1,12,11)

Odpowiedz czesciowo prawidtowa.
Punkt Q(1, 9, 8) nie jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem ptaszczyzny
7, poniewaz Zle zostaty wyznaczone wspétrzedne punktu S. Gdyby rzeczywiscie
punktem tym byt punkt S(1, 9, 8), to podana odpowiedz bytaby prawidtowa, dlatego
za te cze$¢ zadania zostaty przyznane punkty.

Punkty dla tego podejécia: 0,30/0,33.

Rys. 4. Zadanie wieloetapowe z czgsciowo poprawna odpowiedzia

2.5. Generowanie rysunkow za pomoca GeoGebry

W  pytaniach typu STACK mozna wykorzystaé
mozliwo$ci oprogramowania edukacyjnego GeoGebra [6],
ktore pozwalaja na wykorzystanie zmiennych
wygenerowanych w danej wersji zadania i uzyskanie
odpowiedniego wykresu. Przedstawiony ponizej przyktad
pokazuje takie zastosowanie GeoGebry do tworzenia samej
tre$ci zdania (rys. 5).

Odczytaj z wykresu funkgji f podane granice:

0

azie potrzeby uzyj odpoviiednich symboli: 1nf (00), -1nf (—0). S2czegbly w instruksji uzytkownika,

1. livm‘ f(z) =

Rys. 5. Wykorzystanie GeoGebry w tresci zadania

Dynamiczne rysunki GeoGebry mozna takze
wykorzysta¢ w ogdlnej i szczegétowej informacji zwrotnej
dla studenta, np. jako ilustracj¢ rozwigzania nieréwnosci
bedacej tylko jednym z etapéw rozwigzania danego (rys. 6).

Rozwiazanie

Aby rozwigza¢ zadang nieréwno$¢, musimy obliczy¢ wyznacznik stojacy po jej lewej stronie.
Mozemy utatwi¢ sobie rachunki, mnozac elementy pierwszego wiersza kolejno przez: —1 oraz —2 i
dodajac odpowiednio do elementéw: drugiego i trzeciego wiersza

| z—2 1 2 le—2 1 2
z-2 =z+1 -1 |=| 0 z -3|=(z-2) 2?
|12-2—4 2 z+4 0 0 =z |

Mamy zatem do rozwigzania nieréwnos¢ wielomianowa
(—2)-22 <0

Poniewaz lewa strona tej nieréwnosci jest juz roztozona na czynniki, to wystarczy tylko narysowaé
wykres wielomianu (z — 2) - 22 i odczytac z rysunku rozwiazania zadanej nieréwnosci

)

Zatem rozwigzanie zadanej nieréwnosci to

z € (—o00, 0)U (0, 2)
Rys. 6. Wykorzystanie GeoGebry w informacji zwrotnej

2.6. Wprowadzanie odpowiedzi

W  pytaniach typu STACK najwigksza trudnos¢
poczatkowo  sprawia studentom samo  wpisywanie
odpowiedzi. Wynika to =z koniecznoSci stosowania

odpowiedniej sktadni wyrazen matematycznych systemu
algebry komputerowej Maxima. Przykladowo nazwy
predefiniowanych funkcji nalezy wpisywaé za pomoca
odpowiednich skrétéw, np. funkcje tangens jako tan,
pierwiastek stopnia drugiego jako sqgrt. W wyrazeniach
algebraicznych nalezy uzywaé¢ wylacznie nawiaséw
okraglych, nawet jezeli sg zagniezdZzone, poniewaz nawiasy
kwadratowe i klamrowe maja inne znaczenie. Argumenty
funkcji takze musza by¢ umieszczane w nawiasach
okragtych. Dodatkowe wskazéwki na ten temat mozna
umiesci¢ w tresci zadania.

Odpowiedzi studenta sa juz na etapie wpisywania
poddawane walidacji systemowej. Jezeli wprowadzane
wyrazenie ma niepoprawng sktadni¢, to pojawia si¢
odpowiedni komentarz (rys. 7).

sin(x)/(In(x)

Ostatnia odpowiedz zostata zinterpretowana jako: sin(x)/(1n(x)

Odpowiedz? jest btedna. Brakuje prawego nawiasu ) w wyrazeniu:
sin(x)/(1n(x)

arcsin(x)

Ostatnia odpowiedz zostata zinterpretowana jako: arcsin(x)

Odpowiedz jest btedna. Funkcje odwrotne do funkgji trygonometrycznych zapisuje

sie w postaci asin, a nie arcsin.

Rys. 7. Wstepna walidacja odpowiedzi studenta

W przypadku prawidlowej sktadni odpowiedzi zostanie
wySwietlona jej interpretacja systemowa. Student bedzie
wtedy moégt poréwnaé ja, z tym co zamierzal wpisac,
idokona¢ ewentualnej korekty, zanim przedle swoja
odpowiedz (rys. 8).
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(c+y A 2)/(5qrt(x)+4y) + atan(x) |

Ostatnia odpowiedz zostata zinterpretowana jako:

ery2
VZ+4-oy

Zmienne znalezione w odpowiedzi to: [z, y] .

+ arctg (z)

Rys. 8. Interpretacja systemowa wprowadzonej odpowiedzi

Przy wykorzystaniu systemu STACK mozliwe jest
zaprojektowanie ~ wpisywania odpowiedzi w formie
adekwatnej do danego rodzaju zadania. W niektérych
pytaniach wystarczy zwykte pole tekstowe, w innych
wygodnie jest uzy¢ pola macierzowego, dzigki ktéremu
system STACK dokona wstepnej walidacji odpowiedzi
studenta (rys. 9).

Wyznacz macierz odwrotng do macierzy

A=t

. macierzy oddziel od sizbis spagja. Nac

P

Ostatnia odpowied? zostala zinterpretowana jako:

2]

Odpowied? jest bledna. Odpowied? zawiera znaki zapytania ?, ktére nie sa

r, aby przejs¢ do nastepnego wiersza. Szczegély w

dozwolone w odpowiedzi. Nalezy zastapié je odpowiednimi wartodciami.

Rys. 9. Pole macierzowe do wpisywania odpowiedzi

Istnieje takze mozliwo$¢ udostgpnienia studentowi
pola, w ktérym moze on rozwigzywa¢ réwnania krok po
kroku. Wéwczas wszystkie nastgpne wiersze odpowiedzi
beda sprawdzane pod katem réwnowazno$ci z wierszem
poprzednim, co pozwoli dokladnie wskaza¢ miejsce,
w ktérym przeksztalcenia nie zostaly poprawnie wykonane
(rys. 10).

A3+3xA2-x-3=0
A2(x+3)-(x+3)=0
x+3)(xA2-1)=0

x+3)(x-1)(x+1)=0 =
=-3 or x=1or x=-1

2 4+3-22-2-3=0

2’ (z+3)—(x+3)=0
(+3)-(2*-1)=0
(z+3)-(z—1)-(z+1)=0
» z=-3Vz=1Ve=-1

Rys. 10. Pole do przeksztalcen réwnowaznych

3. PODSUMOWANIE

Mimo, ze tworzenie pytah typu STACK jest dos¢
czasochlonne i wymaga znajomosci komend systemu
Maxima, warto z nich korzysta¢, poniewaz dostarczaja one
studentom duzg liczbe réznorodnych zadan wraz
z podpowiedziami, ilustracjami i pelnymi rozwigzaniami.
Na podstawie ankiety przeprowadzonej wsréd studentéw
Zachodniopomorskiego Uniwersytetu Technologicznego
w Szczecinie, ktérzy korzystali z zadan typu STACK na
uczelnianej platformie Moodle, mozna wnioskowaé, ze
dzicki wskazéwkom do wprowadzania odpowiedzi
zawartym w tre$ci zadania, wpisywanie rozwigzan nie
sprawialo studentom wigkszego problemu. Zdecydowana
wigkszo$¢ studentéw wykorzystywala te zadania jako
podstawowe narze¢dzie pracy wlasnej. Doceniali oni przy
tym mozliwo$¢ analizowania w dowolnym czasie petnych
rozwigzan kazdego rodzaju zadan.

Korzysci wynikajace z zastosowania takich pytan dla
wykladowcy tez nie sg bez znaczenia. Przy ich pomocy
mozna bowiem bez trudu uklada¢ rézne zestawy zadan
otakim samym poziomie trudnos$ci oraz przeprowadzaé
kolokwia i egzaminy zaréwno w trybie zdalnym jak
i tradycyjnym.
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THE MOODLE PLATFORM SUPPORTED BY THE COMPUTER ALGEBRA SYSTEM

This article focuses on the possibilities of creating randomized mathematical problems provided by the STACK system,
which is an open source automatic assessment tool, which is based on the Maxima Computer Algebra System. This
publication contains examples of the tasks used by the authors to create ‘Mathematics’ course on the university’s Moodle
platform. The above mentioned course was aimed at first-year students of the West Pomeranian University of Technology in
Szczecin. During the SARS-CoV-2 pandemic it proved to be the invaluable replacement for the traditional set of tasks. The
STACK system enables students to transmit a complete solution of a randomly selected version of the task along with
dynamic drawings made with GeoGebra. It is also possible to download the solution introduced by the student and adapt the
feedback. In addition, there is also an option of a gradual construction of the exercise where the mistakes made by the student
in each stage do not disqualify the entire task and allow to check whether it is consistently solved till the end. Attention will
also be paid to the possibility of using the STACK system to monitor the effects of learning, as well as to perform reliable
remote final examinations, which cannot even be provided by multiple-choice test tasks.

Keywords: e-learning, Moodle platform, STACK, computer algebra system.
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