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Postaé¢ trygonometryczna liczb zespolonych

Streszczenie. Istnieje kilka sposobow reprezentacji liczb zespolonych — miedzy innymi alge-
braiczna i trygonometryczna. Na uczelniach technicznych czesto jednym z podstawowych elemen-
téw kurséw matematyki obejmujacych liczby zespolone jest umiejetnosé przeksztatlcania postaci
algebraicznej do postaci trygonometrycznej — zwlaszcza w pewnych szczegélnych przypadkach.
Doswiadczenie dydaktyczne podpowiada, ze o ile wyznaczenie modutu liczby zespolonej jest zazwy-
czaj zadaniem trywialnym, o tyle wyznaczenie argumentu bywa problematyczne. Celem niniejszego
artykutu jest przyblizenie Czytelnikowi metody niewymagajacej uzywania wzoréw redukcyjnych:
w niektorych przypadkach postaé trygonometryczna mozna szybko wyznaczyé, korzystajac z pew-
nych elementarnych faktéw geometrycznych. Na koricu artykutu przedstawiono jedna z metod
okreslenia argumentu gtéwnego liczby zespolonej w przypadku ogélnym.

Slowa kluczowe: liczby zespolone, plaszczyzna Gaussa, postaé trygonometryczna liczb zespolo-
nych.

1. Wstep

1.1. Trygonometria

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata ostrego zwyczajowo definiuje sie jako stosunki dtugosci
bokéw w trojkacie prostokatnym zgodnie z zasadami:
e sinus kata ¢ to stosunek dlugosci przyprostokatnej b nieprzylegtej do
kata ¢ do dlugosci przeciwprostokatnej ¢, czyli sinp = %

e cosinus kata ¢ to stosunek dlugosci przyprostokatnej a przylegtej do ka-
a
ta ¢ do dlugosci przeciwprostokatnej ¢, czyli cosp = —.
c

e tangens kata ¢ to stosunek dlugosci przyprostokatnej b nieprzylegtej do
L. . . . b

kata ¢ dodlugosci przyprostokatnej a przyleglej do kata ¢, czyli tgp = —.

a

e cotangens kata ¢ to stosunek dlugosci przyprostokatnej a przylegltej do

kata ¢ do dlugosci przyprostokatnej b nieprzyleglej do kata ¢, czyli
a
ctgp = 3
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Powyzsze definicje mozna w naturalny sposob uogdlni¢ na dowol- Y
ny kat. Niech P(a,b) bedzie punktem réznym od O(0,0) i niech

r = |OP| bedzie odleglo$cia punktu P od poczatku ukladu wspot- P(a, b)

rzednych. Wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata ¢ miedzy 10
dodatnia potosia Ox a odcinkiem OP sa nastepujace:

. b a b a
Sln(,DZ;, cosgoz;, tggoza, ctgap:g.

Zauwazmy, ze w tym wypadku funkcja tangens jest okre§lona, gdy h

a # 0 (tzn. P nie lezy na osi Oy), natomiast funkcja cotangens -
a T

jest okreslona, gdy b # 0 (tzn. P nie lezy na osi Ox).

cs - s COoS . . . . . . 1z
Oczywiscie tg p = ? oraz ctgp = —@ dla wszystkich wartosci ¢, ktére nie zeruja mianownikéw.
Cos ¥ sin ¢

Dla pewnych zakreséw katoéw mozna rozwazaé¢ funkcje odwrotne (wzgledem sktadania) do funkcji
trygonometrycznych z odpowiednimi dziedzinami. Nas bedzie szczegdlnie interesowaé funkcja odwrotna
do funkcji tangens zdefiniowanej na przedziale (—m/2,7/2).

Funkcja arcus tangens nazywamy funkcje
arctg : R — (fz, E)
272

taka, 7ze arctgx = y wtedy i tylko wtedy, gdy = = tgy dla pewnego y € (—7/2,7/2).

1.2. Liczby zespolone

Postacig algebraiczng liczby zespolonej z nazywamy wyrazenie z = = + yi, gdzie x i y sa liczbami
rzeczywistymi, natomiast i to tak zwana jednostka urojona, speliajaca warunek 2 = —1.
Zbior wszystkich liczb zespolonych oznaczamy przez C. Korzystajac z powyzszych informacji mozemy
go opisa¢ jako
(C:{z: z:m+yi/\x,y6R/\i2=—1}.

Liczby x i y nazywamy, odpowiednio, czescia rzeczywista (realisem) i czescia urojong (imaginariusem)
liczby z i oznaczamy je przez x = Re z oraz y = Imz. Zatem kazda liczbe zespolong z mozemy zapisaé
w postaci

z=Rez+ 1 -Imz.

Modutem liczby zespolonej z nazywamy wyrazenie postaci

|z = Va2 + 42

Niezerowa liczba zespolona z = = + yi posiada argument, czyli liczbe rzeczywista ¢ spetniajaca uktad

réwnan

x
cosp = m
sin = m

Oczywiscie, ze wzgledu na okresowosé funkcji trygonometrycznych, powyzszy uktad réwnan ma nieskorn-
czenie wiele rozwiazan. Argumentem gtdwnym liczby zespolonej z nazywamy taki jej argument ¢, ktory
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spelnia warunek ¢ € [0, 27). Zwyczajowo argument liczby zespolonej z oznaczamy przez arg z, natomiast
argument gtéwny przez Arg z.
Postacig trygonometryczng liczby zespolonej z # 0 nazywamy wyrazenie

z=|z| (cosp +i-singp),

gdzie ¢ to argument liczby z.

W tym artykule przyjmujemy, ze liczba zespolona 0 nie ma postaci trygonometrycznej!. Uzasadniamy
ten wybor faktem, ze argument gtéwny liczby 0 nie moze byé¢ wyznaczony jednoznacznie, co moze prowa-
dzi¢ do pewnych formalnych niezrecznosci. Przyktadowo: czy liczba zespolona 0 jest jednym z rozwigzan
nieréwnosci 0 < Argz < 7?7

Aby sie przekonaé, ze postacie algebraiczna i trygonometryczna w istocie opisuja te sama niezerowa
liczbe zespolona, wystarczy przeprowadzi¢ nastepujace proste przeksztalcenie, polegajace na wylaczeniu
przed nawias modutu:

. x . X 1 . . .
z:x+yz:|z\-—+|z\-%-z:|z\ <7+J-z> = |z|(cos ¢ + i - sin ).

ERESE AT

1.3. Interpretacja geometryczna liczby zespolonej

Czynnikiem motywujacym do wprowadzenia poje¢ modutu i argumentu liczb zespolonych jest inter-
pretacja geometryczna zbioru C. Liczby zespolone mozna utozsamia¢ z punktami na tzw. ptaszczyZnie
Gaussa — jest to odpowiednik kartezjanskiej plaszczyzny R? z ta réznica, ze zwyczajowe osie Ox i Oy
oznaczaja, odpowiednio, osie czesci rzeczywistych i czesci urojonych.

Im
Liczba zespolona z = x 4+ yi jest interpretowana

jako punkt o wspotrzednych (z,y). Jezeli z # 0, to
liczbe zespolong mozna jednoznacznie wskazaé¢ przy
pomocy modutu |z| i argumentu @, gdzie z=x+ Yy

e |z| to odleglo$¢ punktu z od poczatku uktadu
wspolrzednych (czyli od liczby zespolonej 0),

AN

e ¢ to kat miedzy dodatnia poétosia Re a odcin-
kiem 0z. 0 T Re

2. Trojkaty 45° — 45° — 90° i 30° — 60° — 90°

W klasycznej geometrii i w zyciu codziennym miary katéw najczesciej wyrazane sa za pomoca stopni.
Z kolei w zagadnieniach zwiazanych z trygonometrig i z analiza zespolona duzo bardziej naturalnym
podejsciem jest uzycie radianéw. W zwiazku z tym czesé tego rozdzialu — poswieconego pewnym prostym
wynikom geometrycznym — bedzie zawierala miary katéw wyrazone w stopniach.

I Wypada tutaj wspomnieé, ze w kwestii definicji i wlasnogci argumentéw liczb zespolonych panuje pewne zamieszanie
znajdujace odzwierciedlenie w wielu podrecznikach i opracowaniach. Niekiedy uznaje sie, ze za argument liczby 0 mozna
przyja¢ dowolng liczbe rzeczywista (co pozwala zdefiniowaé jej postaé¢ trygonometryczna), a za argument glowny tej liczby
mozna przyjaé 0. Zdarza sie przyjmowaé, ze Argz € (—m, 7|, a takze ze argument gléwny jest oznaczany przez argz,
a dowolny przez Arg z.
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Rozwazane trojkaty bywaja nazywane trdjkgtami ekierkowymi — wynika to z faktu, ze pewien dobrze
kazdemu znany przyrzad kreslarski najczesciej wystepuje w tych ksztalttach.

Twierdzenie 1. Trdjkgt o kgtach 45°, 45° i 90° ma boki dtugosci a, a i a\/2
dla pewnego a > 0.

Rozwazany tréjkat jest prostokatny i rownoramienny. Z twierdzenia Pitagorasa
wynika, ze jezeli obie jego przyprostokatne maja dtugosé a, to przeciwprosto-
katna ma dtugosé¢ av/2.

a
Twierdzenie 2. Trdjkgt o kgtach 30°, 60° i 90° ma boki dtugosci a, a\/3 i 2a dla pewnego a > 0.

Powyzsze twierdzenie mozna tatwo uzasadni¢ — rozwazany tréjkat stanowi potowe trojkata réwno-
bocznego. Przypomnijmy dwa szkolne fakty o trojkatach réwnobocznych. Po pierwsze, wysoko$¢ takiego
trojkata o boku a wynosi av/3/2. Zatem wysoko$é trojkata réwnobocznego o boku 2a wynosi av/3. Po
drugie, wysokos$¢ w tréjkacie réwnobocznym opada doktadnie na §rodek przeciwlegtego boku.

2a a

Twierdzenie 2 mozna tez w prosty sposob uzasadni¢ trygonometrycznie. Krétsza przyprostokatna ma
dtugosé a i przylega do kata ostrego 60°. Jezeli ¢ to dlugosé przeciwprostokatnej, to z definicji funkcji
cosinus dla kata ostrego mamy

a

a .
— =cos60°, wiec c¢= =
c cos 60°

= 2a.

wi-|

Majac dtugosci dwoch bokéw w tréjkacie prostokatnym, warto$é dtuzszej przyprostokatnej mozna obliczy¢
z twierdzenia Pitagorasa:
(2a)® = a® +b%, wiec b=aV3.
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Jeden radian, z definicji, to miara tukowa kata $rodkowego opartego na tuku

1

o dlugosci 1 w okregu jednostkowym. W zwiazku z tym miara kata petlnego (360°)
wyrazona w radianach to 2w, czyli doktadnie tyle ile wynosi obwdd wspomnianego
okregu, a miara kata polpelnego (180°) to m — polowa obwodu. Oczywiscie radia-
ny i stopnie sa wprost proporcjonalne i dzieki temu mozna tatwo przeksztalcaé te
jednostki miedzy soba, na przyktad:

e 180° odpowiada wartosci 7 radianéw, wiec (dzielac obie liczby przez 2) otrzy-
mujemy, ze 90° odpowiada 7/2 radianow.

e Drzielac 180° i w przez 3, wnioskujemy, ze miara kata 60° wyrazona w radianach
to 7/3.

Podsumowujac, wyniki z twierdzen 1 i 2 mozna wyrazi¢ nastepujaco:

a av'3

3. Argument liczby zespolonej w trzech szczegbélnych przypadkach

W tym rozdziale zaktadamy, ze z # 0.

3.1. Przypadek z =0 lub y =0

Jest to najprostszy z rozwazanych przypadkow. Jezeli
z=x lub z=yi,

to z znajduje sie na jednej z osi ptaszczyzny Gaussa. Zatem Arg z moze przyja¢ wylacznie jedna z naste-

pujacych czterech warto$ci:

Tt

=~ =T

2 2
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Zauwazmy, ze jezeli z = x, to

lz| = Va2 + 02 = va? = ||

i, analogicznie, dla z = yi zachodzi
R N T

Przyklad 1. Korzystajac z powyzszych informacji, zapiszemy kilka liczb zespolonych speliajacych wa-
runek Re z - Imz = 0 w postaci trygonometrycznej:

5 = 5(cos0 + isin0), 2@'22(008%—}—2’31}0%),
. , 3 .3
—3 =3(cosm +isinm), —14i =14 COS§7T+ZSH1§7T .

3.2. Przypadek x = +y

Z twierdzenia 1 wynika, ze jezeli z = x+yi oraz |z| = |y|, to kat miedzy odcinkiem Oz, a pewna potosia
na plaszczyznie Gaussa wynosi m/4. Zatem, jak w powyzszym przyktadzie, argument przyjmuje jedna
z czterech mozliwych wartosci (pozostawiamy Czytelnikowi graficzne przedstawienie tych mozliwosci —
— analogiczne do poprzeduiego przypadku).

Przyklad 2. Przedstawimy w postaci trygonometrycznej dwie liczby zespolone spelniajace warunek
Rez = +Imz.

1. Niech z = —v/3 — V/3i.
Jak wida¢, Re z = Imz = —/3.

Korzystajac ze wzoru na modut liczby zespolonej, otrzymujemy

2l = V(-VB) + (VB = VBT B =G

Zaznaczmy dang liczbe zespolona na ptaszczyznie Gaussa i przytézmy odpowiedni trojkat ekierkowy.

Im

Zatem

hrgz—r+ L=
/-\ tgz =7+ =W

-3 Re i ostatecznie

5 5
—\f— \/§z = \/6(cos4w+isin47r> .

2. Niech z =1 — 1.

W tym przypadku mamy Rez = 1 oraz Imz = —1, wiec Rez = —Imz.
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Ponownie, najpierw obliczamy modut:

2| = V12 + (-1)2 = V2.

Po zaznaczeniu danej liczby na plaszczyznie Gaussa przyktadamy odpowiedni tréjkat ekierkowy.

Im

Zatem
T 7

3
/\ Argz = 37 + Vi
\ 1 Re 1 ostatecznie

>~

1i\/§(cosZ7r+isinZ7r>.

1—3

3.3. Przypadek = = +v/3y lub y = +/3z

W tym przypadku na plaszczyZznie Gaussa zaznaczamy trojkat 30° — 60° — 90°. Aby mie¢ pewnosc,
czy podczas obliczania argumentu nalezy dobrac kat 7/6 (mniejszy) czy 7/3 (wiekszy), mozna wyraznie
rozr6zni¢ wartosci czeéci rzeczywistej i urojonej danej liczby poprzez odpowiednie przeskalowanie ich na
osiach.

Przyklad 3. Przedstawimy w postaci trygonometrycznej dwie liczby zespolone spelniajace warunek
Rez = +v/3Imz lub Imz = +v/3Re 2.

1. Niechz = —v/3 +i.
Zauwazmy, ze Imz = —/3 - Re z. Obliczamy modul danej liczby:

2l =/ (-V3)2+12=Vi=2.

Po zaznaczeniu liczby z na plaszczyznie Gaussa mozemy odczytacé jej argument.

Im
—V3+i 1 Mamy

| Are T n T b
= — — = =T

| =936,

: ‘\ wiec postaé¢ trygonometryczna danej

i liczby to

V3 Re

z=2 cos§7r+isin§7r
N 6 6 )
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2. Niech z = v/2 — i1/6.

W tym przypadku Re z = —/3 - Im z. Ponadto

2] =/ (V2)2 + (=V6)2 = 2V2.

Z ponizszego rysunku odczytujemy argument danej liczby.

Im

Re Argz = §7r+

[=p}

/
\’ V2

Ostatecznie

4. Argument liczby zespolonej w przypadku ogélnym

Zauwazmy, ze dla liczby zespolonej z = x+yi, gdzie z # 0, Im
mamy
sinp I%\ Y
 cosp Iz T

z

Powyzsze réwnanie sugeruje, ze warto$¢ argumentu mozna
obliczy¢ przy pomocy wyrazenia

\ Zatem
3 T

5

—T.

3

e

arctgg,
x

jednak zbiorem wartosci funkcji arcus tangens jest
(=m/2,7/2), co ,wypelnia” jedynie pierwsza i czwarta
¢wiartke uktadu wspotrzednych. Reasumujac, w tym kon-
tekscie arcus tangens okresla jedynie kierunek prostej 0z,

co nam daje dwie ,potencjalne” wartoéci argumentu.

Re

V2 = V6i =22 (cosgw—i—isingw) .
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Im

x
[V
S

z1 =21+ Y1t

Liczby 21 i 22 leza na jednej pro-

22 = T2+ Y2t

stej, wiec
no_ Y
Ty Ty
Re Zauwazmy, ze
(pg — gﬁl = Tr.

Zatem argument niezerowej liczby zespolonej z = x + yi mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

SECE

argz =

T 4 arctg¥

arctg?

dla x=0iy>0
dla x=0iy<0
dla z>0
dla = <0.

W powyzszym wzorze otrzymujemy argument gtéwny w kazdej ¢wiartce poza czwarta (z > 0, y < 0).
Nietrudno zauwazyé¢, ze w tym przypadku mamy

Arg 2z = 27 + arctg g.
x

Ostatecznie mozna przyjac, ze dla niezerowej liczby zespolonej z = x + yi zachodzi

iy
2

)
Argz = arctg¥

W

T 4 arctg¥
27 + arctg?

dla
dla
dla
dla
dla

r=0iy>0
r=0iy<0
xr>0iy>0 (Iéw.)
<0 (11, IIT ¢éw.)

x>0iy<0 (IV éw.).

W sekcji 2. przedstawiliémy analogie miedzy pojeciami stopni i radianéw, natomiast w sekcji 1.1.
okredlilismy przedziat (—m/2,7/2) jako zbior wartoéci funkceji arcus tangens. Laczac te dwa fakty, mozna
przyjag, ze wartosciom funkcji arcus tangens jednoznacznie mozna przypisac stopnie z zakresu (—90°, 90°),

a powyzszy wzér na argument gléwny liczby zespolonej moze zwracaé¢ wartosci w stopniach z zakresu

0°,360°).

Przyklad 4. Wyznaczymy i podamy (przyblizona) warto§¢ w stopniach argumentu gléwnego pewnych

liczb zespolonych.

1. Jezeli z=142i,toRez=1>01Imz =2 > 0, wiec

2
Arg z = arctg 1= arctg 2 ~ 63°.

2. Jezeli z = -3+ 2i, to Rez = —3 < 0, wiec

-3
Argz = m + arctg 5 ~ 180° + (—56°) = 124°.
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3. Jezeli z = —8 — 9, to Rez = —8 < (. Zatem

-9 9
Argz = 7 + arctg =7 + arctg 3~ 180° + 48° = 228°.
4. Jezeli z=19—2i,toRez =19 > 0i Imz = —2 < 0. Zatem

-2
Arg 2 = 27 + arctg o ~ 360° + (—6°) = 354°.

5. Zadania i odpowiedzi

Zadanie 1. Wyznaczy¢ postaé trygonometryczng danej liczby zespolonej

a) i, b) 2v/2 + 2v/2i, c) —m,

d) V3 + 3i, e) —5+ 5i, f) —v15 — /54,
1

g) 4 4i, h) -5 - éz i) —2+2/3i.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ i podac (przyblizong) warto§¢ w stopniach argumentu gléwnego liczby zespolone;j

a) 1+ 7i, b) 4+, c) —33 — 2i,
d) 14 + 154, e) 9 — 5i, f) 2+ /31,
g) —v2 +/3i, h) —5 — 174, i) 10 —i.

Odpowiedz 1.

a) cosi—kisinz, b)4(cosz+isini), ¢) m(cosm + isinm),
2 2 4 4
T .7 3 .3 7 T
d) 2\/§(cosf+zsmf>7 €) 5v2( cos Sm +isin x|, f) 25 ( cos —m +isin =7 |,
3 3 4 4 6 6
7 7 4 4 2 2
g) 42 (cos Zﬁ+z’sin 47r>, h) cos §7r+z'sin 3™ i) 4 <cos §7T+isin 37r).
Odpowiedz 2.
a) arctg 7 ~ 82°, b) arctgi ~ 14°, c) m+ arctg 32—3 ~ 183°,
d) arctg 12 ~ 47°, e) 2m + arctg (—32) ~ 331°, f) arctg @ ~ 41°,

g) T + arctg (—@) ~ 129°, h) 7 + arctg 1—57 R 254°, i) 27 + arctg (—%0) ~ 354°.



