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Z definicji, obliczenia odwrotne 

są procedurą wyznaczenia parame-
trów dowolnego modelu fizycznego, 
który wykorzystuje się do mate-
matycznego opisu zachowania się 
rzeczywistego obiektu. Najczęściej 
procedura obliczeniowa opiera się 
na iteracyjnej formule wyznaczenia 
określonych wartości parametrów 
modelu, dla których otrzymuje się 
zadowalającą dokładność aproksy-
macji zarejestrowanych odpowiedzi 
modelowanego obiektu [1] odpo-
wiednio dostosowaną funkcją mate-
matyczną. Na algorytm obliczeniowy 

realizujący iteracyjną procedurę składa się zbiór procedur 
analityczno-numerycznych, dla których wyróżnia się podział 
na trzy elementy:
1) model matematyczny obiektu,
2) zarejestrowana odpowiedź obiektu na zadane obciążenie,
3) algorytm optymalizacyjny.

Dobór poszczególnych elementów jest ściśle zależny od 
zagadnienia. W tym artykule zagadnienie dotyczy wyzna-
czania wartości parametrów modeli nawierzchni jezdni me-
todą obliczeń odwrotnych na podstawie wyników pomiarów 
w formie, jaką się uzyskuje przy użyciu urządzeń typu FWD 
[2],[3]. Wybrane zagadnienie precyzuje elementy procedury 
obliczeń odwrotnych do:
1) mechanicznych modeli systemów wielowarstwowych,
2) wyników pomiarów ugięć nawierzchni,
3) algorytmów optymalizacji dyskretnej.

W literaturze, można znaleźć relatywnie dużo przykładów 
dotyczących pierwszego elementu, zarówno w odniesieniu 
do nawierzchni jezdni, jak i nawierzchni lotniskowych [19]. 
Ograniczając się tylko do rozwiązań bazujących na równa-
niach równowagi Burmistera [4], w wielu pracach przedsta-
wiono ich modyfikacje [5], [6], [7], [8]. Drugi z wymienio-
nych elementów ma silnie empiryczny charakter wynikający 
z metody pomiaru ugięcia nawierzchni, a więc odpowiedzi 
analizowanego ośrodka na zadane obciążenie. Inspirującą 
natomiast częścią algorytmów optymalizacyjnych stoso-
wanych do wyznaczania parametrów modelu nawierzchni 
jezdni, w szczególności tej opartej na wartościach ugięć 
oznaczonych na powierzchni najwyżej usytuowanej w prze-
kroju poprzecznym warstwy, jest funkcja celu. Dl a obliczeń 
odwrotnych funkcje celu wykorzystuje się jako kryterium 
oceny dopasowania teoretycznej odpowiedzi modelu na-

wierzchni do odpowiedzi znanej a priori (np. z pomiarów 
in situ). Powszechnie stosowaną miarą tego dopasowania 
jest zależność w postaci RMSE (z ang. Root-Mean-Squared 
Error) [9]. W odniesieniu jednak do analizy odwrotnej dla 
modeli nawierzchni jezdni taka podstawowa postać funkcji 
celu podlega ciągłej weryfikacji. W pracy [10] postać RMSE 
zastąpiono definicją MAE (z ang. Mean Approximation Error), 
a w [12], [13] zastosowano postać AVCF (z ang. Area Value 
with Correction Factor). Na podstawie wyników eksperymen-
tu numerycznego z wykorzystaniem MAE [10] stwierdzono, 
że warunkiem koniecznym dla akceptacji wyników procedu-
ry obliczeń odwrotnych jest uzyskanie wartości błędu MAE 
mniejszego lub równego 0.1%. Natomiast dla wyników ob-
liczeń z zastosowaniem kryterium AVCF [12], [13] ustalono 
mniejszą wrażliwość uzyskanych wyników na błędy pomia-
ru ugięć nawierzchni niż dla obliczeń przeprowadzonych 
z kryterium RMSE. Istotność uzyskanych w pracach wyni-
ków i wniosków jest niepodważalna, jednak jednoznaczne 
wytypowanie wiodącego kryterium dla obliczeń odwrotnych 
jest ograniczone, dlatego stanowi ciekawy wątek badawczy.

Motywacja i cel analizy

Odnosząc się do wyników oceny wrażliwości procedu-
ry obliczeń odwrotnych na niewielkie zmiany parametrów 
modelu nawierzchni [14], [15], można dojść do wniosku, 
że trudno w tym zakresie o uniwersalny algorytm oblicze-
niowy. Zagadnienie jest jeszcze bardziej niejednoznaczne, 
gdy do obliczeń włącza się wyniki badań eksperymentów 
in situ. W przeciwieństwie do analiz bazujących na danych 
teoretycznych, wyniki eksperymentu obarczone są błędami 
pomiarowymi, co utrudnia uzyskanie wiarygodnych warto-
ści obliczeń. W artykule przedstawione są wyniki porówna-
nia oznaczenia wartości parametrów modeli nawierzchni 
jezdni dla trzech różnych funkcji celu: RMSE, MAE i AVCF. 
Podstawę porównania stanowił eksperyment teoretyczny 
uwzględniający błędy pomiarowe rejestrowane w trakcie 
testów urządzeniami FWD.

Analizowane funkcje celu

RMSE

Funkcję celu RMSE (z ang. Root Mean Squared Error) [9] 
wyraża wzór nr 1.
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  (1)

w którym:
     n –  liczba niezależnych wartości składających się na linię 

przemieszczeń,
    d

i
 –  wartość przemieszczenia w i-tym punkcie pomiaru 

(odległość geofonu od osi obciążenia) ugięciomie-
rzem typu FWD,

m, c –  indeksy wskazujące odpowiednio na zmierzone i ob-
liczone wartości przemieszczeń.

MAE

Funkcję celu MAE (z ang. Mean approximation error) [10], 
[11] wyrażają wzory nr 2 i 3.

  (2)

  (3)

w których:
     n –  liczba niezależnych wartości składających się na linię 

przemieszczeń,
    d

i
 –  wartość przemieszczenia w i-tym punkcie pomiaru 

(odległość geofonu od osi obciążenia) ugięciomie-
rzem typu FWD,

m, c –  indeksy wskazujące odpowiednio na zmierzone i ob-
liczone wartości przemieszczeń.

AVCF

Funkcję celu AVCF (z ang . Area Value with Correction 
Factor) [12], [13] wyrażają wzory nr 4 i 5.

 (4)

  (5)

w których:
     n –  liczba niezależnych wartości składających się na linię 

przemieszczeń,

    d
i
 –  wartość przemieszczenia w i-tym punkcie pomiaru 

(odległość geofonu od osi obciążenia) ugięciomie-
rzem FWD,

     r
i
 –  odległość i-tego punktu pomiaru/obliczeniowego 

przemieszczenia od osi obciążenia,
    A

i 
–  parametr skalujący dla i-tego punktu pomiaru/obli-

czeniowego przemieszczenia,
m, c –  indeksy wskazujące odpowiednio na zmierzone i ob-

liczone wartości przemieszczeń.

Założenia eksperymentu numerycznego

Danymi wejściowymi dla przeprowadzonego ekspe-
rymentu numerycznego były wyniki obliczeń dla modelu 
nawierzchni jezdni opartego na teorii warstw sprężystych, 
spoczywających na półprzestrzeni sprężystej, nazywanych 
w dalszej części pracy modelami LET (z ang. Layers Elastic 
Theory models) [16]. Parametry modelu nawierzchni do-
brano tak, aby w swoim zakresie odpowiadały warunkom 
w trakcie wykonywania pomiaru ugięciomierzem dynamicz-
nym typu FWD. Jako model obciążenia przyjęto obciążenie 
równomiernie rozłożone na powierzchni kołowej o promie-
niu równym 0,15 m i wartości 50 kN. W celu złagodzenia 
niekorzystnych skutków założenia dla poszczególnych 
warstw modelu stałej wartości współczynników Poissona
(ν = 0, 3) [10], do obliczeń zaadoptowano statyczny model 
obciążenia nawierzchni jezdni. Założenie statycznego mo-
delu dla definicji jego poszczególnych warstw, wiązało się 
z określeniem dla jednej warstwy modelu wartości trzech 
parametrów: grubości (h), modułu sprężystości (E), współ-
czynnika Poissona (ν). Do obliczeń przyjęto numerację 
warstw i ich parametrów (np. E1, E2, ..., Ei

), zaczynając od 
najwyżej usytuowanej, do której bezpośrednio przyłożone 
jest obciążenie. Usytuowanie punktów obliczeniowych war-
tości ugięć modelu przyjęto tożsame z lokalizacją geofo-
nów (punktów pomiaru ugięć), jaką stosuje się powszechnie 
w ugięciomierzach dynamicznych typu FWD. Do analizy wy-
brano przypadek krzywej ugięć zbudowanej na podstawie 7 
punktów oddalonych od osi obciążenia o dystans, kolejno: 
U0 = 0,0; U30 = 0,3; U60 = 0,6; U90 = 0,9; U120 = 1,2; U150 = 
1,5; U180 = 1,8 [m].

W pierwszym kroku eksperymentu wykonano obliczenia 
dla czterech modeli nawierzchni, których wartości przyję-
tych parametrów odpowiadały w swoim zakresie czterem 
różnym typowym konstrukcjom górnych warstw nawierzch-
ni podanym w katalogu [17]. Parametry modeli obliczenio-
wych zebrano w tabeli 1. Wyniki obliczeń dla analizowanych 
modeli zebrano w tabeli 2 oraz przedstawiono na rysunku
nr 1.

Ta b e l a  1. Zebranie parametrów obliczeniowych analizowanych modeli nawierzchni

Model
Typowa konstrukcja Modelowana warstwa E1 E2 E3 h1 h2

TYP Kategoria ruchu [–] [MPa] [m]

A A1 KR 1

pakiet
warstw

asfaltowych

warstwa kruszywa
C90/3 Dolne

warstwy
konstrukcji
nawierzchni

8400 400 80 0,09 0,20

B A1 KR 7 9800 400 120 0,30 0,20

C C KR 1 warstwa związana
spoiwem hydraulicznym

8400 15100 80 0,09 0,18

D C KR 7 9800 15100 120 0,24 0,24
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Ta b e l a  2. Zbiorcze zestawienie wartości przemieszczeń obliczo-

nych dla analizowanych modeli nawierzchni

Model
U

0
U

30
U

60
U

90
U

120
U

150
U

180

[μm]

A 580,9 425,4 285,1 201,4 150,1 117,7  96,4

B 185,5 160,7 137,8 116,5  97,9  82,4  69,8

C 269,0 242,0 211,3 180,2 152,1 128,0 108,0

D 124,0 107,5  99,0  90,4  81,8  73,7  66,1

 Rys. 1. Krzywe zbudowane w oparciu o obliczone wartości przemiesz-
czeń

Następnie, mając na celu uwzględnienie w eksperymencie 
numerycznym błędów pomiarowych rejestrowanych w trakcie 
testów urządzeniami typu FWD, wartości linii przemieszczeń 
zmieniono w zakresie ± 2% (w nawiązaniu do dokładności 
pomiaru przemieszczeń deklarowanych przez producentów 
urządzeń typu FWD). Proces ten wykonano poprzez dodanie 
do wartości linii przemieszczeń tzw. białego szumu, czego 
następstwem było opracowanie bazy wyników po 5000 linii 
przemieszczeń dla każdego z analizowanych modeli.

Dla wszystkich 20000 (4 modele × 5000) linii przemiesz-
czeń, przeprowadzono obliczenia wykorzystując kolejno 
funkcje celu RMSE, MAE i AVCF. Wynikiem obliczeń były war-
tości modułów sprężystości poszczególnych warstw modeli. 
Do obliczeń odwrotnych wykorzystano algorytm optymaliza-
cyjny Nelder Mead [18], a za tzw. wartości startowe w algo-
rytmie przyjęto wartości modułów odpowiadające modelom 
wyjściowym. Z założenia chodziło o ograniczenie wpływu 
wartości startowych na uzyskane rezultaty, a więc ograni-
czenie wpływu czynników, które nie podlegały rozważaniom.

Wyniki eksperymentu numerycznego

Wynikiem eksperymentu numerycznego były obliczone 
wartości modułów sprężystości warstw, które przedstawiono 
kolejno na rysunkach 2, 3, 4, 5.

Rys. 2. Histogramy 
zidentyfikowanych 
wartości w proce-
durze obliczeń od-
wrotnych dla bazy 
linii przemieszczeń 
odpowiadających 
modelowi A

Rys. 3. Histogramy 
zidentyfikowanych 
wartości w proce-
durze obliczeń od-
wrotnych dla bazy 
linii przemieszczeń 
odpowiadających 
modelowi B
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Zastosowane w procedurze odwrotnej funkcje celu, oce-
nione zostały pod kątem wartości błędów względnych ob-
liczonych w odniesieniu do wartości modułów dla wyjścio-

wych modeli nawierzchni (wartości  referencyjnych). Wyniki 
obliczeń są przedstawione na rysunkach 6, 7, 8, 9.

Rys. 4. Histogramy 
zidentyfikowanych 
wartości w proce-
durze obliczeń od-
wrotnych dla bazy 
linii przemieszczeń 
odpowiadających 
modelowi C

Rys. 5. Histogramy 
zidentyfikowanych 
wartości w proce-
durze obliczeń od-
wrotnych dla bazy 
linii przemieszczeń 
odpowiadających 
modelowi D

Rys. 6. Rozkłady 
empiryczne 
wartości błędów 
względnych dla 
obliczonych warto-
ści modułów sprę-
żystości warstw 
odpowiadających 
modelowi A
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Rys. 7. Rozkłady 
empiryczne 
wartości błędów 
względnych dla 
obliczonych warto-
ści modułów sprę-
żystości warstw 
odpowiadających 
modelowi B

Rys. 8. Rozkłady empiryczne wartości błędów względnych dla obliczonych wartości modułów sprężystości warstw odpowiadających modelowi C

Rys. 9. Rozkłady empiryczne wartości błędów względnych dla obliczonych wartości modułów sprężystości warstw odpowiadających modelowi D
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Podsumowanie

W artykule opisano analizę wyników obliczeń odwrotnych, 
które zmierzały do porównania wartości identyfikowanych pa-
rametrów modeli nawierzchni jezdni uzyskiwanych przy użyciu 
trzech różnych funkcji celu: RMSE, MAE i AVCF. Z przeglądu 
literatury wiadomo, że w przypadku wykorzystania procedury 
obliczeń odwrotnych bazujących na rzeczywistych wynikach 
pomiaru ugięć nawierzchni (a nie tych uzyskanych na podsta-
wie modeli numerycznych), kryterium AVCF cechuje mniejsza 
wrażliwość na błędy pomiarowe w porównaniu np. do kryte-
rium RMSE. Podstawę weryfikacji tej hipotezy w tym artykule, 
stanowi wprawdzie eksperyment teoretyczny, jednak wszyst-
kie wartości ugięć, które zostały obliczone na podstawie mo-
deli numerycznych, zostały poddane procesowi zaszumienia. 
W procesie zaszumienia wykorzystany został tzw. biały szum, 
którego parametry ustalone zostały na podstawie rzeczywi-
stego zbioru wyników z pomiarów ugięć nawierzchni jezdni 
urządzeniami typu FWD. Uzyskane wartości odchyleń stan-
dardowych opisujących zmienność i rozrzuty wokół wartości 
średnich arytmetycznych obliczonych dla błędów względnych 
identyfikowanych wielkości zebrano w tabeli 3.

Ta b e l a  3. Obliczone wartości odchyleń standardowych dla błędów 

względnych modułów sprężystości warstw analizowanych modeli

Model

Postać 

funkcji 

celu

Odchylenie standardowe błędów 

względnych [MPa]

E1 E2 E3

A

AVCF 14,1  9,0 0,9

MAE 21,8 14,5 0,6

RMSE 18,9 11,9 0,5

B

AVCF  6,1  9,2 1,8

MAE  8,1 42,9 1,1

RMSE  5,5 26,6 0,9

C

AVCF  8,7 10,0 2,1

MAE 10,2 10,4 0,8

RMSE 10,4  8,7 0,7

D

AVCF  8,7  8,0 2,2

MAE 14,6 21,1 1,2

RMSE 12,5 18,4 1,2

Z analizy ograniczonej do klasycznej miary zróżnicowa-
nia wynika, że najbardziej ustabilizowane wartości odchyleń 
standardowych w zbiorze wyników uzyskanych na podsta-
wie procedury oblicz eń odwrotnych zwraca kryterium AVCF. 
Dla analizowanego zakresu przypadków, 95% wartości jest 
mniejsza niż 14 MPa. Dla kryteriów MAE i RMSE wartości 
są odpowiednio równe 49 i 26 MPa. Z praktycznego punk-
tu widzenia zaobserwowane różnice nie są duże. Jednak 
w konfrontacji z typowym zachowaniem się algorytmów 
optymalizacyjnych w tego typu zagadnieniach (gdzie często 
małym zmianom wartości startowych towarzyszą duże zmia-
ny wartości obliczonych), kryterium AVCF warto wziąć pod 
uwagę w praktycznej realizacji obliczeń przy wykorzystaniu 
metod mechanistycznych na potrzeby projektów wzmocnie-
nia nawierzchni jezdni. Należy podkreślić, że kryterium AVCF 
jest domyślnym wyborem przy realizacji procedur oblicze-

niowych [20] w technologii ZiSPON wdrażanej w Polsce za 
sprawą prac zrealizowanych w ramach grantu NCBiR [21].
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