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OKRESLANIE PARZYSTOSCI LICZB W RESZTOWYM
SYSTEMIE LICZBOWYM Z WYKORZYSTANIEM
KONWERSJI DO SYSTEMU Z MIESZANYMI
PODSTAWAMI

W artykule przedstawiono metodg konwersji liczb z systemu resztowego do systemu z
mieszanymi podstawami. Nastepnie zaprezentowano dwie metody konwersji liczb z
systemu z mieszanymi podstawami do systemu dziesi¢tnego, oraz metodg okreslania
parzysto$ci i porownywania liczb zapisanych w systemie z mieszanymi podstawami.

1. WSTEP

Resztowy system liczbowy (ang. the Residue Number System, RNS) zostat
stworzony w celu przyspieszenia obliczen arytmetycznych w uktadach elektroniki.
Jego zaleta jest mozliwos¢ wykonywania dodawania, mnozenia i dzielenia z
pomini¢ciem przeniesien. Z kolei operacje takie jak dzielenie lub porownywanie
liczb sg znacznie trudniejsze do realizacji niz w systemach wagowych.
Przyktadowo porownanie dwoéch liczb w systemie wagowym polega na
sprawdzeniu wartosci cyfr dla najbardziej znaczacych wag, w RNS nie da si¢ w
prosty sposob poréwnac¢ liczb na podstawie ich reprezentacji.

Najlatwiejszym sposobem poréwnania dwoch liczb w RNS jest ich konwersja
do systemu wagowego np.: przy pomocy chinskiego twierdzenia o resztach (ang.
Chinese Reminder Theorem, CRT) i porownanie wyznaczonych liczb.

Ze wzgledu na czasochtonnos¢ konwersji rozpoczg¢to badania nad innymi
metodami poréwnywania liczb w RNS.

Jedng z metod jest metoda wykorzystujaca funkcje rdzenia [2]. Z kolei w
artykule [3] opisana jest metoda poréwnywania liczb oparta o wykorzystanie tablic
parzystosci. O ile metoda jest szybka i prosta tablice parzysto$ci moga osiggac
znaczne rozmiary co moze prowadzi¢ do znacznych opodznien oraz wzrostu
naktadow sprzgtowych.

W artykule przedstawiono metod¢ okreslania parzysto$ci i porownywania
dwaoch liczb wykorzystujaca konwersje liczb z RNS do MRS.

* Politechnika Gdanska.
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2. RESZTOWY SYSTEM LICZBOWY - RNS

Niech B = {m;, m,, ..., m,} bedzie zbiorem parami wzglednie pierwszych

modutéw, zwanym bazg, oraz niech M = Hml.. W systemie resztowym,
i=1

okre§lonym przez baze B, kazda liczba X z zakresu [0, M) jest jednoznacznie

reprezentowana  przez ~wektor (X;, Xz, .., X,), gdziex, = ‘X ‘m dla

kazdegol <i < mjest najmniejsza nieujemng resztg z dzielenia liczby X przez
modut m;.

3. SYSTEM RESZTOWY Z MIESZANYMI PODSTAWAMI - MRS

MRS jest systemem wagowym, ktdry zostat przedstawiony w [1]. Liczba X z

zakresu okres$lonego przez baze RNS, ma reprezentacje w MRS w postaci:
n-1

X=a, |_| m*..raymm,*a,m+ta=a, P, *+..ta,Pta,P,ta, P,
i=1 (1
gdzie: aj, ..., a, - sa cyframi MRS, przy czym 0<a,<m,, Py, .., P, - s3
kolejnymi wagami MRS, zdefiniowanymi jako P; = 1 oraz
n=1
pP.= |_| m;
i=1 ]

Reprezentacja liczby w MRS okreslona jest jako (an, a1, ..., a;) gdziea, jest
cyfra MRS stojaca przy najbardziej znaczacej wadze. Kazda liczba z zakresu
okre§lonego przez RNS ma dokladnie jedng reprezentacje w MRS. System
dziesietny jest szczegdlnym przypadkiem MRS, w ktorym wszystkie m; = 10.

Zaletami MRS s3a:

— mozliwos$¢ porownywania liczb przy pomocy prostych technik (poréwnywanie
warto$ci odpowiadajacych sobie liczb MRS),

— konwersja z RNS do MRS jest operacja szybsza i prostsza w implementacji niz
CRT (brak koniecznosci obliczania |X|mod M ).

4. KONWERSJA Z RNS DO MRS
Wektor (x, X, ..., X,) jest reprezentacija liczby X w RNS o bazie B = {m;, m,

..., my}. Konwersje liczby X, do MRS przeprowadza si¢ w nastepujacy sposob
zaczynajac od wyznaczenia a;. a, = ‘X ‘m = X, jest resztg dla m;.
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-a
a, = [—>—-2 (licznik mnozony przez inwersje multiplikatywng mianownika).

my

Poniewaz q, Z‘X ‘m , stad ‘X —al‘m =0. Co za tym idzie, mozliwe jest
i 1

wyznaczenie wyniku “X —-a, "”1 . ‘m ; ;l bezposrednio w RNS.
o . X .
Obliczenia sa kontynuowane dla kolejnych g, =||———| az do
mm,...m,_

wyznaczenia wszystkich cyfr MRS.
Ponizszy przyktad ilustruje opisane powyzej zaleznosci.

Tabela 4.1. Konwersja liczby z systemu RNS do MRS

B = {my, mg, my, my, ms} 17 19 23 29 31
X = (r, 79,13, 14.75) a; =1 11 13 23 12
iy 1 1 1 1 1
|z; — ay |=u, 0 10 12 22 11
7, 9 19 12 11
i = ], - 17| a;=14| 21 3 28
z 14 14 14 14
|z — E42|m‘ 1] 7 18 14
9],.! 17 26 18
i = asl,,,, - 19],1] ag=4| 4 4
as 4 4 4
|z — ag,, 0 0 0
123 24 27
|2 = agl,,, - 23],01] as=0| 0
i ( 0
i — @yl 0 0
29[, 15
“.‘:.',- ayl,, - |2ﬂ'|;;! " as =0
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Konwersja liczby z systemu MRS do dziesigtnego

P={P P, P P P} 215441 7429 323 17 1
Nurps = (as, 04, 03, G2, 0 ) ] i 4 14 1
a; - P, 0 0 1202 238 1
X=%" a,-PF 1531

Do przeprowadzenia konwersji konieczne jest wykonanie n — 1 operacji
dodawania i1 tyle samo operacji mnozenia, gdzie n to ilos¢ cyfr MRS w
reprezentacji liczby X. Zaleta zaprezentowanej metody sa niski stopien
skomplikowania, krotki czas obliczen 1 brak konieczno$ci wykonywania
czasochtonnych operacji modulo.

4.1. Alternatywna metoda konwersji z MRS do systemu dziesi¢tnego

Znajac moduty RNS, ktore zostaly uzyte do okreslenia wag MRS podczas
MRC, konwersje liczby z MRS do systemu dziesigtnego mozna przeprowadzi¢ w
oparciu 0 wyrazenie

((((((((as) - my) + ag) - m3) +a3) - mp) +a5) - my) +a,=X.

Przyklad

Znana jest reprezentacja liczby X w MRS Xyrs < (0, 0, 4, 14, 1). Wiadomo,
ze RNS, z ktorego wykonano MRC posiada baze B = m;, mp, mz, my, ms} = {17,
19, 23, 29, 31} Wyznacz warto$¢ X w systemie dziesigtnym.

Tabela 4.2. Wyznaczanie wartosci dziesigtnej liczby na podstawie jej reprezentacji w MRS

B = {my, ma, my, vy, ms } 17 19 23 29 31
Xorrs = (as., a4, 03. G2, 101 o 0 4 14 1
iy - md 0

[as - md) + g 1]

[{as - md) + ay) - mg 1]

(({ag - md) + aq) - ms) + as 1

((((as - md) + ayg) - mz) + az) -me 76

(((((as - md) + ay) - mg) + az) - mg) + as a0

(L (as - md) 4+ ayg) - mig) + ag) - me) + az) - my 1530
(C00((Cas - md) + ayg) - mg) 4+ ag) - ma) +az) -y ) + @y 1531
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llo$¢ operacji koniecznych do wykonania jest taka sama jak w metodzie
zaprezentowanej w [1]. Zaletami zaprezentowanej metody sg niskie naklady
sprzetowe oraz brak koniecznosci przechowywania w ROM wag MRS, wystarczy
znajomos$¢ modutéw bazy RNS uzytych podczas MRC.

Wada jest brak mozliwosci wykonania wszystkich operacji mnozenia
niezaleznie od siebie, a nastgpnie dodania otrzymanych iloczyndéw jak ma to
miejsce w [1].

5. OKRESLANIE PARZYSTOSCI W SYSTEMIE LICZBOWYM
Z MIESZANYMI PODSTAWAMI

Wiedzac, ze na podstawie (1) wartos¢ liczby X w MRS okreslona jest jako

n
X =Zai 'Pi
i=1

zatem jej parzysto$¢ mozna okresli¢ na podstawie wyrazenia

_Z‘ai'Pi‘z

i=1

2

Przyjmujac, ze [X|, = 0 oznacza liczb¢ parzysta oraz |[X|, = 1 nieparzysta.
Wyrazenie to mozna zrealizowa¢ przy pomocy ukfadu kombinacyjnego
przedstawionego na rysunku 5.1.

ladlz IPal2 laslz IPslz lazla IP2l:  lasle

1Xl

Rys. 5.1. Uktad do wyznaczania parzystosci liczb zapisanych w MRS

Przedstawiona metoda pozwala na szybkie obliczenie parzystosci liczby, jezeli
znana jest jej reprezentacja w MRS. Zaleta metody jest brak koniecznosci
wykonywania operacji modulo M, jak ma to miejsce w CRT, lub w funkcji rdzenia [4].
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6. POROWNYWANIE LICZB W RNS Z WYKORZYSTANIEM
KONWERSJI DO MRS

Zaprezentowane w artykule metody konwersji liczb z RNS do MRS i okre§lania
ich parzystosci moga zosta¢ wykorzystane do porownywania liczb okreslonych
przy pomocy ich reprezentacji w RNS.

W artykule [5] przedstawiono dwie metody poréwnywania liczb w RNS
wykorzystujgce funkcje¢ rdzenia do okreslania parzystosci liczb na podstawie ich
reprezentacji w RNS. Jedna z zaprezentowanych metod pozwala na poréwnywania
liczb, gdy baza RNS sklada si¢ z moduldéw nieparzystych.

6.1. Metoda porownywania liczb w RNS z baza zlozona z modulow
nieparzystych

Zaprezentowany algorytm oparto o dwa twierdzenia [1] o parzystoSci, w
przypadku, gdy moduty RNS sg parami wzglednie pierwsze.

Twierdzenie 1: Niech X1 Y sg tej samej parzystoscii Z=X-Y.
X > Y <=>Zjest liczbg parzystg, X < Y <=> Z jest nieparzysta liczba.

Twierdzenie 2: Niech X 1 Y sg roznej parzystoscii Z=X-Y.
X > Y <=>Zjest liczba nieparzystg, X < Y <=> Z jest parzysta liczba.

Wynik algorytmu jest poprawny tylko, gdy liczby X 1 Y sg tego samego znaku,
stad konieczno$¢ sprawdzenia ich znaku przed rozpoczeciem obliczen.

1. Obliczy¢ Z =X -Y.

2. Wyznaczy¢ ‘X Y, ., Z ‘2.

3. Sprawdzi¢, czy ‘X ‘2 Z‘Y ‘2. Jezeli obie liczby sg tej samej parzystosci,
wynik poréwnania przyjmuje wartos¢ 1, w przeciwnym wypadku wynik
poréwnania przyjmuje warto$¢ 0.

4. Poréwnaé ‘Z ‘2 z wynikiem porownania ‘X ‘2 i ‘Y ‘2 wyznaczonym w
punkcie 3. Jezeli obie wartosci sa sobie rowne, wynik poréwnania ma
warto$¢ 0, co oznacza, ze X =Y , w przeciwnym przypadku wynik
poréwnania przyjmuje warto$¢ 1, co oznacza, ze X <Y .

2 2 2

Algorytm zaprezentowany w [5] mozna przedstawi¢ w postaci schematu
blokowego:
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Rys. 6.1. Schemat uktadu poréwnywania liczb w RNS o bazie z modutami nieparzystymi

W [5] zaproponowano aby warto$¢ parzysto$ci byla wyznaczana przy pomocy
funkcji rdzenia, aczkolwiek duzo efektywniejsza metodg jest wykorzystanie
konwersji liczb do MRS 1 wyznaczenie ich parzystosci przy pomocy
zaprezentowanej wczesniej metody.

Tego typu rozwigzanie jest znacznie bardziej proste w realizacji ze wzgledu na
brak koniecznosci wykonywania operacji modulo M, ktéra wystgpuje podczas
wyznaczania warto$ci funkcji rdzenia oraz, co za tym idzie, znacznie mniejszy
poziom skomplikowania uktadu realizujacego algorytm poréwnywania liczb.

6.2. Metoda poréwnywania liczb na podstawie reprezentacji RNS

Poréwnanie dwoch liczb o reprezentacji w MRS mozna przeprowadzi¢
porownujac miedzy sobg cyfry MRS obu liczb okreSlone dla tej samej wagi
zaczynajac od cyfry stojacej przy najwigkszej wadze. Operacja porownania
wymaga uzycia n+1 komparatoréw, gdzie n jest iloscig cyfr MRS w reprezentacji.
Przyjmujac (x1, Xa, ..., X,) oraz (v, ya, ..., ¥n) jako reprezentacje odpowiednio X 1 Y
w RNS oraz P1, P2, ..., Pn jako kolejne wagi MRS. Gdzie Pn > ... > P2 > P1.
Algorytm poréwnywania liczb w systemach resztowych z uzyciem konwersji do
MRS ma postac:

1. Przeprowadzi¢ konwersjg¢ RNS — MRS dla obu liczb X 1.

2. Sprawdzi¢ czy X, > y,. Jezeli tak, to X >Y . W przeciwnym przypadku przejs¢
do kolejnego punktu 3,.

3.  Sprawdzi¢ czy X,-1 > yu-1. Jezeli tak, to X > Y . W przeciwnym przypadku
przej$¢ do kolejnego punktu.
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4. Operacja 3. jest powtarzana dla kolejnych wag az do ostatniej wagi P, o
najmniejszej wartosci.
5. Sprawdzi¢ czy x; > y;. Jezeli tak, to X > Y . W przeciwnym wypadku X <Y.
Zaletami metody sg, niski poziom skomplikowania, brak koniecznosci
wykonywania operacji modulo oraz sprawdzania parzystosci liczb. Z kolei wada
jest konieczno$¢ wykonywania konwersji do MRS.

7. PODSUMOWANIE.

W artykule zaprezentowano metode¢ konwersji z RNS do MRS oraz dwie
metody wyznaczania warto$ci liczb w systemie dziesigtnym na podstawie ich
reprezentacji w MRS. Przedstawiono metode okreSlania parzystosci liczb na
podstawie ich reprezentacji w MRS oraz przedstawiono dwie metody
poréwnywania liczb.
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PARITY DETECTION IN RESIDUE NUMBER SYSTEM,
WITH USE OF MIXED RADIX SYSTEM CONVERSION

Conversion method between RNS and MRS numeric systems was presented in article.
Also two methods of conversion from MRS to decimal system and algorithms of parity
detection in MRS are shown. At last two methods of comparison of numbers in MRS are
presented.



