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WYBRANE ZAGADNIENIA MATEMATYCZNEGO
OPRACOWYWANIA WYNIKOW Z BADA N
DYNAMICZNYCH ZESTAWOW PRZECIWLOTNICZYCH
Z UZYCIEM SYSTEMU TRAJEKTOGRAFICZNEGO

W artykule przedstawiono gtéwne zagadnieniagzane z
procesem obrébki matematycznej i analizy wynikébadai
dynamicznych zestawow przeciwlotniczychyriem, lgdgcego
na wyposzeniu WITU, trajektograficznego systemu pomiaro-
wego.

1. Wstep

Narzdziem do badaprawidtowaci dziatania zestawdw przeciwlotniczych w dynamice
(podczas bada strzelaniem) & systemy trajektograficzne, ktore usmhiwiaja w trakcie
prowadzenia bada rejestragi z bardzo dim dokladndcia potozenia legqcego celu i
naprowadzanej na cel rakiety lub deego do celu pocisku. W wyniku procesu obrobki
matematycznej zarejestrowanych danych otrzymujermagbedne parametry trajektorii lotu
strzelanego obiektu (rakiety, pocisku), ktéeepodstavy do dokonania oceny poprawdod
dziatania zestawu przeciwlotniczego.

Badania zestawu przeciwlotniczegoz/ciem systemu trajektograficznego wykonywane
sa w fazie prac badawczo-rozwojowych podczas hageototypu, jak rownig w etapie
realizacji partii prébnej i partii seryjnej. Systgntrajektograficzne stosowane sdwniez
podczas testow i ekspertyz technicznych zestaw@ecpwlotniczych i innych obiektow
latajacych techniki wojskowej i cywilnej.

2. Ogolna charakterystyka systemu trajektograficznego idea
jego dziatania

System trajektograficzny jest zestawemadea stuzacych do rejestrowania danych o
potozeniu obiektu latajcego, ktore to dane slanymi wejciowymi do obliczania parametréow
trajektorii lotu obiektu.

Tak, wicc zasadniczym zadaniem systemu trajektograficzresiéledzenie za obiektem
I rejestrowanie (pomiar) jego pdienia w trakcie lotu. Proces ten jest realizowanyypr
pomocy stacjisledzacych. Dane o pol@eniu obiektu otrzymane ze stagjedzcych s
nastpnie poddawane komputerowej obrobce matematycanejyniku, ktorej otrzymujemy
interesugce nas parametry trajektorii lotu.

Istnieja réznego typu systemy trajektograficzne [3]. Podziatty)ay wynika z rodzaju
stosowanych na stacjastedzcych uradzen do rejestrowania poienia obiektu w locie.
Stacjesledzace mog by¢ typu optycznego, optoelektronicznego, radarow® Scdwe.

Eksploatowany przez WITU system skladazs# stacjisledzcych optycznych i 2 stacji
optoelektronicznych. Oprocz rejestracji wadiokatow potazenia w funkcji czasu, system ten
umazliwia rejestracg obrazu sledzonego obiektu. Daje to nam #iwosé dokonywania
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oceny poprawrkei pracy uktadu namlowego, dziatania gtowicy bojowej, itd., a przede
wszystkim maliwos¢ pomiaru wspoétregdnych konkretnego punktu na obiekcie, na przyktad
wspotrzdnych glowicy bojowej naprowadzanej rakiety oraz pészednych zrédia
promieniowania na celu. Umlbwvia to nam wykonanie obliczenia minimalnej odiegt
przegcia (tzw. uchybu) gtowicy bojowej rakiety (pociskodl zrodta promieniowania (punktu
na celu), na ktory naprowadzata badana rakieta.

Omawiany system trajektograficzny naledo uktadu pomiarowego typu 2D, to znaczy,
ze stacjesledzace umaliwiaja pomiar zmian w czasie tylko paienia ktowego obiektu (&t
azymutua i elewacjil). W praktyce, wic do okrélenia wspétrednych K, Y, 4 trajektorii
sledzonego pojedynczego obiektu koniecznedwie stacjesledzce. Tak wec dla oceny
zestawow przeciwlotniczych strzelaych do ruchomego celu, stosuje siinimum dwie
stacje daledzenia badanego obiektu (rakiety, pocisku lub peciskéw) oraz dwie stacje do
sledzenia celu (rys. 1). Funkcjonalny schemat systdmajektograficznego zimnego z
czterech stacjiledzcych wraz z systemem przetwarzania danych w czasiezywistym
przedstawiono na rys. 2.
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Rys. 1. Schemat pomiarowy do okridania wspotrzednych trajektorii lotu pocisku ( Pp)
I celu (Pc) dla systemu trajektograficznego typu 2D, gdzie: S1, SS2 oznaczgj
stacjesledzace za pociskiem, a SS3 i SS4 staéjedzace za celem

Po probie zarejestrowane obrazy i dane ze stlegzicych s poddawane obrébce przy
pomocy stacji do digitalizacji filmow i deszyfragbrazu wideo.

3. Matematyczne zalénosci stosowane w procesie obrobki wynikéw z
badan zestawow przeciwlotniczych

W procesie deszyfracji otrzymujemy dla kolejnyclatkk filmowych lub wideo ag
danych zawierapy nas¢pujace zasadnicze sktadniki:
- dane identyfikacyjne stacjiedzcej i proby;
numer kolejny (czas) klatki filmowej lub wideo;
kat potozenia osi optycznej stadjiedzicej w azymuciey;;
kat podniesienia osi optycznej stadgdzcejA;;
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- poprawk liniowa na odchylenie obiektu od osi optycznej stélgdzcej;
- potozenie punktéw wizowania;
- dane kalibracyjne.
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Rys. 2. Schemat funkcjonalny systemu trajektografiznego typu 2D w konfiguracji do
jednoczesnego okrdania parametréw lotu dwéch obiektéw (podczas badazestawow
przeciwlotniczych)

Otrzymane daneasnastpnie poddawane matematycznej, komputerowej obrébcelu
otrzymania niezédnych parametrow koniecznych do oceny badanegdinbie
Na podstawie zarejestrowanych w czaséelzenia obiektu waroi katéw qji A; i znanej
lokalizacji stacji pomiarowych obliczang & wykorzystaniem algorytmow triangulacyjnych
w funkcji czasu wspotgne potaenia pociskPei(Xoi, Ypi, Zpi) | wspotrzdne potaenia celu
Pci(Xei, Yei, Zci)-
Na bazie tych wspotezinych wyliczane @ pozostale parametry wymagane do
przeprowadzenia analizy wynikow z badalokonania oceny badanego pocisku.
Proces opracowywania wynikow z badaodzielony jest na:
- faze obrébki pierwotnej, podczas ktorej obliczang marametry trajektorii lotu celu i
pocisku;
- faze obrébki wtérnej, w ktdrej obliczanes parametry pocisku charakteryzcg proces
jego naprowadzania na cel i wieégego uchybu od celu.

Stosowany uktad wspotrednych

Wykonanie prawidiowej analizy procesu naprowadzasiabadanego pocisku na cel
wymaga przyicia dla procesu matematycznego przetwarzania daosgpgbwiedniego uktadu
wspotrzdnych. Obliczenia i anakzparametrow wykonuje siw uktadzie wspotrgdnych
prostokitnych. W tym przypadkuasto:

- ukfad wspotrzdnych zwazanych z ziema,
- ukiad wspotrednych pocisku;
- ukiad linii wizowania pocisku na cel.

Uktad wspotrzdnych zwigzanych z ziengi (ziemski uktad wspotgdnych)

W ziemskim ukladzie wspoteginych OX,Y,Z, przyjmuje s¢ pocatek uktadu ©O” w
punkcie startowym pocisku (rakiety).
- 0§ OX; lezy w ptaszczynie poziomej i jej zwrot jest zgodny z zadanym krdiem do
opracowywania danych.
- 0Os OY, lezy w ptaszczynie poziomej i jest prostopadta do 08X, i wraz z ni stanowi
prawosketny uktad wspoétrzdnych.
- 0§ OZ;jest prostopadta do o6iX; i jej zwrot jest skierowany w gér
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W obliczeniach i zobrazowaniu wynikow obligzgrzyjmuje s¢ nastpujace uktady

wspotrzdnych zwazanych z ziemai

- poligonowy ukfad wspétednych. Kierunek o0siOX,, jest zgodny z kierunkiem
wschodnim wyznaczonym na mapie (rys. 3). Ze wadglna to,ze wszystkie pomiary
topogeodezyjne wspdékdnych stanowisk stacfledzcych, stanowisk kalibracyjnych i
stanowisk startowych zostaty oklene w uktadzie poligonowym (w uktadzie mapy), to w
tym uktadzie wykonywane aspodstawowe obliczenia wspodinych pocisku i celu.
Wspotrzdne te, g nastpnie wykorzystywane do oblicaepozostatych parametrow
trajektorii lotu celu i rakiety w innych uktadactspotrzdnych;

- poligonowy obrdocony uktad wspokdnych. W tym uktadzie, wspokdne uzyskane w
poligonowym uktadzie wspotezinych zostaj obrocone w ptaszczyie azymutalnej o
a (patrz rys. 3), gdzieOX,Ym poligonowy uktad wspotrdnych, aOX,Y, — obrocony
uktad wspétrednych o kit a. Os OX, jest rownolegta do rzutu toru lotu celu na
ptaszczyzn poziomy. Dla analizy obliczonych parametréw przyjmuje, sie dodatni
zwrot 0siOX, jest zgodny z kierunkiem lotu celu;

Ym
A

/ Xo
,/’/’&/’\ /{v;

0 > Xm

'Cel

Rys. 3. Poligonowy uktad wspotrgdnych OX, Y, i obrécony o kat a (wedtug kursu celu)
uktad wspotrzednych OX,Y

Uktad wspotrzdnych pocisku

W ukitadzie wspoétrgdnych pocisku SX,YZ, przyjmuje s¢ pocatek uktadu S° w

srodku ckzkosci badanego pocisku.

- 0§ SX, pokrywa s z wektorem pkosci pociskuV,;

- 0§ SY, lezy w ptaszczynie poziomej i jest prostopadta do 0SiX, iwraz z nj stanowi
prawosketny uktad wspotrzdnych;

- 0§ SZ, jest prostopadta do oSX, i lezy w ptaszczygnie pionowej. Kierunek dodatni osi
jest w goe.

Potazenie uktadu wspotinych pocisku w stosunku do uktadu ziemskiego d&rdwoma

katami:

- W pfaszczynie poziomej ktem w;

- w plaszczynie pionowej lktem 6.

Uktad wspétrgdnych linii wizowania

Pod pogciem linii wizowania przyjmuje si odcinek prostej ,pocisk-cel”. Wardd
zerowa uktadu wspotezinych linii wizowania SXpYpZp pokrywa s¢ z oshk obrotu
koordynatora gtowicy samonaprowadgagj rakiety. Przy matogabarytowych rakietach
mozna dla uproszczenia obliazeprzyja¢ pocatek uktadu wspoétradnych ,S° w srodku
cigzkosci pocisku.
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- 08 SXp pokrywa s¢ z wektorem odlegkei D. Wektor D w kierunku jestgodny z ling
wizowania pocisk - cel i jego wielké jest rowna ukénej odlegtdci pocisku od celu;

- 08 SYp lezy w ptaszczynie poziomej i jest prostopadta do 0SXp | wraz z ni stanowi
prawosketny uktad wspoétrzdnych;

- 0§ SZp jest prostopadta do 0SXp i lezy w ptaszczynie pionowej. Kierunek dodatni osi
jest w goe.

Uktad wspoétrzdnych linii wizowania przeksztalcaest ziemskiego, obréconego uktadu
wspotrzdnych poprzez obrét jego:

- w ptaszczynie poziomej (azymutalnej) akQ,;
- w plaszczynie pionowej o kt Qy;

Za dodatni kierunek obrotu uktadu wspétitmych pocisku i uktadu wspokdnych linii
wizowania w stosunku do ziemskiego przyjmujeairot przeciwny do kierunku obrotu
wskazowek zegara (patrz rys. 4b). Dla uproszczeaiays.4 pocgek wszystkich uktadow
wspotrzdnych jest w tym samym punkcie.
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Rys. 4. Wzajemne poteenie uktadéw wspotrzdnych rakiety (@) i linii wizowania (b)
Zakres parametréw obliczanych w ramach obrébki piewotnej

W rezultacie obrobki matematycznej danych otrzynshny procesie deszyfracji filmow
ze stacji systemu trajektograficznego, ékamy dla obu obiektéw (pocisku i celu) w funkciji
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czasu w obroconym poligonowym uktadzie wspédreych (rys. 3), nagpujace parametry
trajektorii ich lotu, wyraone pontszymi zalenosciami,

gdzie:
t - czas, w ktérym dokonano pomiaru przez stélgdzca,
t - czas wyliczany w procesie obrdbki danych zayeod przygtej
dyskretr$gi wyprowadzania danych,
g - przyspieszenie ziemskie.

Po(t). P(t") wektor potaenia obiektow (pocisku i celu):

Pt =[x(t).y().z(t);
wygtadzony wektor potaenia obiektow:
P(t) = [x().y(t). 2);
odlegta¢ obiektow od pocgku uktadu wspoétrednych (odlegtée
ukosna):

P,(t), P.(t)

D, (1), D.(t)

D(t) = [D(t)];

\7p (t), \7c (t) wektor pedkosci obiektow:

V(t) = [x(t),y(t),2t)];
predkos¢ obiektéw:

VD) =N )

kat wektora pedkosci obiektéw w ptaszczanie pionowej (it pomie-

Vo (D), V(1)

8,(t). 6.(t)

pomidzy ptaszczyznpoziomy X,0Y,, a wektorem mrdkosci V() ):

_ () .
ea)_amw(JX%n+y%0J’

kat wektora pedkosci obiektéw w ptaszczynie poziomej (kt wektora
predkosci w ptaszczynie poziomej (kt pomidzy ptaszczyzm
pionowg X,0Z,, a rzutem wektora pdkaici V (t) na ptaszczyzn

@, (t), (1)

pozioma X,OY:
y(t)|.
t)arctg| —= |;
A g{xai
Ap(t), Ac(t) - wektor przyspieszenia obiektow:
A(t) =[X(t), ¥ 0), 20)];
A1), A(t) - przyspieszenie obiektow:
A) =|AQ));
Yo(X), Ye(X) - rzut toru lotu obiektow na ptaszczyzpoziomy dla wszystkich
wartascit ;
y =f[x®);
Z,(x), z.(x) - rzut toru lotu obiektéw na ptaszczyzpionows dla wszystkich
wartcci t ;

z(x) = f[x(t)).
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Zakres parametrow obliczanych w procesie obrdbki wdrnej

Do oceny poprawni naprowadzania pocisku na cel lub ustalenialiwgch przyczyn
zerwania procesu naprowadzania, azéalokr&lenia warunkOw startu pocisku i jego
spotkania z celem, wykonywana jest wtdrna obroblkéematyczna. Wykonywana jest ona
na bazie parametrow trajektorii lotu pocisku i cealayskanych w procesie obrobki
pierwotnej. Obliczane w procesie obrobki wtérnejrgmaetry opisuj proces dziatania
(naprowadzania) pocisku w poszczegolnych fazachdotcelu.

Obliczane si analizowane nagbujace parametry:

d(t) - wektor linii wizowania pocisku:
d(t) =[x, (1) = x.(0).y,© =Y. (). 2,() -z, (1),

-
di(t) dy (t) dy(t)

gdzie r@nice wspotrzdnych:dy(t), dy (t), d,(t)obliczane g w obréconym ukfadzie
wspotrzdnych poligonowych.

d(t) - odlegta¢ pocisku od celu:
d(t) =|d ()
a(t) - kat pomigdzy wektorem pgdkosci pocisku i celu:

a(t) = OV, ()N, )

L(t) - kat pomigdzy wektorem odlegkei a wektorem prdkosci celu:
A =0dn).V, )]
y(t) - kat pomigdzy wektorem pydkosci pocisku i ling wizowania:

yo) = O, @).-d(0)
AV (t) - wzgkdna pedkos¢ zblizania obiektow:
AV (t) = ‘A\7 (t)‘
AV (t) - przetransponowany wektor wzdhej prdkosci zblizania do
uktadu wspoétrzdnych linii wizowania (0si x jest linia wizowania
wyznaczona przez wektoed(t):

AV (1) = [, (1) = %, (1), (8) = Yo (1), 2, (1) = 2, (1)]

—
AV, (t) AV, (1) AV, (t)
Q,(t) - kat linii wizowania w ptaszczinie pionowej
Q,(t) =arctg —d, () :
JAZ) +d2(t)
Q,(t) - kat linii wizowania w ptaszczinie poziomej (azymutalnej):
d,(t
Q,(t) =arctg 9, ;
d, (t)

Katy linii wizowania okrélaja wielkos¢ katow obrotu uktadu wspoétezinych linii
wizowania w stosunku do obréconego uktadu wspdingch poligonowych.
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Qp(t) - sktadowa pionowa pdkosci katowej linii wizowania:

: AV (1)
Q (t)=——=
o(t) am
Q,(t) - sktadowa pozioma gakaosci katowej linii wizowania:
. AV (t
0,0 =20,
d(t)
Q,, (1) - wypadkowa pydkos¢ katowa linii wizowania:

Q1) = QO +Q,° (1)
Katowe pedkaosci linii wizowania i jej sktadowe obliczane sv uktadzie wspotgdnych
linii wizowania.
h, (t) - odchylenie pocisku od celu w ptaszzaie poziomej:
AV, (1) [d(t
() = %O DO,
Y AV (t)
h, (t) - odchylenie pocisku od celu w ptaszeaie pionowej:
h(t) = AV, (t) [d(t)
AV (1)
h(t) h - odchylenie w ptaszczyie prostopadtej do linii wizowania:
h(t) =/h,*(®)+h,*(t)
Odchylenia pocisku od celu liczongw uktadzie wspotrgdnych linii wizowania.

n,(t) - pionowe poprzeczne przegzenie obiektow:
.o . 2 . 2 _ . . . . . -
() = 20O 0] 20RO BO YO TO] , o oy VOBO oo gy
g We(t)[eosE(t) g
n, (t) - poziome poprzeczne przeoenie obiektu:

YK -YOXO) _ -VOLED) o .

n, (t) =
g W (t)[eos E(t)
n,, (t) - wypadkowe poprzeczne przgaenie obiektu:
N, (t) = yny(t) +ny (t);
n, (t) - przecazenie wzdhine obiektu:
. (1) = KOXO+TOIO+ZO20) | g gy,
gV (t)

Przecizenia dziatajce na pocisk w locie obliczang w uktadzie wspoétrgdnych pocisku
(o$ X jest zgodna z kierunkiem wektorazgkosci pocisku).

W procesie obrobki wtérnej obliczany jest rowniechyb pocisku od celud, .
W zalenosci od wymagé na ocen uchybu zalena od typu badanego pocisku, uchyb
d,;, obliczany jest w ronych uktadach wspoteginych. To znaczy:

- w uktadzie wspoétrgdnych celu (6 OX jest zgodna z kierunkiem wektora ¢gbkosci

celu \7c (t), (pocatek uktadu jest w charakterystycznym punkcie celu);
- w uktadzie wspétrgdnych pocisku (©OX jest zgodna z wektoremgatkosci

pocisku\7p (t));
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- w uktadzie wspétrgdnych linii wizowania pocisk na cel{®X jest zgodna z
wektorem linii wizowania pocisku na cet));

- w plaszczynie prostopadiej do wektoragoikosci rakiety w momencie przebicia tej
ptaszczyzny przez rakig{os OX jest zgodna z wektoremgatkosci rakiety\7p (t);

- w plaszczynie prostopadtej do wektoragoikosci wzglednej rakiety i celuAV (t)
w momencie przebicia tej ptaszczyzny przez rakjet OX jest zgodna z wektorem
predkosci wzglednej rakiety).

Uchyb d..,w ukiadzie wspotrgdnych celu jest to minimalna odle§éo migdzy
charakterystycznym punktem pocisku (np. dziobem ¢hbwica bojowa) i charaktery-
stycznym punktem celu (np. w wypadku gdy celem pestisk ze smugaczem, e nim
by¢ srodek obrazu smugacza) w momencie trafienia wutejdgo mingcia.

Oip = X2 +Dy2 +0Z2
gdzie wartéci: Axy =X, ~ X,

Ayd = yp - yc ’

Azy =2z,-2,

s sktadowymi uchybu dla ;, .

min

min

4. Podsumowanie

Przedstawione powsg] zalenosci matematyczne as podstaw do sporzdzenia
algorytméw obliczeniowych dla komputerowego przeaaia danych otrzymanych z
systemu trajektograficznego. W wyniku przetwarzapiezymujemy zbiér parametrow w
formie graficznej i tabularycznej, ktory sh do doktadnej analizy procesu startu i
naprowadzania pocisku na celu, a gaste do kacowej oceny zestawu przeciwlotniczego.

Artykut nie wyczerpuje wszystkich zaleosci matematycznych stosowanych w procesie
przetwarzania danych.a®ne znacznie bardziej Zione ni przedstawione wiej zalenosci
podstawowe. Wiksza¢ z przedstawionych w pkcie 3 zat®sci matematycznych jest
rowniez wykorzystywana w procesie oceny parametréw lotyeghgnczych obiektéw
(pociskow balistycznych, samolotow, bomb lotniczychnych obiektéw latajcych techniki
wojskowej i cywilnej).
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