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RADIALNE DRGANIA WYMUSZONE GRUBO SCIENNEJ
OSLONY KULISTEJ

Zbadano problem radialnych drgagrubosciennej ostony
kulistej, obcigzonej udarowo wewgtrznym cfnieniem
impulsowym. Zakono, ze material ostony jest sgiyscie
niescisliwy. Przy takim uproszczeniu uzyskano zagt&ni
analityczne rozwizanie zagadnienia dynamiki ostony kulistej w
ramach liniowej teorii spgzystaici. Okazuje &, ze ostona
kulista wykonana z materiatlu di@sliwego, podobnie jak rura
[5], obcigzona wewatrznie udarowo, zachowujeggak uktad o
jednym stopniu swobody. &totliwai¢ kotowa drga whasnych
ostony kulistej jest kilkakrotnie wkisza od agstotliwasci rury o
tej samegrednicy wewatrznej i grubgci scianki.

Przedstawione rozwranie moéna wykorzysta do
szacowania wytrzymadoi kulistych oston balistycznych
stosowanych przy wybuchowym edganiu cienkéciennych
pierscieni ywanych w badaniach dynamicznych setevasci
materialdbw. Poza tym przedstawione wyniki baddajg
dodatkowy wktad wiedzy do teorii diggechnicznych uktaddw

ciggtych.

1. Wprowadzenie

Jednym z déwiadczalnych sposobow badania mechanicznychionmasci materiatow
obciazonych dynamicznie jest metoda gmeniowa [1, 2]. Metoda ta polega na rejestracji
radialnego ruchu lub promieniowej ¢okosci rozszerzania ei cienkiego pieicienia,
wykonanego z badanego materialu | ¢dganego produktami detonacji tadunku
wysokoenergetycznego materiatu wybuchowego (MW) &ilmym, impulsowym polem
elektromagnetycznym.

W celu wyeliminowania wptywu zaburze w procesie nazania piefcienia,
pochodacych od produktow detonacji MW, zywa sk do tego celu grubiciennych oston
metalowych o symetriach kulistej lub cylindryczn8jiescien naktada si na zewrtrzmna
powierzchng¢ tych oston, a ich wgtrze wypetnione jest catkowicie lub gziowo MW. Po
detonacji MW wsciance obudowy propagujezsiiderzeniowa falaciskania, ktéra odbija si
od powierzchni kontaktowej z pigieniem i powoduje skokowe jego nra@enie.
Oddziatywanie produktow spalania materiatow wybwehch na obudowy o tdej geometrii
wystepuje rownie w pociskach artyleryjskich, granatach i bombadizaow lufach urzdzen
miotajacych [3, 4]. Zagadnienia teg przedmiotem rénorakich badé doswiadczalnych i
teoretycznych.

W pracy [5] zbadano analitycznie zagadnienie raget drga grubdciennej rury
wymuszonych wewgtrznym cknieniem nagle wytworzonym i réwnomiernie rozbmym
wzdtwz jej diugaci. Materiat rury modelowano liniowo — sgystym &rodkiem
niescisliwym. Dla takiego materiatu uzyskano zam#tei analityczne rozweanie zagadnienia
dynamiki grubdciennej rury. Okazuje i ze rura wykonana z materiatu §ogliwego,
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obciazona wewntrznie udarowo, zachowujegsjak uktad o jednym stopniu swobody. Na
przyktad rura obgizona nagle statym wewtrznym cinieniem drga ze stalkczestotliwoscia
kotowa ay wokot stanu okrdonego przez statyczne rozwanie zagadnienia Lame’go.

W niniejszej pracy rozpatrzymy analogiczne zagaueiedla grubéciennej ostony
kulistej. Poréwnanie analitycznych wynikéw, o#eacych dynamiczne stany obydwoch
obiektow ma istotne znaczenie praktyczne i dajeatiadvy wktad wiedzy do teorii drga
obiektéw cagtych.

2. Sformutowanie problemu

Okreslimy dynamiczne stany: radialnego przemieszczemggzenia i odksztatcenia w
grubdciennej ostonie kulistej, obgionej udarowo wewgirznym cinieniemp(t).

Oznaczymy przeza i b wewretrzny i zewrtrzny promienie ostony. Zagadnienie
bedziemy rozwizywat w sferycznym ukladzie wspodkgdnych Lagrange’ar, ¢, 6. Ze
wzgledu na kulisy symetre problem jest przestrzennie jednowymiarowy. W azaku z tym
stany napgzenia i odksztatcenia w materiale ostony reprezeat®vg przez naspujace
skfadowe:

or — napezenie promieniowe (radialne),

Oy = 0p — Napgzenia obwodowe (styczne),

& — odksztatcenie promieniowe (radialne),

&4~Eg— odksztatcenia obwodowe (styczne).
Pozostate skladowe tensorow nggenia i odksztatcenia w tym ukladzie wspéttmych g
rowne zeru.

Problem rozwizujemy w ramach liniowej teorii sgtystasci, zgodnie z ktGy mamy
nastpujace relacje [6]:

ou(r,t)
or

, £¢(r,t):£6,(r,t)=u(r’t), (2.1)

& (r,t)= ;

o, (r,t)=2pe, + Mg, +2¢,)=2u+ e, +24¢,,
(2.2)
a¢(r,t): 2pe, +/](£r +2£¢): 2(/,1+/])£¢ + A&,
gdzieu i r ;3 odpowiednio przemieszczeniem radialnym elementongsi wspotrzdna
Lagrange’a/ i i/ oznaczaj state Lamego:

VE E

B0 S )

(2.3)

Z kolei symboleE i v oznaczaj odpowiednio modut Younga i licelPoissona.
Z prawa zachowania masy zapisanego dla elemermuayste wspotrzdnej Lagrange’a
r dla symetrii kulistej, otrzymuje &i

(r +u)2(1+%j :%rz, (2.4)
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gdzie symbolex i p 0znaczaj gestasci materiatu ostony: poatkows i biezaca.

Dla umiarkowanych énien nie przekraczagych kilku tysecy MPa, w przypadku metali
mozna przypé, ze p=m=const. Dyskusj tego uproszczenia przedstawiono w [5]. Popetniany
przy tym bhd nie przekracza kilku procent. Po uwgilieniu tego zakenia, dla matych

2
odksztatce, (&,¢, = %Z—Lrj =0, gj = Gj = 0) rébwnanie (2.4) mma zredukowado postaci:

LI (2.5)
or r

Z dynamicznej rbwnowagi elementu ostony, zapisareejvspotrednej Lagrange’a, po
przeksztatceniach otrzymujesigolne réwnanie ruchu tego elementu w g@aghcej postaci:

0%u u\ oo u ou\o, - o
=1 | A2 1 2.6
Po ot> ( rj ar ( rj( arj r (2.6)

Dla matych odksztalde po pomingciu matych wyszego rzdu, réwnanie (2.6) mma
zredukowa do postaci:

ilo g, -0, 0%
arr +2 , ? = p, e (2.7)

Zlinearyzowany ukfad rowna(2.5) i (2.7) rozwizemy dla naspujacych warunkoéw
granicznych:

olat)=-pt) da r=a, (2.8)
o(bt)=0 da r=b, (2.9)
u(r0)=0 | ol ,o):% =0, (2.10)

0

Obecnie przejdziemy do konstrukcji analitycznegawiazania tak sformutowanego
problemu.

3. Szkic analitycznego rozwgzania problemu

Rozwigzanie ogolne réwnania (2.5) ma pdsta

u(r,t)= C(Zt) (3.1)

gdzieC(t) jest chgta, dwa razy raniczkowalry funkcja czasu.
Po podstawieniu wyegnia (3.1) do (2.1) i (2.2), wykorzystaniu rowing2.7), (2.9) i
(2.8) oraz wprowadzeniu napujacych oznacz&
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C: -, =—'
P ) ) 2 . (3.2)
i = H4b +621b2+a :4(gj B +,§+1’
p, ab a) B
otrzymuje s¢:
¢)+aiclt) =2~ pl), (39

poﬁ_l

gdzie c oznacza mdkos¢ propagacji fali poprzecznej w materiale ostonywajest kotowa
czestoécia drgar wilasnych ostony. Okazuje ¢si ze podobnie jak rura nieisliwa [5],
grubagcienna ostona kulista charakteryzuje gdm czestdscia drgar wikasnych i zachowuje
si¢ podobnie jak uktad o jednym stopniu swobody.

Zaktadajc jednorodne warunki pogtkowe:

c(0)=0 i C(o):d:?—t(t) =0. (3.4)
rozwiazanie rownania (3.3) ma post]: -
C(t)= a Li p(7)sinay, (t - 7)d7 . (3.5)

B Loty 13_10

Jak wid&, dla zadanego @iieniap(t), za pomog catki (3.5) jednoznacznie oléta sk
funkcje C(t), ktora determinuje wszystkie parametry probleenmianowicie:

u(r,t)= Cr(zt) (3.6)
ofr)= 2= ef)=9), @7
gr (r,t):% - —2Cr(3t) (3.8)
r)=er) =2 = Cr(j) | 3.9)
o (r1) =L_1(1-$j p(t)+4§(1-($f -W@-gj}c@), (3.10)
g,(rt)= ﬂi_l(l—gj p(t)+ 2%(% (?jg - 2%(1—?}}0&) . (3.11)

Jeli wewnatrz ostony wytworzone jest giienie w sposob statyczny, tp(t)=ps=const,
to funkcjaC(t)=Cs=const. Wéwcza£(t) = 0 i z relacji (3.3) otrzymuije i
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3 3
cf)=c,=1P a0 _1p B .5 (3.12)
4 ub’-a° 4up-1

Dalej, po podstawieniu do wzorow (3.6), (3.8)-(3.11 miejsce funkcjiC(t) wielkosci Cs,
otrzymuje s¢ wartasci parametrow problemu dla obgéenia statycznego.

4. Dynamiczny stan parametréw ostony kulistej obcizonej w sposob nagly
wewnetrznym cisnieniem p=const.

W celu uproszczenia analizy $lbowej poszczegodlnych parametréw: przemieszczenia,
predkosci, odksztalcé i napezen, wprowadzimy nagpujace wielkgci bezwymiarowe:

r t b u v

f:—, n=—, ﬂ:—, Uu=—, V==,
a T, a a c

_ g

c==, F=H 529 g:=% y=% (4.1)
a p p p a

=_C g Op - _ &

C.=—, Srs: 5 S = = ,

s o, p (el

Ty =—. (4.2)

Po podstawieniup(r) = p =const do wyraenia (3.5), scatkowaniu w granicacktd
wykorzystaniu wielkéci bezwymiarowych (4.1) otrzymujecsi

Clt)= % ﬂf— 1(1— cos2rm) = C,(1- cos2rm),

3
C=m Pt
4F B2 -1

(4.3)

Pozostate parametry okfajace mechaniczny stan ostony, zgodnie z \igréami
(3.6)+(3.12) i (4.3), mana wyrazt¢ nastpujacymi wzorami:
- dla obcizenia dynamicznego:

U(en)= g0~ com), (4.4)

ViEn)=t ﬁiff L sin2m (4.5)
1 _C,

&&= (&/7)—5—2(1-0082777), (4.6)
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, 4.7)
A(f)=ﬂ31_1(@ —(ﬂ2+ﬂ+1)(£— j—l}
S; (€.n)= ,831—1{2+(§j ]+ﬂi—l(§ 1]— Aﬁ(f)cosZm,

. (4.8)
(] Al
g =2 B *B+L ;ﬁ”; (4.9)

dla obcazenia statycznego:
_1 p 1_C

U,(¢) S FolE @ (4.10)
nlé)= 5= 5. @11)
S:(¢€)=- ﬁgl_l((ﬁj —1} , (4.12)
S,.()= ﬂsl_l[z{gj J+ﬂi_l(§—1) (4.13)

Dla porownania wynikOw przytoczymy analogiczne zatsci uzyskane dla ostony
cylindrycznej [5]:
dla obcazenia dynamicznego:

.= ?‘zb:i, (_;S:%:i'f_z, (4.14)
b —a” 2u a“ 2F p°-1
L B L _Cop
u(én)= oF ,32—15(1 cos27m)) ; (1-cos2mm), (4.15)
V-
V(én)= F -1\ 2in3 Estm, (4.16)
£, 6.0)= ¢, (€)= 72 (1-coserm), (4.17)
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B -1
, (51 (4.18)
_ 1 (B _4|_InlB/¢
A’(g)_ 182_1[[?} } |n,3
S, (€)= ﬂf_l&% +1J ~ A,(¢)cos2rm
, (4.19)
Ap(f)=ﬂzl_1{ g +1}+'”|(f§),
@ = 21 (4.20)
B Inp
- dla obcizenia statycznego:
_1 p 1_C
Us(f)—fﬁz_lg—?, (4.21)
C.
£e(¢)=-€lé)=25 (4.22)
S.(6)=- ﬁzl_l[(gj —1}, (4.23)
S,.()= ﬂzl_l{(g ; 1}_ (4.24)

Z analizy zamieszczonych wgj wzoréw wynika ogolny wniosekze rozpatrywane
ostony, obcizone w sposdb nagly wewtnznym ckénieniemp = const, zachowaj sie jak
uktady mechaniczne o jednym stopniu swobody, ktingap radialnie z cgstotliwasciami
kotowymi okr&lonymi wzorami (4.9) i (4.20). Dynamiczny stan partréw mechanicznych
obciazonych oston zmienia siw czasie cyklicznie wokoét ich wadoi statycznych,
uzyskanych przy énieniu wytworzonym statycznie o tej samej wactdj.: p = ps= const.

Obecnie przejdziemy do #oiowej analizy parametrow mechanicznych badanyéimos

5. llosciowa analiza dynamicznych parametrow mechanicznychadanych
oston

Zaktadamy, ze rozpatrywane ostony wykonanea sze stali o0 nasgpujacych
charakterystykach mechanicznychesgs¢ w warunkach normalnych -=7800 kg/mi,
modut Kirchoffa —=75 GPa. Wart& cisnienia przyjmujemyp=400 MPa. Dla takich danych
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mamy: F :% =1875; c= \/pz = 3100%. Pozostate wartgi liczbowe odpowiednich
0
wielkosci beda podawane przy analizie konkretnych parametrow.

Zgodnie ze wzorami (4.9) i (4.20), wedhe czstdéci kotowe drga wiasnych
rozpatrywanych ostoragunkcjami grubéci ich scianek charakteryzowanej przez parangktr
Wykresy tych funkcji pokazane sa rys.1.

Jak wid&, kotowe czstasci drgar wkasnych oston malgjwyktadniczo wraz ze wzrostem
grubaci ich §cian, co jest powodowane wzrostem ich masy. Istatigst fakt,ze czstasé
kotowa ostony kulistej jest prawie dwa razy e¢Wsza od cgstasci kotowej ostony
cylindrycznej. Wynika to z wekszej sztywnéci ostony kulistej w poréwnaniu ze sztywiom
ostony cylindrycznej przy tych samych grébimchscianek.

‘ ‘
1| = Oslona kulista
|

Rys. 1. Zmiany wzgédnych kotowych czstosci drgan wiasnych oston w funkcji parametru.

Na rys. 2. pokazaneaswykresy zmian wzgdnego radialnego przemieszczenia
powierzchni oston w przedziale<f<1, tj. w peinym okresie drgaO<t<T, narysowane
zgodnie ze wzorami (4.4) i (4.15) dla kilku waxp & i f=2. Zwr&my uwag na fakt,ze
przemieszczenie radialne wegtrznej (&=1) i pozostatych powierzchni oston jest dodatni
funkcja zmiennej7 w catym okresie drga Oznacza toze ostony podczas sgptystych drga
wymuszonych staltym wewtrznym cinieniem, wytworzonym w sposob nagly, nie
zmniejszag pocatkowej srednicy. Jak widd amplitudy radialnych drgaposzczegolinych
powierzchni ostony kulistej as kilkakrotnie mniejsze od analogicznych amplitudooy
cylindrycznej. Oznacza tae ostona kulista jest konstrukdpardziej sztywa w poréwnaniu
z ostory cylindryczra.
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W analogii do uktadu mechanicznego o jednym stopsivobody, wspétczynnik
dynamicznéci udarowego obatenia dla obydwoch oston, zgodnie ze wzorami (4(4)10)
oraz (4.15) i (4.21) ok&bony jest wyraeniem:

_U(é.n)
Y=010

=1-cos2rm (5.1

i jego maksymalna war§é wynosi 2.

B T T

U(&n)

Rys. 2. Zmiany wzgédnego radialnego przemieszczenia poszczegolnych perzchni oston w
przedziale Gn<1 dla kilku warto §ci parametru §i S=2.

Z analizy wzoréw (4.7) i (4.18) wynika wniosete funkcjaS(é,7) moze zmienig znak
Z ujemnego na dodatni (rozganie) wewatrz scianki ostony. Zjawisko to dlg=0,5 (potowa
okresu drga) wystepuje w ostonie kulistej, i parametrS charakteryzujcy grubgé scianki
spetnia nierowng S > 1,79. Oznacza tage wsciance o grubgi, dla ktérej 3= bl/a) < 1,79
rozcihgajace nap¢zenia radialne nie wygbia. Analogicznie dla ostony cylindrycznej
wartacscia graniczn jestS = 1,87.

Graficzny obraz funkcj§(¢£,/7) przedstawiony jest na rysunkach 5 i 6.
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b)

=0; 0,25 0,5 oraz=2 i =4.

Rys. 5. Zmiana funkcji S/(&,n7) wzdtuz grubosci scianek oston dl
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Sr (&m)
0

b)

02 T

06|

08 |

Rys. 6. Przestrzenne ksztalty funkcjis.(&,n) dla ostony kulistej.

Wykresy zamieszczone na rys. 5 diec0,25 odpowiadaj obchzeniu statycznemu
(cos211025=0). Pozostate wartgi funkcji S(¢,n7) dla n=0 i n7=0,5 @ symetrycznie
rozmieszczone wzgllem wykresu statycznego. Oznaczazm,uktad drga wokoét polenia
rownowagi statycznej. Na wykresach zamieszczonychys. 5 funkcjes(&,7) dla obydwoch
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oston maj podobne przebiegi jakoiowe, natomiast wyspuja niewielkie r&nice ilosciowe.
Bezwzgkdne wartéci funkcji S(&,7) dla ostony cylindrycznejasw wigkszasci przypadkow
wigksze. Wynika to z faktw,e przemieszczenie i odksztatcenia dla tego sambgazenia i
grubgci scianki w ostonie cylindrycznejswigksze (rys. 2).

Na kolejnych rysunkach 7 i 8 przedstawiono analoggcwykresy dla funkcjBy(é,7).
Istotnym faktem, réniacym funkcg Sy(&,77) od funkcji S(&7), jest zmiana jej znaku z
ujemnego na dodatni podczas procesu fdrdia kadej grubdci scianki. W pocatkowej
chwili procesu drga bezwtadné¢ scianki powodujeze napezenie obwodowe jest ujemne
(sciskanie). Natomiast z uptywem czascianka przemieszczacsradialnie i napgzenie
obwodowe zmienia znak na dodatni. Maksymalna wartego napgzenia wysgpuje na
wewretrznej powierzchniscianki (=1) i jest osigana w potowie okresu drga7=0,5 —
rys. 7).

Z analizy przedstawionych na rysunku 7 wykresow ikgrwniosek,ze podobnie jak w
przypadku funkcji S(&,77), przebiegi jakéciowe funkcji Sy(&77) dla oston kulistych i
cylindrycznych § podobne, natomiast wysgtlja dos¢ znaczne ranice ilosciowe. Generalnie
mozna stwierdzi, ze dla tych samych waro srednic i grubéci scianek oraz &hienia
wewretrznego, wytworzonego w ostonach w sposob udarowapkzenia obwodowe &
wigksze w ostonie kulistej.

6. Whnioski koncowe

Z analizy problemu mina sformutowa nastpujace wnioski:

1. W analitycznym modelu dynamicznych obliézerytrzymatagciowych metalowych
oston kulistych i cylindrycznych obgionych udarowo wewgtrznym cinieniem
rzedu kilkuset MPa, ich materiat mpa aproksymow@ z wystarczajca dla celow
technicznych dokiadrdcia, osrodkiem spgzyscie nigcisliwym (o=m=const).
Popetniany przy tym uproszczeniwthinie przekracza utamka procenta.

2. Grubacienne ostony o symetrii kulistej i cylindrycznepbciazone nagle
wewrgtrznym cinieniem drgaj radialnie z cgstosciami kotowymi ap i zachowuy
si¢ podobnie jak mechaniczny ukiad o jednym stopniwlsydy. Przy rownych
srednicach i grubgciach scianek, kotowa ogstas¢ drgar wikasnych ostony kulistej
jest prawie dwukrotnie wksza od ostony cylindrycznej. Przycaytej r&nicy jest
wigksza sztywng&c ostony kulistej.

3. Maksymalny wspétczynnik dynamiczém drgan W=2.

4. Z analitycznego rozwrania problemu bezgeednio wynika,ze dynamiczne stany:
radialnego przemieszczeniau),( odksztaicgé (&, &) 1 napekzen (g, Oy),
wygenerowane wciankach oston wewatrznym cknieniemp(t) zdeterminowaneas
przez fizyczne wigciwosci ich materiatu b, 1) i geometrg (a, b) oraz charakter
zmian cénienia w funkcji czasup(t)).

140



a)

Oslona kulista
----= Oslona cylindryczna

b)

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ <
| | | | | | i
| m | | | | | i
| N| ! | | | | i
| m | | | | | i
| | | | | | i
85| | | | | i M
e sl I I I | i
s = ! | | | | i
[~ W, | | | | | HEL n
@ o T~~~ [ [t Het el el - | St )
e cf| 1 | | | | i |
119 O | | | | i |
o w| ! | I | | i |
O O 1 | | | | i |
| | | | | | H i|;
I ! I I I I | ! K
i i i
| ! | | | | | H il
I ! I I I I I __ ,m
I————- 1o [ [P [ R S B S
| | | | | 1 il ®
i i
| | | | | [ A H
1 1
| | | | | [ i
i i
| | | | | v B H
| | | | <t - 1!
I I I I I nog 1t
| | I I &I I I 1t
I I I I I I ]t
I I I | | | [ Te)
[ T~ [ty [ TTo T~ i "N
| | | | | | [ B
| | | | | | [ R
| | | | | | | __
| | | | | | !
| | | | o HE 1
| | | Bt O ! ool
| | | ,ﬂ_u ﬂ_u | ﬂ_u H . i
| | | | 'S H HE i
[ 1_____ [ IZh — =N 4 = 3 PR B S T (S ]
| | | | I HE 1
| | | | ; I [
| | | | | \ ) N 1
| | | | | o i~ 1
| | | | | : | i 1
| | | | | ; i | i
| | | | ; : ) 1
| | | | '\ 7 ! | i
| | | | Y | i | ] n
[ T [y [l 4 i iy Al el o i Y
| | | | 14 i | i
| | | | E4 (I | ]
| | | g [ | \
’ i '
| | | | S rg | i
| | | | s | [ | 1
I I | (4 I v I i
’ L .
| | s | i/ | i
| | | e | Vi |
L I P /1 | -
o o < ™ N i o —I._
—_—
<
Mz
N’
RN

=0; 0,25 0,5 oraz=2 i =4.

Rys. 7. Zmiana funkcji Sy(£,7) wzdtuz grubosci scianek oston dI
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b)

Rys. 8. Przestrzenne ksztatty funkcjiSy(¢,77) dla ostony kuliste;.
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