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W artykule przedstawiono poréwnanie metod wyznaiezgranicy stabilnéci dla ukladéw obrabiarka - uchwyt
- przedmiot — nargzie, modelowanych jako uklady wielomodalne o dw&tbpniach swobody. Omdwiono
metody obliczeniowe, opisano wyniki testowania gpaonowania opartego ozmde algorytmy. Wykazana,e
najwigkszy zalet metody analitycznej jest szyb¥odziatania algorytmu, natomiast wadtopiéx ziozoncici
zapisu dla wikszej liczby stopni swobody. Z kolei uktady ockézej liczbie stopni swobody tatwiej jest
analizowg metod, numeryczgn, ze wzgédu na uniwersalnig zapisu macierzowego. Wadej metody jest
dtuzszy czas oblicze w poréwnaniu do metody analitycznej.

1. WSTEP

Jaka¢ obrabiarki oceniana jest na podstawie dokiddngej pracy, wydajnéci,
oddziatywania na otoczenie i niezawodcio Jednym z czynnikbw mgych wptyw na
wymienione kryteria oceny jest podafdaynamiczna opisaga zachowanie siobrabiarki
pod dziataniem obgren dynamicznych [1],[2].

Obrabiarka wraz z uchwytem, przedmiotem obrabianyrarzdziem jest ztiaonym
uktadem masowo-sgrysto-ttumacym (MST) o wielu stopniach swobody, ktéry
pobudzany jest do drgadziataniem obarzen dynamicznych. W pewnych warunkach ich
rozwoj prowadzi moze do utraty stabilni@i i wystapienia drga samowzbudnych [1-4].
Rozwéj drga samowzbudnych jest zjawiskiem niekorzystnym, pmizyeym m.in. do
znacznego pogorszenia j&ko obrabianych powierzchni, szybszegayaia narzdzi jak
rowniez samej obrabiarki oraz wkszego natzenia hatasu.

Charakterystyczne dla dniggamowzbudnych jest tag pomedzy ukladem masowo-
sprezysto-ttumiacym (tu ukladem OUPN) i procesem roboczym (tu pseoe skrawania)
wystepuje sprzzenie zwrotne powodage, ze zmienna sia wywotgga ruch drgajcy
pochodzi od samych drgaUktad OUPN sprgzony z procesem skrawania nazywany bywa
dynamicznym ukiadem OUPN (DU-OUPN) [2]. Model tegktadu opisany rownaniami
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rézniczkowymi stanowi podstaavdo analizy stabilnii, czyli poszukiwania granicznej
giebokasci skrawania w funkcji gdkosci obrotowej wrzeciona obrabiarki.

W niniejszym, pierwszym z dwoch artykutdbw przedgtano dwie metody
rozwigzywania tych rowna — analitycza oraz numeryczn W drugim artykule
przedstawiono poszukiwanie granicy stabdlrianetod, symulacji numerycznej.

2. ANALIZA STABILNO SCI DU-OUPN O DWOCH STOPNIACH SWOBODY

Ukiad OUPN jest uktadem masowo-spyrsto-ttumacym (MST) o bardzo zimnej
strukturze i wielu stopniach swobody [2],[4-5]. Taktad jak przestawiono na rys. 1 ama
opis&, jako uktad wielomodalny o dwoch kierunkach, uweggliajpcy sprzzenie przez
przemieszczenie oraz reprodukdygan.

Schemat blokowy wielomodalnego DU-OUPN o dwochpstach swobodyk; i o,
obroconych wzgidem kierunku prostopadtego do ¢gkosci skrawaniar o kat «
przedstawiono na rys. 1. W jego skfad wchodzi ukadéPN, czyli MST, proces skrawania,
blok op&nienia czasowego oraz wzajemne pga&hia, sygnaty wégiowe i wyjgciowe dla
kazdego z tych elementéw [5].
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Rys. 1. Schemat dynamicznego ukladu OUPN o dwdgingich swobody przy toczeniu
Fig. 1. Diagram of dynamic structure OUPN with tdegrees of freedom in turning

A

2.1. MODEL WIELOMODALNEGO UKtLADU MST O 2 STOPNIACFSWOBODY

Sygnatami wejciowymi dla uktadu MST ssity skrawania promieniowd() i styczna
(Fy) , ktére w zapisie macierzowym ura przedstawijako:
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-12] @

Sity Fy1 | Fy, dziatapce wzdhi gtdwnych osi sztywnii x; i X, otrzymuje s¢ rzutupc sity
skrawania; i F, na te kierunki:

cosa —sina Fr]_ ai1 Qg [Fr]_
Fy sz] [Sll’la cosa”Ft - [a21 azz] F, = AF (2)

.« _[cosa —sina] _ [%11 Q12
gdZIEA‘[sina cosa _[a21 azz] 3)

Sygnatami wyjciowymi s przemieszczenia wzdtikierunku prostopadtego do gotkosci
skrawania, decyduage o sitach skrawania. Otrzyi@e mazna rzutujc przemieszczenia
wzdtuz osix; i X, na kierunek:

r = BX (4)

(5)

gdzieB = [cosa sina] =[11 Q2] X= [ﬁ;]

Funkcja przejcia ukladu MST we wspotezinychxy, X, ma posté:

X W11 0
Wx = - 0 (6)
Fx W22
N N
2 Lx 1 ¥.2 X2i N 1
dzie: wy, = 2=t = — Wy ===y — 7
g 11 21 152m11+5C11+k11 22 Fy» Zl=1szm2i+sczi+k2i ( )

My, Cui, Kai, My, C1i, ke, - 0dpowiednio modalne masy, wspétczynniki ttunigei sztywndgci
la poszczegoblnych-tych) postaci drgaw kierunkachxy i x,,
N1, N, — liczby postaci drgaw kierunkachx, i x,.

Do prowadzenia analizy stabiléw wygodnie jest okrdi¢ funkcje przegcia uktadu MST
we wspotrednych procesu skrawania t:

W11 [all a12
= = [a a
WMST BWXA [ 11 21][ 0 sz] ayq a22 (8)
czyli: Wyst = [Wr Wil = [afywyy +ad1wy,  aq1a5,W15 + Ap102,Ws0; | 9)

2.2. DYNAMICZNA CHARAKTERYSTYKA PROCESU SKRAWANIA

Przemieszczenia i gotkosci przemieszcaew kierunkur powoduj zmiany przekroju
warstwy skrawanej i chwilowego kierunku skrawanpmciigajpc za soh zmiany sit
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skrawania opisane tzw. dynamigzrharakterystyk sit skrawania [2], [6-8]:
{E’ = b[krd (_rt + TT) - herr:t] (10)
Fy = blkeg (=1 + 17) — hey]

gdzier,=r(t), rr =r(t —T) — tzw. modulacja wewgtrzna i zewgtrzna grubéci warstwy
skrawanej,b — szeroké&¢ warstwy skrawanejkq, kg — dynamiczne opory wiaiwe
skrawania, he;, hey — wspoOtczynniki tlumienia procesu skrawania. Dyieame opory
wiasciwe skrawania mma okréli¢ wychodzac z zalenosci sit skrawania przypadga na
1 mm szerokéxi warstwy skrawanej, od grukm warstwy skrawanej:

L= C i L= Chtme (11)

przez ich linearyzagjw punkcie pracyl{=ho)

dFy
dh

oy = = (1 -m.)Ch,"" (12)

h=h0

gdzie Cr, mr, Ct, mt, - state wyznaczanéwladczalnie

Tlumienie procesu skrawania e by modelowane w rny sposéb np. [7-8] lub
wyznaczane daviadczalne.
Funkcja przejcia procesu skrawania w postacizady¢, zatem zapisana w postaci:

E k.1 —e5") +sh
P=al=-o [t e o= @)
gdzie:
_ [krg(—e~T) + Sher] _ [krr]
k= [ktd(l —e 7)) + sh,, kg, (14)

2.3. WYZNACZANIE GRANICY STABILNOSCI W FUNKCJI CZESTOTLIWOSCI DRGAN

Funkcja przejcia uktadu otwartego ma poséta
k
WO == WMSTF - _bWMSTk - —b[Wr Wt] [krr] (15)
tr

Wo = _b(WT'kT'T + WtktT) (16)

Transmitancja ukladu zamkiego:

W, = (17)
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gdziel — jednostkowa macierz diagonalna.

Analiza stabilnéci polega na poszukiwaniu takich waxtd szerokéci warstwy
skrawanejb;,, powyzej ktorej wystpuja drgania samowzbudne. Dla=b;,, mianownik
rownania (17) przyjmuje warié zero. A zatem poszukujeespierwiastkdw roéwnania
charakterystycznego:

I—W, =1+ by Wystk = 1 + by (W, Ky + wike,) = 0 (18)

Zmiennymi niezalenymi w powy.szym roéwnaniu $ czestas¢ drgar samowzbudnychw
oraz kgt przesunjcia fazowego midzy wewrtrzna, a zewrtrzng modulacy grubgci
warstwy skrawanegp. Wielkoscia poszukiwan jest zalenos¢ granicznej szeroké warstwy
skrawanej od ce®&tosci drgan | przesunicia fazowego, spetniggej rownanie (18), czyli
tzw. ,worek matka” —b;n(w ¢). Poniewa przesunicie fazowe ¢ jest take funkcp
czestasci drgar «, wiec najpierw wyznaczana jest zab@s¢ ¢(aw). Mozliwe czgstotliwosci
drgax samowzbudnych kg powyzej jednej czstotliwosci drgar wlkasnych uktadu MST:
woij = +/kij/m;;, gdziek; i my sztywndci i masy modalne (patrz zales¢ 7). Mazna
przyja¢, ze nie przekraczajone 1.w,;;. Dlatego te¢ wyznacza s potencjalne zakresy
czestotliwosci drgan  samowzbudnych biec pod uwag wszystkie postaci drga
i poszukuje KtoOw ¢ spetniagcych rownanie (18) dla wszystkich z nich. Worek knat
mozna wyznaczy analitycznie lub numerycznie.

Analityczne wyznaczanie worka matki

W metodzie analitycznej nalg znaleé rozwiazanie roéwnéa macierzowych,
polegajce na wyznaczeniu z €ci urojonej rownania (18)dta ¢ bedacego przesunciem
fazowym medzy zewrtrzna i wewrgtrzna modulacy grubdgci warstwy skrawanej oraz

podstawieniu go do €xci rzeczywiste] celem obliczenka— granicznej szerokoi warstwy
skrawanej. Podstawigj do rownania (18) zateos¢ (14) otrzymano:

Wy lkrq(1 —e™T) + she, ] + wilkeq(1 — e™") + she] = — 1/byy, (19)
A nastpnie po przeksztatceniach otrzymano uktad rGwnweptaszczynie zespolone;:
Re: R.k,q(1 —cos @) — I.(—k,4sin @ + wh,,) +
+Rkig(1 — cos @) — I,(—kgsing + wh,) = —1/byy, (20)
Im: L.k.;(1 —cos @) + R, (—k,qSin + wh,,) +
+1kiq(1 — cos @) + R, (— kegsing + wh,) =0 (21)

gdzieR, = Re{w,}; L. = Im{w,}; R, = Re{w,}; I, = Im{w};
Cz$¢ urojoms mazna zapiséa jako:
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Asing —Bcosp+C =0 (22)

B =1ky4+ I,k
C = R,wh, + Rewh, + Ik, g + I kg

Réwnanie (22) mima przedstawiw postaci:
(A% + B®)cos?¢p —2BC cos@ + (C2—A%) =0 (23)

a jego pierwiastki jako:

—ZBCiJ4B2C2—4(A2+BZ)(CZ—A2)

@ = arccos| — A% 57 (24)

Podstawigic obie wyznaczone wada ¢ do rownania (20) opisagego czs$¢ rzeczywish
wyznacza s graniczn, szeroké¢ warstwy skrawandp;i,:

-1
Rykyrq(1—cos @)—Ir(—kygSin @+wher)+Rekeq(1—cos @)—I:(—k¢gSin o +whet)

biim = (25)
J&li obie wartdci by, sa dodatnie, przyjmuje sinizsz z nich wraz z odpowiadgga jej
wartascia przesungcia fazowegap, j&li jedna jest ujemna, przyjmujegsia dodatna.

Numeryczne wyznaczanie worka matki

Metoda numeryczna pozwala na wykorzystanie r@w(iEb-18) bezpgrednio, bez ich
szczegoOtowego rozwiywania analitycznego. Wychodzggu z rownania (18) w postaci:

I + blimWMSTk = O (26)

oblicza wyznacznik, rozbija na € rzeczywisi i urojors oraz obliczab i ¢:

-1

P(0) = reaeiwsid @7)

e < 5° 180° > spelniajace warunek Im(det[WysrK]) =0 (28)

Rozwigzanie numeryczne polega na iteracyjnym poszukiwtakiego kta fazowega (),
dla ktérego spetnione jest rownanie (28) z zaha doktadndcia, a nastpnie na obliczeniu
bim z rownania (27):

Poszukiwanie ¢(«) oraz by, dla okr&lonej czstasci drgar przebiega wg
nastpujacego algorytmu:

Tak wyznaczone warfoi ¢ orazb;,, sa przekazywane do algorytmu wyznaczania krzywych
workowych.
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Rys. 2. Algorytm wyznaczaniaorazby,, metod numerycza
Fig. 2. Algorithm ofp andb,, calculation using numeric method

2.4. WYZNACZANIE GRANICY STABILNOSCI W FUNKCJI PREDKOSCI OBROTOWEJ WRZECIONA

Na podstawie worka matki wyznaczana jest $ait@a granica stabilri@i, czyli
zaleznosé granicznej gibokasci skrawania od pdkosci obrotowej wrzeciona obrabiarki.
Kat przesunjcia fazowego midzy zewrtrzna, a wewrtrzng modulacy grubcgci WS
wyznaczony w poprzednim kroku jest jednagie geometryczne zazany z pedkoscia

obrotows wrzeciona i cgstaoscia drgai:

@ =2nN — 60w/n

gdzieN — liczba fal (petnych okresow dnglamiedzy kolejnymi przejciami ostrza. Sd:

__ 60w/z
2TN—¢@

(29)

(30)
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Na rys. 4 przedstawiono sposob tworzenia granmlyilecsci. Podstawiajc do wzoru
(30) kolejne wartéci N uzyskano kolejne worki, ktére na rys. 4 zazwao r&nymi
kolorami. Nastpnie oblicza si obwiedne¢ czsci wspoélnej wszystkich workow. de
obszary dwdch workéw pokrywagjsic, to ten, ktOrego granica jest we] zostaje
wchionkty.

10 worek matka Proces skrawania:
— m=0,44
£
£ C=523;
Rl h.=0,1Ns/mni
4 m=0,28;
2- C=1230;
o- h=0Ns/mnf
100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400 Uktad MDS:
czestotliwosé [Hz) M= 25kg;
przesuniecie fazowe CX11:2’4NS_/mm’kX11: 10kN/mm
200 T M1=15kg;
- Cx1=2Ns/mm
K x1=40kN/mm
8100 My21=32Kg;
S0~ Cx21=3NS/mI’T]
kX21:20kN/mm
0- 0
] ] | 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 CIZZES
100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400
czestotliwos¢ [Hz)
10- Krz:.rweworkowi Worek IK
E 8- Worek 1 l_
EE G- \/Worek}: I_
= 4 Worek 3 IK
Worek 4 IK
2_

0 1 I I 1 I I 1 I I
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Fradkost obrotows (obming

Granica stabinosci

blim [mm]
il

F
)

2-

0-; 1 1 1 1 1 1 1 '

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Predkos¢ obrotowa (obrmin)

Rys. 3. Tworzenigranicy stabilnosci na bazie worka matki.
Fig. 3. Creating stability lobes based on the laise



Analityczne i numeryczne wyznaczanie granicy stakdi przy toczeniu 89

3. POROWNANIE WYNIKOW ANALIZY STABILNOSCI UZYSKANYCH METODA
ANALITYCZN A | NUMERYCZNA.

Metoda numeryczna podobnie jak metoda analitytezaje na macierzowym zapisie
uktadu réwna rozniczkowych OUPN. Zalat metody numerycznej jest tatéouzyskania
rozwiazania poprzez odpowiednie zakodowanie postaci mmmie] w dowolnym ¢zyku
programowania, w tym wypadku vrodowisku LabVIEW. W metodzie analityczne]
ztozongé¢ zapisu matematycznego wyprowadzonych réwnaze prowadzi do bkdow
zarowno w trakcie wyprowadzania rozagania jak i kodowania. Stogigrudngci rosnie
wraz ze stopniem zhondsci uklad MDS. Z drugiej strony czas obliézev metodzie
analitycznej jest znacznie krotszyzm/ numerycznej, gdzie nie ma réwnania opisago
kat przesungcia fazowego (24), lecz poszukuje go metod kolejnych przyblien.

m=0,44 C,=523 h,=0,1Ns/mmni

6E-T- a1 Wﬂ W
4ET m=0,28 C=123Q h=0Ns/mnf
E EE;/\ T My11=25Kg Cx11=2,4Ns/mm ky1:=10KN/mm
3 -2E-?-‘].\%_ ] My1=15Kg Cx1=2Ns/mm K x15=40kN/mm
:E: Me21=32Kg Cx21= 3NS/mm Kyo1=20kN/mm
100 125 150 175 200 225 fiaOZ] 275 300 325 350 375 400 0’250
worek matka - analityczna 40—, Worek matka -numeryczna

blim

-l £

E 8- E 8-
g5 E°
S 4 4-

Il‘]_I | 1 | | 1 1 1 | 1 | | 1
100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400
czestotliwose [Hz]

_I 1 I I I I I 1 I 1 1 I 1
100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400
czestotliwoéé [Hz)

Granica stabilnosci - numeryczna

granica stabilnesci - analityczna 3

blim [mm]

1 1 1 1 1 1 I | I | I | | | | | | 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

predkosc cbrotowa [obr/min] predkosé obrotowa [obr/min]

Rys. 4. Wyniki analizy stabilrsai dla dwdch mas modalnych na kierunku jednej na kierunku x
Fig. 4. Results of stability analysis for a two rabthasses on the Hirection and a two modal masses on the x
direction
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Warunkiem stosowaloi metody numerycznej jest jej zadowata dokladnéc.
Mozna p ocené poréwnugc uzyskane wyniki z otrzymanymi analitycznie, t@akanymi,
jako doktadne. Do tej oceny przyp zestawy danych testowych, w ktérych badano wptyw
wspotczynnika ttumienia procesu skrawaniatakobrotu uktadu MST o dwdch stopniach
swobody wzgidem kierunkur. Przyktady uzyskanych wynikow przedstawiono na
rysunkach 5 i 6.

Na rys.5 wykres pierwszy przedstawia przebieg ¢s@z rzeczywistej
czestotliwosciowej funkcji przejcia (FRF) ukladu MST na kierunkxy i x, . Porownujc
worek matk z tymi wynikami zaobserwowamazna znan zaleznos¢ czestotliwosci drgan
od minimdéw czsci rzeczywistej FRF, a przede wszystkim tatwo zigltkowaé postaci
drgaxr odpowiedzialne za niestabilito uktadu. Warto podk&di¢, ze dla tak dobranych
parametrow wptyw na ksztatt worka matki mpajrgania zarowno na kierunkxy i Xo.
Ksztatt krzywych workowych ma zasadniczy wplyw nmargc: stabilngci, ktdrej minima
nie leza na jednym poziomie, aleg zalezne od miniméw worka matki. Inny przypadek
pokazano na rys. 5 — dla trzech mas na kierunkudwéch mas na kierunkwxZ krzywej
workowej mana wnioskowd, ze tym razem gtowny wptyw na ksztatt worka matki #naj
wptyw masy z kierunku x A konsekwencje tak zionego ksztattu worka matki moa
obserwowad na zti@onym ksztalcie przebiegu granicy stab#lcio

BE-T- m=0,44 C,=523 h,=0,1Ns/mnj

i 4 A2 v m=0,28 C;=123Q h:=0Ns/mn}
5 2E7- My11=25Kg; G = 2,4Ns/mm Ky1.= LOKN/mm
U_/\ e DTN M= 15Kg Cyz=2Ns/mm Kyz=50kN/mm

E, 1

e T Myas= 10Kg; Gaa= 1,5Ns/mm kyy=50kN/mm
My21=32Kg Cyo1=3NS/mm) Kyo;=20kN/mm
67~ Moo= 15Kg; Co= 2Ns/mm;ky=30kN/mm

1 1 I 1 1 1 I 1 1 1 I _5
1000 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400 U=
f[Hz]

worek matka - analityczna 8 granica stabilnogci - analityczna
8- -
i Vo L
Ey- & 4-
£ =]
2- 2=
0= | | | | | | 1 1 1 1 1 1 0= 1 1 1 1 [ [ 1 1 | 1
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£y E
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Rys. 5. Wyniki analizy stabilrigi dla trzech mas modalnych na kierunku gwoch na kierunku x
Fig. 5. Results of stability analysis for a threedal masses on the direction and a two modal masses
on the x direction
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Otrzymane wyniki dla metody analitycznej i numenyej & porownywalne zarowno
dla worka matki jak i dla granicy stabilim. Wykresy dla metody numerycznej nig tak
gtadkie jak dla metody analitycznej, co wynika b&zpdnio z iteracyjnej metody
poszukiwania wyniku granicy stabilém. Na obecnym etapie prac trudno prognozgwa
ktora metoda obliczeniowactizie wyteczniejsza w dalszych badaniach. ghaobi
obliczenia dla wikszej liczby stopni swobody, czy dla frezowaniaemalspodziewa sie,
ze rozwhzanie uktadéw rowna bedzie jeszcze bardziej pracochtonne, szczegdblnie dla
rozwiazania analitycznego. Przy rozwaniu numerycznym kodowanie aplikacji maoby¢
latwiejsze, poniewauzywany gzyk programowania potrafi rozazywac macierze. Trudno
jednak przewidzig jakie keda potrzebne moce obliczeniowe komputeréw dla obuothet
i ktéra kzdzie skuteczniejsza w generowaniugadanych wynikow.

4. PODSUMOWANIE

Z poréwnania przeprowadzonych analiz wynika, metoda numeryczna jest mniej
doktadna od analitycznej. Podczas gdy dla metodylitgoznej obliczenia trwaj okoto
jednej sekundy, to czas oblidzenetody numerycza trwa od kilku do kilkudziesiciu
sekund, w zalenosci od ilosci parametrow weagiowych — ilgci mod. Jednakowo
zastosowanie zapisu macierzowego rogvri@niczkowych dla uktadéw o wkszej liczbie
swobody jest prostsze w poréwnaniu do reaania rowna metod, analityczn.

Kolejny etap, bdacy kontynuaci prac, lkdzie obejmowatl opracowanie
oprogramowania do analitycznego/numerycznego wyaraa granicy stabilrfoi dla
uktadow o dwoch stopniach swobody podczas toczei@awobodnego oraz frezowania
a take jego weryfikagj i porownanie z metodami symulacyjnymi.

Badania realizowane w ramach Projektu "Nowoczesodriologie materialowe stosowane w przdenjotniczym”,
Nr POIG.01.01.02-00-015/08-00 w Programie Operaggn Innowacyjna Gospodarka (PO 1G). Projekt
wspoétfinansowany przez UnEuropejsk zesrodkéw Europejskiego Funduszu Rozwoju Regionalnego.
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ANALYTICAL AND NUMERICAL DETERMINATION OF THE BORDER
OF STABILITY IN TURNING

The paper introduces a comparison of methods dfilsyaanalysis for the systems of “machine toohelder -

workpiece — tool” with two degrees of freedom. ikalisses calculation methods and describes the@adrom testing
methods for software built on different types afaithms. It proves that the biggest advantag@efnalytical method
is the speed of the algorithm while the disadvamtdge degree of complexity for the system with ghir number
of degrees of freedom. In turn, the higher numhkfedegrees of freedom is easier to render in caicuaby the

application of the numerical method owing to thavarsality of the matrix transcription. The downrsiaf the

numerical method in comparison to the analytica @rits increased time inefficiency.



