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Streszczenie: W pracy rozpatrywane jest przewodnictwo
ciepta w warstwie utworzonej z dwoch przewodnikéw nieperio-
dycznie rozmieszczonych w podwarstwach o statej grubosci.
Whasnos$ci makroskopowe warstwy zmieniaja si¢ w sposob cia-
gly wzdtuz jej grubosci. W pracy zastosowano usredniony mo-
del przewodnictwa ciepta, otrzymany przy wykorzystaniu zmo-
dyfikowanej techniki tolerancyjnego usredniania, przedstawio-
nej w monografii Wozniaka i Wierzbickiego [6].

Stowa kluczowe: nieperiodycznie  laminowana
przewodnictwo ciepta, tolerancyjne usrednianie.

warstwa,

1. WPROWADZENIE

Obiektem rozwazan jest warstwa ztozona z dwoch prze-
wodnikow, rozmieszczonych nieperiodycznie w postaci
lamin wzdtuz grubo$ci warstwy. Zaklada sig, ze makro-
skopowe wilasnosci takiego kompozytu zmieniaja si¢
w sposob ciagly po jego grubosci, Rys. 1. Materiaty tego
rodzaju nosza nazweg materiatow (kompozytow) z grada-
cjq wlasnosci (ang. functionally graded materials, FGM,
za monografia Suresha i Mortensena [4]).

Doktadny opis geometrii mikrostruktury kompozytu typu
FGM jest zwykle niemozliwy. Znany jest tylko rozklad
poszczegdlnych sktadnikéw. Oznacza to, ze zjawiska
termomechaniczne w materiale typu FGM moga by¢ ana-
lizowane tylko w ramach modeli mikromechanicznych
o wyidealizowane] geometrii. Zatozenia idealizujace mo-
ga by¢ podobne do tych, ktore sa wykorzystywane przy
opisie kompozytow makroskopowo jednorodnych. Po-
mimo tego, ze materialy typu FGM nie sa makroskopowo
jednorodne, ich ogoélne zachowanie mozna analizowac
adaptujac i modyfikujac metody stosowane dla materia-
tow jednorodnych. Niektore podstawowe metody, stoso-
wane do okreslania wlasnosci kompozytow typu FGM, sa
omoéwione w monografii [4]. Wsro6d wielu modeli nalezy

wymieni¢ takie, ktore sg oparte na homogenizacji asymp-
totycznej. Jednakze modele te pomijaja zwykle wplyw
wielko$ci mikrostruktury na ogélne zachowanie lamina-
tow o budowie periodyczne;.

\/
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Rys. 1. Fragment warstwy w makroskali
Fig. 1. A fragment of the macrostructure of the layer

4 2. sktadnik: ¢”, k”i/-

Rys. 2. Fragment warstwy w mikroskali
Fig. 2. A fragment of the microstructure of the layer
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W celu uniknigcia powyzszych ograniczen stosowana jest
technika tolerancyjnego usredniania, zaproponowana do
modelowania gtéwnie zagadnien dynamicznych dla kompo-
zytdbw 1 struktur periodycznych, a omowiona w ksiazce
Wozniaka i Wierzbickiego [6]. Zostata ona zmodyfikowana i
wykorzystana w analizie réznych zagadnien dotyczacych
materiatlow z funkcyjna gradacja wlasnosci m. in. w pracach:
Rychlewskiej i Wozniaka [3], Szymczyk i Wozniaka [5], a
takze struktur wykonanych z takich materialéw, np. w pracy
Jedrysiaka, Rychlewskiej i Wozniaka [2]. Powyzszy sposob
modelowania wykorzystano takze do usrednienia znanego
rownania rézniczkowego opisujacego model przewodnictwa
ciepta Fouriera w pracy Jedrysiaka i Radzikowskiej [1],
gdzie w przyktadzie ograniczono si¢ do analizy szczegolne-
go przypadku przewodnictwa w kierunku réwnoleglym do
lamin.

Wyzej wspomniane rownanie przewodnictwa ciepta jest dla
nieperiodycznie laminowanego kompozytu réwnaniem o
zmiennych, silnie oscylujacych wspotczynnikach. Zastoso-
wanie procedury tolerancyjnego usredniania prowadzi do
otrzymania uktadu réwnan rézniczkowych
o wspolczynnikach ciagtych, wolnozmiennych.

Celem tej pracy jest zastosowanie wyprowadzonych réwnan
tzw. modelu tolerancyjnego w analizie zagadnienia prze-
wodnictwa w kierunku prostopadtym do lamin.

2. PODSTAWY MODELOWANIA

Niech indeksy i, j, ... przyjmuja wartosci 1, 2, 3 1 zwigzane
beda z kartezjanskim uktadem wspohrzednych Oxixpxs,
a indeksy a, B, ... przyjmuja wartosci 2, 3 i beda zwiazane z
uktadem Ox,x;. WprowadZzmy oznaczenia: X=(x,,x3), X=x;
oraz t dla wspohrzednej czasowej. Przez H oznaczmy gru-
bos¢ warstwy wzdluz osi x. Rozpatrywana warstwa wyko-
nana jest z dwoch materialow, tworzacych m lamin
o jednakowej grubosci /. Zaktadamy, ze spetniony jest waru-
nek /<<H, stad grubo$¢ / mozna nazwaé parametrem mikro-
struktury. Kazda lamina o numerze n, n=1,...,m, sklada si¢ z
dwoéch jednorodnych podwarstw, ktorych grubosci [, [”
zaleza od wspotrzednej x, por. Rys. 2. Whasnosci podwarstw
opisane sa przez cieplo wilasciwe ¢, ¢” oraz tensory prze-
wodnictwa ciepla &/, k7, i,j=1, 2, 3. Oznaczmy wspotczyn-

ijs Tij

niki okreslajace udziat kazdego materialu w laminie » przez
v, =1/, vr=1"/1. Zakladajac, ze {v'}, n=1,...,m, ciag jest
monotoniczny oraz spetniony jest warunek |v'  —v'|<<1,

n+l
dla n=1,...,m—1, rozpatrywana warstw¢ mozemy traktowac
jak warstwe wykonana z materiatu typu FGM. Poniewaz
zachodzi relacja v’ +v" =1, powyzsze warunki spetnia row-
niez ciag {v"}. W zwiazku z powyzszym, ciagi {v’}, {v"},
n=1,...,m, moga by¢ przyblizone ciaglymi funkcjami v'("),
v"(*), opisujacymi rozklad wiasno$ci materialowych wzdtuz
grubosci warstwy. Wprowadzmy tzw. wspotczynnik niejed-
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norodnosci v, zdefiniowany jako v(\)=[v'(-)v"(-)]". Zakltada-
my przy tym, ze powyzsze funkcje v/, v" sa funkcjami wol-
nozmiennymi  (por. [6, 1]). Fragment warstwy
w skali makro pokazano na Rys. 1, a w skali mikro na Rys.
2.

Przyjmujac mate zmiany temperatury T oraz pomijajac zro-
dia ciepta, rownanie przewodnictwa w nieperiodycznie la-
minowanej warstwie mozemy zapisa¢ w postaci:

—(k,T (D

/)

), +cT=0

W powyzszym réwnaniu wspotczynniki k=k;(x), c=c(x),
moga by¢ silnie oscylujacymi, nieciaglymi funkcjami argu-
mentu x. Réwnanie (1) mozna zastapi¢ uktadem réwnan o
ciaglych, wolnozmiennych wspdétczynnikach, stosujac tech-
nike tolerancyjnego usredniania, por. [6, 1].

3. TECHNIKA MODELOWANIA

W technice tolerancyjnego usredniania wykorzystuje si¢
takie pojgcia, jak: operacja usredniania, funkcja wolno-
zmienna, funkcja oscylujaca, fluktuacyjna funkcja ksztattu.
Niektore z tych pojec zostana przytoczone ponizej za [6, 1].
Dla dowolnej calkowalnej funkcji f okreslonej w przedziale
[0,H] (ktora moze zaleze¢ rdwniez od x oraz f), operacje
usredniania zdefiniujemy nastepujaco:

<f>(F)= z—lj:'/’; f(odv,  we[l/2H-1/2] Q)
Roézniczkowalng funkcjg F, w przedziale [0,H], nazywamy
funkcjqa wolnozmienng (dla pewnego parametru tolerancji
€<<1) i oznaczamy FeSV, jesli funkcja [OF (gdzie 0 oznacza
rozniczkowanie wzgledem x) oraz O(eF) sg tego samego
rzedu, tzn. I0F € O(eF), 0<e<<I.
Wprowadzamy takze fluktuacyjng funkcje ksztattu ¢, zakta-
dajac, ze jest funkcja ciagla, liniowa wzdtuz grubosci kazdej
podwarstwy oraz przyjmuje wartosci rzedu  O()).
W przypadku rozpatrywanego laminatu przyjmujemy ja
W nastgpujacej postaci:

—IN33B[25+V(®)] for xe(—4~4+NV'(X))
o(x) = : @)
W332[25-v'(X)] for xe(}—IV(X).%)

Poniewaz wspotczynnik niejednorodno$ci v jest funkcja
wolnozmienna, mozna wykazac, ze $rednia warto$¢ funkcji
¢ w kazdej laminie jest rowna zeru.

Wykorzystujac powyzsze pojecia wprowadzamy podstawo-
we zalozenia techniki tolerancyjnego usredniania, [4].
Pierwsze zalozenie modelowania, tzw. dekompozycja tempe-
ratury, stanowi, ze temperatur¢ 7=7(xx,?), xe[0,H], mozna
opisac nastgpujacym wyrazeniem:

T0ex, =W (x,X,6)+o(x) V(x,X,) 4



gdzie W(-x,)eSV to tzw. temperatura usredniona,

V(x,0)eSV to zmienna fluktuacyjna temperatury. Funkcje

W, V sa nowymi niewiadomymi opisujacymi temperaturg w

nieperiodycznie laminowanej warstwie (w skali makro —

warstwa z materiatu z gradacja wlasnosci).

Drugie zalozenie modelowania, tzw. przyblizenie tolerancyyj-

ne, stanowi, ze dla dowolnej funkcji wolnozmiennej ' moz-

na stosowaé przyblizenie postaci F+O(eF)=F, zgodnie z

ktorym wielkosci rzgdu O(g) sa pomijalnie male

W porownaniu z 1.

Procedura modelowania wykorzystywana dla kompozytow z

gradacja wiasnosci (typu FGM) jest podobna do stosowanej

dla kompozytéw o budowie periodycznej, por. [4], i mozna
japodzieli¢ na trzy etapy:

e w pierwszym z nich usredniane jest rownanie (1) przy
uzyciu wzoru (2);

e w kolejnym etapie otrzymuje si¢ warunek wariacyjny
przez pomnozenie rownania (1) przez funkcje testowa o
cechach fluktuacyjnej funkcji ksztaltu oraz usrednienie
réwnania wynikowego przy wykorzystaniu (2);

e W etapie trzecim, po podstawieniu dekompozycji (4) do
uzyskanych usrednionych réwnan i przeprowadzeniu
stosownych przeksztatcen, otrzymuje si¢ rownania roz-
niczkowe dla temperatury usrednionej W oraz zmiennej
fluktuacyjnej V.

4. MODEL USREDNIONY

Wykorzystujac opisana wyzej procedur¢ modelowania oraz
wprowadzajac nastgpujace oznaczenia:

K, =<k;>, Ez‘/ =<k;p; >, kx’/‘ =<k;p,p ;> )

K, =17 <kpp> C=<c> C=[2<cop>

otrzymujemy rownania rézniczkowe modelu tolerancyjnego
przewodnictwa ciepla w nieperiodycznie laminowanej war-
stwie:

KajW,ja + (Kle,j),l -CV+ (1?1 1V),1 +1?ull/:u =0
KW+ KV +12(CV —K, ) =0

©)

Wyprowadzone réwnania (6) maja nastgpujace cechy cha-

rakterystyczne:

e wspotczynniki sa funkcjami wolnozmiennymi argumen-
tu x,

e niektore wspotczynniki sa zalezne od parametru mikro-
struktury /, zatem zaproponowany model opisuje pewne
zjawiska zwiazane z mikrostruktura.

Mozna zauwazy¢, ze dla statych wartosci parametrow v, v”,

v+v"=1, rdwnania (6) reprezentuja pewien usredniony mo-

del przewodnictwa ciepta w periodycznie laminowanej war-
stwie (makroskopowo jednorodne;).
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5. ZASTOSOWANIE: STACJONARNE PRZE-
WODNICTWO CIEPLA

5.1. Rownania modelu

Rozpatrzmy warstwe, w ktorej wystepuje roznica temperatur
w kierunku prostopadtym do lamin. Rozwazamy zatem za-
gadnienie przewodnictwa ciepta tylko wzdtuz osi x. Przyj-
mijmy, ze temperatura w analizowanym przypadku jest nie-
zalezna od czasu. Wowczas podstawowe niewiadome sa
funkcjami tylko argumentu x, tj. W=W(x), V=V(x). Ponadto,
podwarstwy wykonane sa z dwoch roéznych izotropowych
materialow o wspotczynnikach przewodnictwa ciepta row-
nych &, k". Wprowadzmy nastgpujace oznaczenia
K=K,,K=K,,,K=K,,- Rownania przewodnictwa (6)
przyjmuja wowczas postac:

KW, +KW,+KV,+KV =0
Kw,+KvV =0

Q)

Poniewaz otrzymany uktad rownan ma wspotczynniki funk-
cyjne, mozna go rozwigza¢ wykorzystujac program do obli-
czen symboliczno-numerycznych, np. Mathcad.

5.2. Wyniki obliczen

Rozpatrzmy dwa rozne przypadki rozktadu materiatow
wzdhiz grubosci warstwy:

1) funkcje liniowe opisujace rozktad materiatow

V'(x)=x/H, V'(xX)=1-V'(x) (8)
2) funkcje wyktadnicze opisujace rozktad materiatow
Vi(x)= 1=exp(2x/H) , V(x)=1-Vv'(x) ©)

1—exp(2)

Wykresy funkcji V', v" i wspotczynnika niejednorodnosci v
w zalezno$ci od wspotrzednej x pokazane sa na Rys. 3.

[V, v". v]
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Rys. 3. Wykresy funkcji v/, v”, v (1 — dla wzoréw (8), 2 — dla
wzorow (9))
Fig. 3. Plots of functions V', v", v (1 — for formulas (8), 2 — for
formulas (9))
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Niektore wyniki obliczen w postaci calkowitej temperatu-
ry T, okreslonej wzorem (4), przedstawione sa na Rys. 4.
Obliczenia przeprowadzono dla przypadku, w ktéorym
rozpatrywany kompozyt sktada sig¢ z m=50 lamin, stad
I/H=0.02. Przyjgto warunki brzegowe dla temperatury
usrednionej W=W/(x) w postaci:

(10)

Dla zmiennej fluktuacyjnej V=V(x) nie formuluje sig¢ wa-
runkow brzegowych. Ponadto zatozono nast¢pujace ilora-
zy wspotczynnikow przewodnictwa ciepta obu materia-
tow: £"/k'=0.5 Tub k£"/k'=0.02.

W0)=T,,  W(H)=0

I I I 1 1 ] 1 - [x]
0[xH] 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

S [xTv]

Rys. 4. Wykresy rozktadu temperatury 7 wzdtuz grubosci war-
stwy H dla xe[0,H] (1 — dla wzorow (8), 2 — dla wzorow (9);
a—dla k"/k'=0.5, b — dla £"/k'=0.02)
Fig. 4. Diagrams of temperature 7T along the thickness H of the
layer for xe[0,H] (1 — for formulas (8), 2 — for formulas (9);
a— for k"/k'=0.5, b — for k"/k'=0.02)

0.35["
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Rys. 5. Wykresy rozkladu temperatury 7 wzdtuz grubosci war-
stwy H dla xe[0.4H,0.5H] (1 — dla wzorow (8), 2 — dla wzorow
(9); a—dla k"/k'=0.5, b — dla k"/k'=0.02)

Fig. 5. Diagrams of temperature 7T along the thickness H of the

layer for xe[0.4H,0.5H] (1 — for formulas (8), 2 — for formulas
(9); a— for k"/k'=0.5, b — for k"/k'=0.02)
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Na Rys. 5 pokazano powigkszony fragment wykresow
z Rys. 4 dla przedziatu xe[0.4H,0.5H].

6. UWAGI KONCOWE

Podsumowujac rozwazania, mozemy sformutowac naste-
pujace uwagi ogolne dotyczace rozpatrywanego zagad-
nienia przewodnictwa ciepla w nieperiodycznie lamino-
wanej warstwie.

o  Wyjsciowe rownanie przewodnictwa ciepta o niecia-
glych, silnie oscylujacych wspotczynnikach zostato
zastapione przez uklad réwnan tzw. modelu toleran-
cyjnego o wspdiczynnikach ciaglych, wolnozmien-
nych.

e Otrzymane réwnania modelu tolerancyjnego pozwa-
laja uwzgledni¢ wphyw mikrostruktury warstwy
w przewodnictwie ciepta.

e Proponowany model pozwala opisa¢ zaburzenia roz-
ktadu temperatury spowodowane mikroniejednorod-
na, nieperiodyczna strukturg warstwy.

THE HEAT CONDUCTION
IN NON-PERIODIC COMPOSITE (FGM)

Summary: In the note, a heat conduction in a layer made of
non-periodically distributed laminas of two conductors is con-
sidered. Macroscopic properties of the layer are continuously
graded across its thickness. The aim of the note is to apply
an averaged model of heat conduction of a layer with function-
ally graded properties, based on the modelling approach called
the tolerance averaging technique, shown in the book [6] by
Wozniak and Wierzbicki.

Literatura

[1] Jedrysiak J., Radzikowska A. On the modelling of heat
conduction in a non-periodically laminated layer. J. The-
or. Appl. Mech. 45 (2007) (w druku)

[2] Jedrysiak J., Rychlewska J., Wozniak Cz. Microstruc-
tural 2D-models of functionally graded laminated plates.
Shell Structures: Theory and Applications, ed. by W. Pie-
traszkiewicz, C. Szymczak. Taylor & Francis, London -
Leiden 2005,119-123

[3] Rychlewska J., Wozniak Cz. Boundary layer phenom-
ena in elastodynamics of functionally graded laminates.
Archives of Mechanics 58 (2006) 1-14

[4] Suresh S., Mortensen A. Fundamentals of functionally
graded materials. The University Press, Cambridge 1998
[5] Szymczyk J., Wozniak Cz. Continuum modelling of
laminates with a slowly graded microstructure, Archives
of Mechanics 58 (2006) 445-458

[6] Wozniak Cz., Wierzbicki E. Averaging techniques in
thermomechanics of composite solids. Wyd. PCz, Czgsto-
chowa 2000




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


