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Streszczenie:   W pracy przedstawiono model matematycz-
ny zjawisk cieplno-wilgotnościowych w odkształcalnym ośrod-
ku porowatym, częściowo lub w pełni nasyconym wodą, 
uwzględniający rozpuszczone w niej powietrza, oraz metodę 
numerycznego rozwiązania równań tego modelu. Omówiono 
podstawy fizyczne rozpuszczalności powietrza w wodzie i two-
rzenia się pęcherzyków gazu po obniżeniu się ciśnienia wody, 
a także przedyskutowano wpływ ciśnienia kapilarnego na te 
zjawiska. Numerycznie przeanalizowano wpływ rozpuszczone-
go powietrza na przebieg procesu przejściowego między stanem 
całkowitego i częściowego nasycenia wodą podczas szybkiego, 
grawitacyjnego wypływu wody przez dno kolumny wypełnionej 
materiałem porowatym. 

Słowa kluczowe:  Powietrze rozpuszczone w wodzie, nasyco-
ne ośrodki porowate, stan przejściowy, procesy cieplno-wilgot-
nościowe, model numeryczny. 

1. WPROWADZENIE 

Podczas analizy zjawisk cieplno-wilgotnościowych 
w materiałach porowatych, wpływ powietrza rozpuszczo-
nego w wodzie zwykle pomija się. Jednak podczas badań 
doświadczalnych, zwłaszcza wtedy, gdy występuje szybki 
spadek ciśnienia wody, można zaobserwować pęcherzyki 
wydzielającego się gazu, np. [15]. Przeprowadzone anali-
zy teoretyczne wskazują, że przyczyną tego może być 
kawitacja [4] i/lub wydzielanie się powietrza rozpuszczo-
nego w wodzie porowej, [3]. Zjawiska te mogą mieć 
wpływ na przebieg szybkich procesów wilgotnościowych 
w materiałach porowatych, przyśpieszając ich desaturację 
po gwałtownym spadku ciśnienia wody.  
W niniejszej pracy przedyskutowano podstawy fizyczne 
procesów rozpuszczania się gazów w wodzie i ich wy-
dzielania się w postaci pęcherzyków po obniżeniu ciśnie-

nia wody, z uwzględnieniem wpływu na nie zjawisk kapi-
larnych. Następnie przedstawiono model matematyczny 
transportu masy, pędu i energii w ośrodkach porowatych, 
uwzględniający wpływ rozpuszczonego powietrza. Omó-
wiono także metodę numerycznego rozwiązania równań 
tego modelu. Za pomocą odpowiednio zmodyfikowanego, 
autorskiego programu komputerowego COMES-GEO, 
przeanalizowano wpływ rozpuszczonego powietrza na 
przebieg zjawisk cieplno-wilgotnościowych, towarzyszą-
cych stanowi przejściowemu z całkowitego do częścio-
wego nasycenia wodą podczas doświadczenia wykonane-
go przez Liakopoulosa, [11], który badał wypływ wody 
przez dno kolumny wypełnionej mokrym piaskiem.  

2. ROZPUSZCZALNOŚĆ POWIETRZA W WO-
DZIE POROWEJ  

Rozpuszczalność gazów w wodzie, w stanie równowagi 
termodynamicznej, opisana jest prawem Henry’ego, [1],  

 ( ) ( ) i
w

xii
w

ci
g
i xpTKcpTKp ⋅=⋅= ,,  (1) 

gdzie g
ip  jest ciśnieniem i-tego gazu, xi i ci – jego ułam-

kiem molowym i stężeniem w wodzie, Kxi i Kci – współ-
czynnikami prawa Henry’ego, odniesionymi odpowiednio 
do xi i ci, przy czym Kci= Kxi ·Mw /(ρw·Mi). Mw i Mi są ma-
sami molowymi wody i gazu, zaś ρw - gęstością wody.  
Na rys. 1 pokazano rozpuszczalność powietrza w wodzie 
o różnych wartościach ciśnienia i temperatury. Ujemne 
ciśnienie pw odpowiada stanowi częściowego nasycenia 
porów wodą i występowanie efektów kapilarnych. Jak 
widać, spadkowi ciśnienia gazu towarzyszy wydzielanie 
się nadmiaru powietrza rozpuszczonego w wodzie, przy 
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czym desorbująca ilość gazu jest większa w niższej tem-
peraturze oraz przy ujemnych ciśnieniach wody (tj. w wo- 
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Rys. 1. Rozpuszczalność powietrza w wodzie o różnej tempera-
turze i ciśnieniu (pw<0 odpowiada wodzie kapilarnej). 
Fig. 1. Air solubility in water at different water pressure and 
temperature (pw<0 corresponds to the capillary water). 
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Rys. 2. Wartości współczynnika prawa Henry’ego dla wody 
o różnej temperaturze i ciśnieniu (jego ujemne wartości odpo-
wiadają kapilarnemu zakresowi ciśnienia wody). 
Fig. 2. The Henry law coefficient for water of different tempera-
ture and pressure (the negative values correspond to the capil-
lary range of water pressure). 

dzie kapilarnej). Wynika to z faktu, że współczynnik pra-
wa Henry’ego jest zależny od ciśnienia i temperatury wo-
dy, np. dla powietrza można go wyrazić następującą, 
przybliżoną zależnością, [3]: 
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gdzie Ap3= 1.322·10-26, Ap2= 6.558·10-18, Ap1= 1.249·10-9, 
Ap0= 0.0972, Bp3= 3.967·10-25, Bp2= 2.232·10-16, Bp1= 
4.814·10-8, Bp0= 4.138, przy czym pw i T są wyrażone, 
odpowiednio, w [Pa] i [K]. Na rys. 2 porównano ekspe-
rymentalne i teoretyczne (dla ujemnych ciśnień pw wg 
[13]) wartości współczynnika Kxa z otrzymanymi ze wzo-
ru (2). Należy pamiętać, że zgodnie z prawem Henry’ego 
(1), niższa wartość Kxa oznacza wyższą zawartość roz-
puszczonego gazu. Tak więc, w wodzie kapilarnej (pw<0) 
może rozpuścić się wyraźnie więcej powietrza niż w wo-
dzie swobodnej (pw>0), czym można wytłumaczyć „nad-
miernie wysoką” zawartość gazów szlachetnych w pale-
ontologicznym lodzie wydobywanym na Antarktydzie 
[14].  

3. DESORPCJA POWIETRZA ROZPUSZCZO-
NEGO W WODZIE  

Po obniżeniu się ciśnienia wody swobodnej, rozpuszczal-
ność w niej gazów maleje i nadmiar rozpuszczonego po-
wietrza wydziela się w postaci pęcherzyków. Utworzenie 
sferycznego pęcherzyka gazu o promieniu R wymaga do-
starczenia energii powierzchniowej 4πR2σ, gdzie σ jest 
napięciem powierzchniowym wody, oraz wykonania pra-
cy 4/3πR3⋅∆p przeciwko różnicy ciśnień ∆p= pw – pg po 
objętości pęcherzyka. Tak więc, całkowita energia ∆E 
niezbędna do utworzenia pęcherzyka gazu wynosi [12]: 

 pRRE ∆+=∆ 32 3/44 πσπ . (3) 

Osiąga ona maksimum dla tzw. krytycznego promienia 
Rc, który można wyznaczyć z warunku 0/ =∂∆∂ RE . 
Uwzględniając, że ∆p= pw – pg= –pc , otrzymujemy [3]: 

 cc pp
R σσ 22

=
∆
−

= , (4) 

co jest zgodne z równaniem Laplace’a [1] i ma sens fi-
zyczny jedynie, gdy ∆p<0, tj. pc >0. Pęcherzyk o promie-
niu większym od Rc może dalej swobodnie wzrastać, zaś 
mniejszy będzie zanikał, o ile nie będzie mu dostarczana 
energia.  
Na rys. 3 przedstawiono energię pęcherzyka gazu w wo-
dzie o różnej temperaturze i ciśnieniu w funkcji jego pro-
mienia, zaś na rys. 4 – krytyczny promień tego pęcherzy-
ka w funkcji ciśnienia kapilarnego wody. Jak widać, przy 
niższych wartościach temperatury i ciśnienia kapilarnego, 
całkowita energia pęcherzyka gazu i jego promień kry-
tyczny są większe, a więc jego powstawanie i rozwój 
w takich warunkach jest trudniejszy. Może to mieć także 
wpływ na powstawanie pęcherzyków gazu w porach ma-
teriału, gdyż ich rozmiary muszą być większe od promie-
nia krytycznego, aby możliwy był samoistny wzrost ich 
objętości bez wpływu „więzów geometrycznych”. 
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Powstawanie pęcherzyków powietrza powoduje, że coraz 
większa część objętości porów zajmowana jest przez gaz, 
tak więc stopień nasycenia porów wodą maleje. Na rys. 5 
przedstawiono ciśnienie w pęcherzykach gazu o promie-
niu krytycznym, powstających wskutek desorpcji powie-
trza rozpuszczonego w wodzie, przy spadku jej ciśnienia 
do różnych wartości, zaś na rys.6 – część objętości wody 
zajmowaną przez te pęcherzyki. 
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Rys. 3. Całkowita energia pęcherzyka gazu w wodzie o różnej 
temperaturze i ciśnieniu kapilarnym w funkcji promienia pęche-
rzyka. 
Fig. 3. The total energy of gas bubble in water of different tem-
perature and capillary pressure as a function of the gas bubble 
radius. 
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Rys. 4. Promień krytyczny pęcherzyka gazu w wodzie o różnej 
temperaturze i ciśnieniu (ujemna wartość odpowiada wodzie 
kapilarnej) w funkcji ciśnienia kapilarnego. 
Fig. 4. The critical  water of radius of gas bubble in water of 
different temperature and pressure (the negative values corre-
spond to the capillary water) as a function of capillary pressure. 

Jak widać, przy dostatecznie dużych wartościach ciśnie-
nia kapilarnego wody i promienia pęcherzyków gazu, 
znaczna część objętości porów może być zajmowana 
przez powietrze. Może to mieć istotny wpływ na zawar-
tość wilgoci w materiałach porowatych, zwłaszcza pod-
czas gwałtownego spadku w nich ciśnienia wody, jeśli 

początkowo były one w pełni nią nasycone. Z równania 
(1) wynika bowiem, że objętościowe natężenie źródeł ma-
sy gazu tcg ∂∂ /  jest proporcjonalne do szybkości zmian 

jego ciśnienia w pęcherzykach ,/ tpg ∂∂  a więc także wo-

dy tpw ∂∂ / . W rozdziale 5 zagadnienie to zostanie prze-
analizowane bardziej szczegółowo dla modelowego zada-
nia testowego [5, 6].  
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Rys. 5. Ciśnienie powietrza w pęcherzykach o różnym promie-
niu krytycznym, powstałych wskutek desorpcji powietrza roz-
puszczonego w wodzie po obniżeniu się  jej ciśnienia do róż-
nych wartości (pw <0 odpowiada wodzie kapilarnej).  
Fig. 5. The air pressure in bubbles with different critical radii, 
emerging from the air dissolved in water after a pressure de-
crease to different values of water pressure (pw <0 corresponds 
to the capillary water). 
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Rys. 6. Część objętości wody zajmowana przez pęcherzyki po-
wietrza o różnym promieniu krytycznym, które powstały wsku-
tek desorpcji powietrza rozpuszczonego w wodzie po obniżeniu 
się  jej ciśnienia do różnych wartości (pw<0 odpowiada wodzie 
kapilarnej). 
Fig. 6. The volume fraction of water occupied by air bubbles of 
different critical radius, emerging from the air dissolved in water 
after a pressure decrease to different values of water pressure 
(pw<0 corresponds to the capillary water). 

Należy podkreślić, że przeprowadzone tutaj analizy mają 
przybliżony charakter i opierają się na wzorach słusznych 
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dla wody swobodnej, zaś wpływ porów opisany jest jedy-
nie przez ciśnienie kapilarne. Nie uwzględniają one także 
zjawiska kawitacji, które może towarzyszyć powstawaniu 
pęcherzyków gazu po spadku ciśnienia wody. Proces po-
wstawania i późniejszego wzrostu objętości pęcherzyków 
gazu (mieszaniny powietrza i pary wodnej) w materiałach 
porowatych jest bardziej złożony, zależny od rozmiarów 
i właściwości fizyko-chemicznych szkieletu materiału, jak 
wskazano m. in. w pracach [3, 10]. 

4. MODEL MATEMATYCZNY TRANSPORTU 
MASY I PĘDU W NASYCONYM KOMPOZY-
CIE CEMENTOWYM 

Wpływ powietrza rozpuszczonego w wodzie na transport 
masy, energii i pędu jest na ogół „a priori” pomijany, np. 
[2, 4], zaś nieliczne prace, w których go uwzględniono, 
ograniczają się jedynie do sformułowania odpowiednich 
równań bilansu masy, np. [7]. W niniejszej pracy rozsze-
rzono istniejący model matematyczny [2, 6] zjawisk cie-
plno-wilgotnościowych w materiałach kapilarno-porowa-
tych o bilans masy powietrza rozpuszczonego w wodzie, 
uwzględniając też odpowiednie człony źródłowe, związa-
ne z rozpuszczaniem się i desorpcją gazu z wody. 
Równanie bilansu masy szkieletu, uwzględniające jego 
odkształcenia pod wpływem obciążeń zewnętrznych oraz 
zmian ciśnienia wody i gazu w porach, które pozwala 
wyznaczyć zmiany porowatości wskutek tych obciążeń, 
ma następującą postać [2]: 
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gdzie n oznacza porowatość, ρs - gęstość materiału szkie-
letu, vs - szybkość przemieszczania cząstek szkieletu. 
Równanie bilansu masy cząsteczek wody (w fazie ciekłej 
i pary wodnej), po uwzględnieniu szybkości zmian poro-
watości wg (5), można zapisać następująco [2]: 
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gdzie ρgw jest gęstością pary wodnej, vws i vgs – prędko-
ściami barycentrycznymi wody i gazu względem szkiele-
tu, Sw i Sg= (1 - Sw) – stopniem nasycenia porów wodą 
i gazem, zaś d

gwJ - dyfuzyjnym strumieniem cząsteczek 
pary wodnej w gazie (mieszaninie pary wodnej i suchego 
powietrza). Dwa pierwsze człony pod operatorem dywer-

gencji opisują adwekcyjne strumienie masy wody i pary 
wodnej. 
Równanie bilansu masy cząsteczek powietrza w fazie 
gazowej, uwzględniające natężenie źródeł masy powietrza 
desorbowanego z wody, gaρ& , ma postać [3]: 
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gdzie ρga jest gęstością suchego powietrza, zaś d
gw

d
ga JJ −=  

- dyfuzyjnym strumieniem cząsteczek powietrza w gazie, 
natomiast pierwszy człon pod operatorem dywergencji 
opisuje adwekcyjny strumień cząteczek powietrza.  
Równanie bilansu masy cząsteczek powietrza rozpusz-
czonego w wodzie, którego stężenie zdefinowane jest 
jako c= ρwa / ρw, gdzie ρwa jest masą powietrza rozpusz-
czonego w jednostkowej objętości wody, można zapisać 
następująco [3]: 
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gdzie d
waJ  jest dyfuzyjnym strumieniem cząsteczek po-

wietrza w wodzie, zaś pierwszy człon pod operatorem 
dywergencji opisuje adwekcyjny strumień rozpuszczone-
go powietrza, poruszającego się wraz z wodą. 
Równanie bilansu energii ośrodka wielofazowego ma na-
stępującą postać [2]: 
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gdzie Ci (i= w, wa, g) oznacza, odpowiednio, ciepło wła-
ściwe wody, rozpuszczonego powietrza i gazu, T – tempe-
raturę, (ρCp)ef i λef – efektywne wartości pojemności 
cieplnej i współczynnika przewodzenia ciepła ośrodka, 

gwρ& - objętościowe natężenie źródeł masy pary wodnej, 
zaś ∆Hvap – ciepło parowania wody. Pierwszy człon rów-
nania opisuje konwekcyjny strumień ciepła przenoszone-
go wraz z poruszającą się masą wody i gazu. 
Aby możliwe było rozwiązanie równań (5) - (9), niezbęd-
ne jest równanie bilansu pędu ośrodka wielofazowego, 
które przy zastosowaniu efektywnych naprężeń szkieletu 
σ”, [8, 17], można zapisać następująco: 

 [ ]( ) 0gIσ =+−− ρα c
w

g pSpdiv " , (10) 
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gdzie α - stała Biota, ρ - gęstość wilgotnego ośrodka, I – 
tensor jednostkowy, g –przyśpieszenie grawitacyjne. 
Aby rozwiązać równania (6)-(10), należy określić warun-
ki brzegowe i początkowe dla zmiennych stanu ośrodka, 
tj. ciśnienia gazu pg, ciśnienia kapilarnego pc, stężenia 
rozpuszczonego powietrza c, temperatury T i wektora 
przemieszczeń u, oraz wprowadzić odpowiednie związki 
konstytutywne i fizyczne. Bliższe dane i informacje na 
ten temat przedstawiono w pracach [2, 3, 6, 16]. 
Równania różniczkowe (6)-(10), po wprowadzeniu odpo-
wiednich związków konstytutywnych i materiałowych, 
rozwiązano numerycznie stosując Metodę Elementu 
Skończonego do dyskretyzacji przestrzennej oraz w pełni 
niejawny schemat Metody Różnic Skończonych do cał-
kowania równań po czasie, co szczegółowo omówiono 
w pracach [2, 6, 16]. W wyniku tego otrzymano następu-
jący układ równań [3]: 

 ( ) ( ) ( ) ,xfxxK
t

xx
xC n

ii
n
j

n
iij

n
j

n
jn

iij 0111
1

1 =−+
∆

− +++
+

+  (11) 

gdzie i,j=1..5, 1+n
jx  oznacza wartości wektora zmiennych 

stanu (pg, pc, T, c, u) w węzłach siatki MES na n+1 kroku 
czasowym, ∆t – długość kroku czasowego, zaś ( )1+n

iij xC , 

( )1+n
iij xK , ( )1+n

ii xf  są macierzami układu.  
Na podstawie przedstawionej metody opracowano autor-
ski program komputerowy COMES-GEO, będący rozsze-
rzeniem programu HMTRA [2, 6], za pomocą którego 
wykonano obliczenia prezentowane w niniejszej pracy. 

5. WYNIKI SYMULACJI NUMERYCZNYCH 

Wyniki rozważań teoretycznych, przedstawionych w roz-
dziale 3, wskazują, że wpływ powietrza rozpuszczonego 
w wodzie, na przebieg zjawisk wilgotnościowych w mate-
riałach porowatych powinien być największy podczas 
szybkich zmian ciśnienia wody w ośrodku, w pełni nią 
nasyconym. Dlatego też, obliczenia wykonano dla mode-
lowego problemu testowego [5, 9], bazującego na do-
świadczeniu Liakopoulosa [11], w którym woda wypły-
wała pod wpływem sił grawitacji przez dno 1-m kolumny 
wypełnionej piaskiem, początkowo całkowicie nasyco-
nym wodą. Zadanie to zostało wybrane jako tzw. „bench-
mark problem” w geomechanice i było wielokrotnie roz-
wiązywane przez różnych badaczy w celu sprawdzenia 
dokładności i weryfikacji ich programów komputero-
wych, np. [2, 6, 9]. 
Obliczenia dotyczyły bardzo szybkiego procesu, którego 
całkowity czas trwania wynosił 2 godziny, dlatego pomi-
nięto w nich dyfuzyjny i adwekcyjny przepływ powietrza 
rozpuszczonego w wodzie, tj. człon źródłowy masy po-
wietrza desorbowanego z wody gaρ& obliczano bezpośred-

nio z prawa Henry’ego, zgodnie z następującym równa-
niem [3]: 

 
t

p
K

Sn w

ca

w
w

ga ∂
∂

−=
ρρ& . (12) 

W doświadczeniu Liakopoulosa [11], walcowa kolumna 
o wysokości 1 m, wykonana z pleksiglasu, została wypeł-
niona piaskiem „Del Monte”, którego właściwości fi-
zyczne wyznaczono w serii dodatkowych badań, a na-
stępnie całkowicie nasycona wodą. Po usunięciu szczelnej 
osłony dna, woda stopniowo wypływała przez nie pod 
wpływem grawitacji, w wyniku czego zawartość wody 
w piasku stopniowo malała. Podczas doświadczenia pre-
cyzyjnie mierzono i rejestrowano na kilku wysokościach 
zmiany ciśnienia wody i stopnia nasycenia nią porów oraz 
strumień wody wypływającej przez dno próbki. 
Podczas komputerowych symulacji dwóch pierwszych 
godzin tego doświadczenia, kolumnę tę modelowano za 
pomocą 20 izoparametrycznych elementów 8-węzłowych, 
a podczas obliczeń stosowano krok czasowy wynoszący 
∆t= 1s. Jako warunek początkowy przyjęto hydrostatycz-
ny rozkład ciśnienia wody, czy założeniu maksymalnego 
nasycenia ośrodka wilgocią, tj. Sw= 0.9975, co odpowiada 
obecności w porach niewielkiej ilości tzw. nieusuwalnego 
powietrza. Ten sposób modelowania zjawisk wilgotno-
ściowych pozwala na uniknięcie problemów numerycz-
nych, towarzyszących stanowi przejściowemu z całkowi-
tego do częściowego nasycenia porów wodą [5, 9]. Jako 
warunek brzegowy na dnie przyjęto zerową wartość ci-
śnienia kapilarnego, pc=0. Wartości podstawowych para-
metrów materiałowych, stosowanych podczas obliczeń, 
zestawiono w tablicy 1. 

Tabela 1. Parametry materiałowe przyjęte podczas obliczeń. 
Table 1. Material parameters assumed during simulations. 

Nazwa parametru Wartość 
Porowatość, [-] 0.2975 
Wsp. przepuszczalności właściwej, [m2] 4.5 10-13 

Gęstość szkieletu, [kg/m3] 2000.0 

Gęstość wody, [kg/m3] 1000.0 

Moduł Younga, [MPa] 1.3 
Wsp. Poissona, [-] 0.4 
Krętność kapilar, [-] 1.0 
Wsp. przew. ciepła szkieletu, [W/(m·K)] 2.5 
Przyśpieszenie grawitacyjne, [m/s2] 9.80665  

Ciepło właściwe szkieletu, [J/(kg K)] 810.0 
Lepkość dynamiczna wody, [Pa s] 1.0 10-3 
Lepkość dynamiczna powietrza, [Pa s] 1.8 10-5 
Wsp. przew. ciepła wody, [W/(m·K)] 0.58 
Stała Biota [-] 1.0 
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Obliczenia wykonano dla dwóch przypadków: 1) bez 
uwzględnienia wpływu powietrza rozpuszczonego w wo-
dzie; 2) z uwzględnieniem tych efektów, w tym źródeł 
masy powietrza desorbowanego z wody. Wyniki obliczeń 
przedstawiono graficznie na rysunkach 7-14. 
Na rys. 7 porównano rozkłady ciśnienia kapilarnego 
otrzymane dla obu analizowanych przypadków w 4 róż-
nych chwilach czasu. Jak widać, powietrze wydzielające 
się z wody po spadku jej ciśnienia, powoduje niewielki 
wzrost ciśnienia gazu w porach, rys. 8. 
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Rys. 7. Porównanie rozkładów ciśnienia kapilarnego na wysoko-
ści kolumny piasku w 4 chwilach czasu, otrzymanych z symu-
lacji dla analizowanych przypadków: 1) bez uwzględnienia po-
wietrza rozpuszczonego w wodzie;  2) z jego uwzględnieniem. 
Fig. 7. Comparison of the capillary pressure distributions on the 
height of a sand column at 4 time stations, obtained from the 
simulations for the analyzed cases: 1) neglecting the air dis-
solved in water;  2) considering it.  
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Rys. 8. Porównanie rozkładów ciśnienia gazu na wysokości 
kolumny piasku w 4 chwilach czasu, otrzymanych z symulacji 
dla analizowanych przypadków: 1) bez uwzględnienia powietrza 
rozpuszczonego w wodzie;  2) z jego uwzględnieniem. 
Fig. 8. Comparison of the gas pressure distributions on the 
height of a sand column at 4 time stations, obtained from the 
simulations for the analyzed cases: 1) neglecting the air dis-
solved in water;  2) considering it.  
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Rys. 9. Porównanie rozkładów stopnia nasycenia porów wodą 
na wysokości kolumny piasku w 4 chwilach czasu, otrzymanych 
z symulacji dla analizowanych przypadków: 1) bez uwzględnie-
nia powietrza rozpuszczonego w wodzie;  2) z jego uwzględnie-
niem. Górny wykres pokazuje szczegóły rozkładu dla Sw> 0.994. 
Fig. 9. Comparison of the water saturation degree distributions 
on the height of a sand column at 4 time stations, obtained from 
the simulations for the analyzed cases: 1) neglecting the air dis-
solved in water;  2) considering it. The upper graph shows de-
tails of the distribution for Sw> 0.994. 
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Rys. 10. Porównanie rozkładów względnego ciśnienia wody na 
wysokości kolumny piasku w 4 chwilach czasu, otrzymanych 
z symulacji dla analizowanych przypadków: 1) bez uwzględnie-
nia powietrza rozpuszczonego w wodzie;  2) z jego uwzględnie-
niem. 
Fig. 10. Comparison of the relative water pressure distributions 
on the height of a sand column at 4 time stations, obtained from 
the simulations for the analyzed cases: 1) neglecting the air dis-
solved in water;  2) considering it.  
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Rys. 11. Porównanie rozkładów pionowych przemieszczeń 
ośrodka na wysokości kolumny piasku w 4 chwilach czasu, 
otrzymanych z symulacji dla analizowanych przypadków: 1) bez 
uwzględnienia powietrza rozpuszczonego w wodzie;  2) z jego 
uwzględnieniem. 
Fig. 11. Comparison of the vertical displacement distributions 
on the height of a sand column at 4 time stations, obtained from 
the simulations for the analyzed cases: 1) neglecting the air dis-
solved in water;  2) considering it.  
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Rys. 12. Porównanie historii zmian szybkości wypływu wody 
przez dno kolumny piasku, otrzymanych z symulacji dla anali-
zowanych przypadków: 1) bez uwzględnienia powietrza roz-
puszczonego w wodzie;  2) z jego uwzględnieniem. 
Fig. 12. Comparison of the time histories of water outflow rate 
through the bottom of sand column, obtained from the simula-
tions for the analyzed cases: 1) neglecting the air dissolved in 
water;  2) considering it.  

W wyniku tego szybszy jest wypływ wody z materiału, tj. 
niższe wartości stopnia nasycenia porów wodą, rys. 9, 
czemu towarzyszą nieco wyższe wartości ciśnienia kapi-
larnego, rys. 7. Jednak różnice te są bardzo niewielkie, 
zwłaszcza obserwowane dla zawartości wilgoci (wyrażo-
nej tu jako stopień nasycenia porów wodą, rys. 9). Ponad-
to różnice te obserwuje się głównie na początku analizo-
wanego procesu, po czym stopniowo zanikają, co dobrze 
widoczne jest na wykresach względnego ciśnienia wody 
(tj. odniesionego do ciśnienia atmosferycznego), rys. 10, 

oraz przemieszczeń pionowych, rys. 11. Otrzymane 
w wyniku obliczeń wartości szybkości wypływu wody 
przez dno kolumny dla obu analizowanych przypadków 
różnią się bardzo niewiele między sobą, rys. 12, a przy 
tym są one nieco niższe od zmierzonych podczas ekspe-
rymentu przez Liakopoulosa [11]. 
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Rys. 13. Wartości stężenia powietrza rozpuszczonego w wodzie, 
na różnych wysokościach kolumny piasku, otrzymane dla róż-
nych chwil czasu z symulacji dla przypadku 2) uwzględ-
niającego wpływ powietrza rozpuszczonego w wodzie. 
Fig. 13. The concentrations of air dissolved in water, on differ-
ent heights of a sand column, obtained at different time stations 
from the simulations for the case 2) considering the effects of air 
dissolved in water. 
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Rys. 14. Wartości całkowitej masy powietrza wydzielającego się 
z wody, na różnych wysokościach kolumny piasku, otrzymane 
dla różnych chwil czasu z symulacji dla przypadku 2) uwzględ-
niającego wpływ powietrza rozpuszczonego w wodzie. 
Fig. 14. The total masses of air desorbed from water, on differ-
ent heights of a sand column, obtained at different time stations 
from the simulations for the case 2) considering the effects of air 
dissolved in water.  

Aby dokładniej przeanalizować efekty związane z desorp-
cją powietrza rozpuszczonego w wodzie, wykonano wy-
kresy rozkładu po wysokości kolumny jego stężenia, rys. 
13, i całkowitej masy wydzielonego gazu, rys. 14, dla 
różnych chwil czasu. Jak widać, powietrze początkowo 
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wydziela się głównie w pobliżu dna, gdzie występują 
gwałtowne zmiany ciśnienia wody po otwarciu wypływu 
przez dno, rys. 10, potem jednak efekt ten obserwuje się 
także w górnej części kolumny, gdzie ciśnienie wody tak-
że stopniowo maleje, ale z mniejszą szybkością.  

6. WNIOSKI  

W pracy przedstawiono model matematyczny transportu 
masy i pędu w odkształcalnych materiałach porowatych, 
w pełni lub częściowo nasyconych wodą, w którym 
uwzględniono źródła masy, związane z rozpuszczaniem 
się powietrza w wodzie porowej lub jego desorpcją.  
Wyniki obliczeń dla modelowego zagadnienia, w którym 
analizowano szybki wypływ wody z ośrodka porowatego, 
pokazują, że desorpcja powietrza rozpuszczonego w wo-
dzie, po gwałtownym spadku ciśnienia wody, powoduje 
nieco szybszą desaturację ośrodka, w porównaniu do 
przypadku nie uwzględniającego rozpuszczalności powie-
trza, jednak wywołane tym zmiany ciśnienia wody i gazu 
oraz strumienia wypływającej wody są nieznaczne. Moż-
na zatem wnioskować, że w przypadku porowatych mate-
riałów budowlanych, których przepuszczalność jest zwy-
kle wyraźnie niższa od analizowanego tu ośrodka, wpływ 
powietrza rozpuszczonego w wodzie na przebieg proce-
sów wilgotnościowych będzie jeszcze mniejszy i może 
być on pomijany podczas analiz tych procesów w prze-
grodach budowlanych, nawet przy dużym ich zawilgoce-
niu i szybkich jego zmianach. W przypadku modelowania 
kawitacji w ośrodku porowatym nasyconym wodą, wpływ 
powietrza rozpuszczonego w nim, jest jednak istotny, jak 
wskazują wyniki analiz przedstawionych w pracy [3]. 

MATHEMATICAL MODEL OF HYDRO-THERMAL 
PHENOMENA IN POROUS MEDIA CONSIDERING AIR 

DISSOLVED IN WATER 

Streszczenie:   A mathematical model of hydro-thermal 
phenomena in deformable porous media, partially or fully satu-
rated with water, considering the air dissolved in water, and a 
method of numerical solution of the model equations are pre-
sented. Physical fundamentals of air dissolution in water and gas 
bubble formation after a water pressure drop, as well as influ-
ence of capillary pressure on these phenomena are described. 
The effect of the dissolved air on the transient from fully to par-
tially saturated state, during a rapid, gravitational outflow of 
water from the bottom of a column filled with sand, is numeri-
cally analysed.  
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