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ROWNANIA TRAJEKTORII CIAL .
W CENTRALNO-SYMETRYCZNYM POLU CIAZENIA.
UWZGLEDNIAJACE BILANS ENERGETYCZNO-MASOWY

8TRESICZENIE

W pracy wykazano, Ze moment predko$ci ciata poruszajacego
sie w centralno-symetrycznym polu ciazenia jest wartoscia
stata, mimo zat czenia zmiennosci masy tego ciat a.
Przedstawiono zardwno klasyczne réwnania /zaktadajace stalosc
masy / +trajektorii ciata w centralno-symetrycznym polu
ciazenia, jak i réwnania tej trajektorii, przy uwzglednieniu
zmiennosci masy ciata. Imienncs$< masy opisano w funkcji jego
predkogci i w funkcji promienia wodzacego. Imiennosd masy
w Ffunkcji predkosci wyrazono dwoma réZnymi  rédwnaniami
i wykazano mazliwoéd oceny ich poprawncéci - przez pordwnanie

trajektorii opartych na obliczeniach z trajektoria
obserwowany .
WSTEP
Istotna role w odkryciu przez 1. Newtona prawa

powszechnego ciazenia odegraty sformulowane na poczatku

XVII w. przez J. Keplera trzy prawa ruchu planet dokot a

St afica:

I- kazda planeta porusza sig po elipsie, W ktdrej w  jednym
z ognisk znajduje sie Stofce;

1I1- pola zakreslone w rdéwnych czasach przez promien wodzacy

planety s3 sobie rdéwne;
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Roéwnania trajektorii cial w centralno-symetrycznym polu ciazenia...

I1I- szet¢ciany €rednich odlegtodci planet od Stafica maja sie
do siebie jak kwadraty okreséw ich obiegéw dokota
St otca.

Drugie prawo Keplera pozwolilo stwierdzié, ze sita
dziatajaca na planety jest centralna i jei kierunek
przechodzi przez f$rodek Stofica. Z pierwszego prawa Keplera-
przy tych samych zatoteniach — wynika, Ze sita przyciagania
jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtofci, zas =z
trzeciego, ze na wszystkie planety dziala ta sama sita.

U podstaw teorii grawitacji leza wigc prace Keplera i
Newtona. Prawa Keplera i Newtona nie trumacza Jjednak obrotu
samych orbit planet, co 'w ukkadzie stonecznym najbardziej
dostrzegalne jest dla Merkurego /planety lezacej stosunkowo
blisko Stonca/. .

Mmatematyczny opis zjawiska powszechnego ciazenia,
uwzgledniajacy obrét orbit planet, jest t.=scia ogolnej teori
wzglednoéci. Autor podial prébe uzyskania prostego rdwnania
ruchu planet, ktdre opisywato by rdéwniez efekt obrotu ich
orbit. Jest oczywistym, Z2e w prébie tej musiano wprowadzid¢ do

réwnafh  klasycznych pewne . niewielkie modyfikacje.
Polegaja one gidwnie na usunigciu niejednaoznacznosci
kilku pojec<. Najbardziej istotna modyfikacja jest

wykluczenie pewnika, Ze masa ciala jest wielkoscia stata.
Dzi¢ wydaje sie to banatem, ale chodzi o to, by =zasada ta
dotyczyta rdéwnah klasycznych. Ruch planet opisano w
inercjalnym /praktycznie/ ukladzie odniesienia zwiazanym 2z
ciatem centralnym /StoAtcem/, zas planety w obliczeniach
potraktowano jako ciaka prébne. Przyjeto sceptyczny punkt
widzenia, e opisywanie prawd absolutnych jest w fizyce
pozbawione sensu. Maina jednak opisywad prawdy majace istotne
znaczenie praktyczne /przyimowanie sensownych zat cten
upraszczajacych jest na pewnym etapie rozwazas naukowych
koniecznoscia /.

Przedstawione tu rozwazania sa kcntynuach pracy [ 3 1.
Daostepne obecnie wspdtczesne komputery pozwolity na
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uéci¢lenie wzordw obliczeniowych, co wdwczas nie byt o

ma liwe.,

T £ ga mn

3

® c 5 O

Po
stala,

- stata grawitacii /k=6,6732 10
- masa ciata centralnego i prébnego /m(u); mis v)-

WYKAZ WAZNIEJSZYCH OZNACZEN
predkofed swiatla;
mimosréds
stata /przyspieszenie grawitacyine/;

moment pedus

iy LN m2 kg_zlf;

w funkcji predkofci, mi{r) — w funkcji promienia/j
parametrs
promier’t wodzacy;

- czasj
- predkosé w polu ciazenia fur, u_ — skt adowe/;

s

- rdznica predkosci pomiedzy dwoma ofrodkami /vr, Vo~

skt adowe/;
odwrotnogd promienia / e= é /3
kat pomiedzy osia wielka a promieniem wodzacym;

predkotd katowa / . dla 'r=pf;

MOMENT PEDU I MOMENT PREDKOSCI CIALA PORUSZAJACEGO
SIE W CENTRALNO-SYMETRYCZINYM POLU CIAZENIA

wykluczeniu zatoZzenia, =Ze masa ciata jest wartofcia

zmiana momentu pedu ciata poruszajacego sig w

centralno-symetrycznym polu ciazenia wyniesie:

dJd d _ dr d m{u)
IE " ﬂ[rxm(u) ul = miu) gE XUt r x u) =t +
. /17
+ m{u) r x g—% = (r x u) ddméu) -
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Roéwnania trajektorii cial w centralno-symetrycznym polu ciazenia...

Z zaleznosci /1/ wynika, ze moment predkosci

wartogcia stata / a moment pedu ulega

usuniecia zatozenia statodci masy, drugie

pozostaje w mocy.

Jezeli przyjimiemy, 2ze dla promienia r=g

stuszne jest rdwnanie
uz kM
o P 2 L]

to dla tego przypadku

Faniewaz moment predkosci (r =< u)

/34 do /4/
katows odpowiadajaca dowolnemu promieniowi:

Wstawiajac otrzymuiemy wyrazenie

v ]

Skt adows predkosci prostopadta do promienia

zaleznodci:
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zmianom/,

prawo

(r » u jest
zas mimo

Keplera

{p—parametr)

-
s

jest wartcsciy stata, to

obliczymy =

-7
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ROWNANIE TRAJEKTORII CIALA PORUSZAJACEGO SIE
W CENTRALNO-SYMETRYCZNYM POLU CIAZENIA PRZY
ZAEOZENIU, ZE MASA JEST WIELKOSCIA STAEA

Jezeli predkodd katowa ciala rdZna jest od zera, wdwczas

stuszne jest rdwnanie:

dur
m-d—-E——mtn r - gl 7/
Uwzgledniaijac, ze
2_pkM = _ kM L
e Bl B R B B & el B 8’
otrzymujemy:
_rpkM _ kM
u, dur_-[—:—z—- -r—z]dr 4 /97

Cat kujac obustronnie /9/, otrzymujemy wyratenie na skl adowy
predkosci u, =

. _pkHM 2 kM
ur—/ - & = +C i /10a/

Stata cat kowania C uzyskamy z warunku, Zze dla:

r:z—P—El_ oraz r=-i——~——E'E

u, = 0, /10b/

Uwzglgdniajac powyzsze, stata C moEzemy wyrazid wzorem:
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Roéwnania trajektorii cial w centralno-symetrycznym polu ciazenia...

C=— (1-E . 711/

Biorac pod uwage /107 i /11/, otrzymujemy:

2
2 _ kM, _ P p s
u, we [ ? +2F+1 E ] 712/
Przyjmujac oznaczenia:
=I. d __dl’ =d'
e S 53 v T gt

oraz uwzgledniajac / S /, z zaleznosci / 12 / otrzymujemy:

2 a
(32 =J__,[_p‘-.2+2;..+1—52] /13a/
e p?
lub
g_:=t% gt el D %ISR, /13b/

RSzniczkujac obustronnie /13a/, otrzymujemy:

dow L= w3 714/

de” P
Rozwiazujac ostatnie rédwnanie, otrzymujemy wzdr
analityczny opisuiacy trajektorie ciata w polu

centralno—symetrycznym przy zatoZzeniu, Ze masa jest wartoscia
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stata:

P
r = - f15/

1+E:ns(p-po)

Zaleznosci /13b/ i /14/ pozwalaja réwnie: wyznaczyd
trajektorie tego ciara, korzystajac cat kaowania
numerycznego. Catkowanie takie zastosujemy, gdy nie bedzie
mozliwe wuzyskanie wzoru analitycznego. Przypadek ten
zachodzi¢ bedzie, gdy w obliczeniach zatocZymy, 2e masa jest
wielkofcia zmienng. Pordwnujac wyniki takich obliczen
numerycznych z obliczeniami numerycznymi wedtug wzordw /13b/
i /14/, matemy wnioskowad o poprawnoéci przyjimowanych zatozes
i poprawnosci uzyskénych wzordw obliczeniowych. Wyznaczona
wedtug analitycznego wzoru /157 trajektorie Merkurego
ilustruje tabela 1. i rysunek 1. Te sama trajektorie
wyznaczona przez cat kowanie numeryczne wedtug wzZordw
/13b/, /14/ ilustruje tabela 2. i rysunek 2. Pordwnanie obu
tabel umcliwia nam oceng przydatnosci wykorzystania
cat kowania numerycznego do analizy rozpatrywanych problemdw.
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Roéwnania trajektorii cial w centralno-symetrycznym polu ciazenia...

Obliczenia weryfikacyjne dla damych:

sasa ciada centralnego= 1.99100000000000E+0030;
stada grawitacji= b,47320000000000E-0011;
predosé dwiatda= 3,00000000000000€+0008;
parasetr p= 5.54518911800000€+0010;

nisosrod e= 2,05600000000000E-0001;

oblicz. amalit. wg. wz. rep/il-Ecosifil}

dlugoéé kroku calkowania [przy obl. nuserycznych) H= 8.72664000000000€-000%;

liczba sekund v prryjgtej jednostce czasus E.Wﬁ%[
liczba setréw w priyiptej jednostce odlegioscis 1.00000000000000E+0003:

fi

. Tabela 1.
_osega

t

0. (0000000000000E +0000
3. 23398774000000E-0001
1.04719755200000E+0000
1.57079632800000E+0000
2.09439510400000€+0000
2:6179978B000000E+0000
3. 14159245600000E+00C0
3. 64519143200000E+0000
4. 1B877020800000E+0000
4,7123898400000E+0000
5, 23598776000000E+0000
5.73958653600000€+0000
5.28318531200000E+0000
4. B067840BE00000E+0000
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5.98034883737563E40007
£, 746221 1306921€40007
5. 18054961 TR2BAE+0007
5. 54518911662507E+0007
5. 02828175241 332640007
4,70707220808433€+0007
4. 5995264 TATAASAE0007
4.70707221006432E+0007
5.02828175632678E+0007
5.54518912212178E+0007
5. 180549423741 23E40007
5. 7464221 I T134SIE0007
4. 780I488I937563E+0007
5. 74642210900 189E+0007

5. 57065968490406€-0007
5. 76347351708191E-0007
7. 10559704 TAT2HTE-0007
8.82730550418980E~0007
1. 0733485048301 0E-0006
1. 2250650797561 TE-0004
1. 28302357299324€-0008
1. 2250650787 2534E-000b
1. 0735485051 5903E-0006
8.82730548469271E-0007
7. 10549702987729€-0007
5. 94347351269108E-0007
5. 57045968690404E-0007
5.963467352707273E-0007

Rys. 1.

0.00000000000000€+0000
1.06326337954931E+0001
2.00142399816208E+0001
2.7585851614410TE+0001
3.38970086202129E+0001
3.91510278979263E+0001
4.39483206658807TE+0001
4.87460134338924E40001
5. 400003272003 74E+0001
5.02111897350498E+0001
6.78828017851730E+0001
7. 7264407986 THLTE+0001
8. o 77041 JBBAZ9BE+0001
9, BU29674TTTII27E 40001

a(R}/n(Rn}

1.00000000000000€ +0000
1. 5000000000000CE +0000
1,00000000000000E +0000
1.00000000000000E +0000
1.00000000000000E+0000
1. 50000000000000E+0000
1. 00000000000000E +0000
1,00000000000000E +0000
1. 00000000000000E +0000
1.00000000000000€+0000
1. 00000000000000E +0000
1. 00000000000000E+0000
100000000000y vwe  vuve
1,00000000000000€ +0000
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Obliczenia weryfikacyine dla danych:
nasa ciata centralnegoe 1,99100000000000E+0030;
stada gramitacii= 4.467320000000000E-0011;

predic

éwiatda= 3,00000000000000E+0008;

parasetr p= 5.54518911800000€+0010;
sinodréd e= 2,05600000000000E-0001;
oblicz. nus. wg. wz. dpr/dt=al0) (oseqa*28r-g),/easa statal;

dtugosé kroku catkowania (przy obl. nuserycznych) H= 8.72584000000000€-0005;

liczba :qu w przyjgte jednostce czasu= B.54000000000000E+0004
liczba setrow v priyjgte] jednostce odlegdosci-= 1.00000000000000E+0003.

alR) /alRn)

Tabela 2.
i R oaeqa t
0.00000000000000E+0000  4.98034B8T9375436+40007  5.57065968690406E-0007  0.00000000000000E +0000

5.23598775000000E-0001
1.0471§755200000E+0000
1,57079632800000E+0000
2.09439510400000E+0000
2.61799388000000E+0000
1. 14159226000000€+0000
3. 14159265600000E+40000
3. 66519143200000E+0000
4,18877020800000E+0000
4.71238898400000E+0000
5. 23598776000000E+0000
5., 7595B8653600000€+0000
5, 283184934600000E+0000
6.28318531200000E+0000
5. 30678408800000E+0000

b THAZ211T1I991E4+0007
. 1BOSA9617931ME+0007
5. 545189116721 80640007
5.,02826175248135€+0007
4.7070722081 1875E+0007
4, 5795264 T4TRATAE+0007
4, ST9S26ATATRATAE 0007
4, 7070722063621 2E+0007
5.02828174900937E+0007
5.54518911184587E+0007
£, 1805496 1268588E+0007
5, TAGA221095T 14TE+0007
5, 98034883937563E+0007
5. 98034883937563E 40007
6. 74642212582882E+0007

5. 96367751973691E-0007
7. 1036970432361 TE-0007
8. B2730550388343E-0007
1, 073548506801 05E-0008
1,22506507977623E-0006
1,28302357299324€-0006
1, 28302357299524E-1006
1, 2250650806526 1E-0006
1.07754850828740€-0008
8, B2T30551940887E-0007
7. 105697055297 48E-0007
5, 96347352817653E-0007
5. 57065958490404E-0007
5.57065958690406E-0007
5. 963673497323 53E-0007

Rys. 2.

1. 063263T39II964E+0001
2.00142399819937E+0001
2.76858516170518E+0001
3.38970086210493E+0001
3.91510278986743E+0001
4. J94BS1 727481 93E+0001
4.39485206666913E+0001
4. 874501 4328569E+0001
5. 40000327049793E+0001
6. 02111694990102E+0001
5.78820011204805E+0001
7.72644078935400E+0001

789703347 14BOAE+0001
8. 7897041 283774TE+0001
9. 852967049996 22E+0001
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1, 00000000000000E +0000
1.00000000000000E+0000
1, 00000000000000E +0000
1.00000000000000E+0000
1. 00000000000000E +0000
1, 00000000000000E +0000
1, 60000000000000€+0000
1.,00000000000000E+0000
1, 0000000000000 +0000
1,00000000000000€ +0000
1,00000000000000€+0000
1. 00000000000000E +0000
1,00000000000000E+0000
1, 50000000000000E+0000
1,00000000000000E+0000
1.00000000000000E+0000



Roéwnania trajektorii cial w centralno-symetrycznym polu ciazenia...

ZMIENNOSC MASY I ENERGII CIAL

Aby masa ciala ulegata =zmianie, jej nii.oczenie musi
dostarczy< ciatu pewna mase lub pobra¢ ja od niego. Takie
dostarczenie lub pobranie masy zwiazane jest z jednoczesnym
dostarczeniem bad: pobraniem pewnej energii. Dzieje sie to

zgodnie ze wzorem:

gdzie:
dp d [ m(u) u 1l
dt - . T
7/
du d [ m{u) 1
u

=m(ula—,E+ —E - =

Przykt adowo, przyrost pgedu /chodby hipotetyczny/ fotonu, dla
ktérego w pewnym inercjalnym uki adzie odniesienia /mdgiby to
by¢ osrodek, w ktérym rozchodzi sie fala elektromagnetyczna/

u=c, mazemy opisaé¢ wzorem:

o
3

.dp - g ¢(mc ) _
HE ™ g € £18Y

T

=1

Uwzgledniajac /167 i /18/, otrzymujemy rdwnanie wiazace
zaleznos¢ pomiedzy przyrostem energii i przyrostem masy
ciata, np. dostarczonej oddzial ywaniem kwantdw:

dE = c°dm. /197
Na uwage zastuguje fakt, Zze rdwnanie /19/ stuszne jest
niezaleznie od tego, jaki o rodek unosik fale

elektromagnetyczna, ktéra danemu cialu dostarczyta pewneld

energii i odpowiadajacej jej masy.
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Jezeli w rdwnaniu /17/ uwzglednimy zaleznodci /1&/

i /19/, to po przeksztalceniach otrzymujemy:

d [ m{u) 1 d

u
miw . TTam

/20/

u
5 -

Raz_uiqzu_jm: powyzsze réwnanie, otrzymujemy wzdr wyrazajacy
mase ciata w funkcji jego predkosci w inercjalnym uktadzie
odniesienia /w naszym przypadku jest to uktad zwiazany ze
Staticem/:

mu) = — MW= /217
] - _u
r:E
W przypadku ciata poruszajacego sieg ]

centralno-symetrycznym polu ciazenia, zmiane energii ciata i
odpowiadajaca jej zmiane masy ciata wyrazid mozna réwnie: w

funkcji promienia wodzacego r:

g5 & - mir) g . 22/

wim

Uwzgledniajac /19/ oraz /B/, otrzymujemy:

c2datr) = —m(r)E—gr ds . 723/

r

Po prawej stronie ostatniego rdéwnania wystepuje iloczyn
skalarny / r d s /, réwnaniu temu mozemy zatem nadad postac:

l:zdrntr} = —mtr}ﬁ-; dir = /28a/
re

Rozwiazujac powyzsze rdwnanie, otrzymujemy:

Zeszyty Naukowe AMW



Roéwnania trajektorii cial w centralno-symetrycznym polu ciazenia...

kM _ kM
2 2
c I’2 c l’1
mir,) = mr,) e . /24b/

2 1

W literaturze [&] spotykamy wzmianki, z2ze zaleznosd
masy ciata od jego prfdknéci stwierdzono do$wiadczalnie
jeszcze przed pojawieniem sie teorii wzglednodci. ZaleZnosci
/197 i /21/ wiazemy jednak ze szczegdlna teoria wzglednosci,
przy powstaniu ktérej istotna /choé¢ nie jedyna/ role odegraly
dof¢wiadczenia Fizeau oraz Michelsona-Morleya, dotyczace
unoszenia <wiatta przez odrodki ruchome. Osrodkiem takim
w dofwiadczeniu Fizeau / potowa XIX w./, powtdrzonym przez
Michelsona i Morleya [S51 w roku 1886, byk a woda.
Stwierdzono, Ze waoda unosi dwiatto tylko czesciowo.
W przypadku, gdy wspétczynnik zatamania $+-iatra ofrodka rowny
byt zeru /dofwiadczenia Michelsona-Morleya/, nie stwierdzono
unoszenia <wiatla w ogéle. Taka interpretacija wynikdw
doegwiadczen pozwolita przyjad w teorii wzglednosci 21
postulat, =Ze wszyscy obserwatorzy otrzymuja Jjako wyniki
pomiaru te sama predkosd swiatta, niezaleznie od tego
wzgledem jakiego uktadu obserwator spoczywa. Zaleznodci /19/
i /217 zostaty w teorii wzglednofci wyprowadzone po przyjeciu
powyZzszego postulatu. Autor niniejszego artykutu wzory te
akceptuje. Wydaje sie jednak slusznym, by w tym miejscu
zwrdcid uwage na fakt, Zze wykonujac dogwiadczenia dotyczace
unoszenia éﬁiatla przez otrodki ruchome, nalezato w
interpretaciji ich wynikdw uwzglednié¢ zjawisko Dopplera. Gdyby
zjawisko to uwzgledniono w opisie przejscia fali
elektromagnetycznej do ofrodka o innej predkosci, wdwczas
nalezatoby przyiad, ze wspdiczynnik unoszenia swiatla rowny
jest jednofci /4wiatto jest unoszone/. Autor opisat ten
problem w pracy [2].

Chociaz postulat statej predkosci <wiatia wydaje sie
watpliwy, nie ma praktycznych przestanek do rezygnacji ze

124
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sprawdzenia wzordw /19/ i /21/.

We wczedniejszych pracach [2] zostal podany wyprowadzony
rekurencyjnie odmienny wzdr opisujacy =zaleZnosc pomigedzy
czestotliwosciami fali elektomagnetycznej przy jei przejsciu
do of¢rodka o innej predkosci, a tak:e wzdr opisujacy zmiane
masy ciata przy jego przejéciu do ofrodka o innej predkosci:

miv,) =m0 cush[‘T"] . 1257

Autor postanowil réwniez ten wzdr poddaé prdbie.

ROWNANIE TRAJEKTORII CIALA PORUSZAJACEGO SIE
W CENTRALNO-SYMETRYCZNYM POLU CIAZENIA, PRZY
UWZGLEDNIENIU ZMIENNOSCI MASY TEGO CIAEA

WEDLUG WZORU /21/

Gdy uwzglednimy to, co podano w poprzednich rozdziatach i
przyimiemy, ze dla ciata poruszajacego sieg W
centralno-symetrycznym polu ciazenia stuszna powinna byc
zaleznosd

d miu) = d mir), 126/

whwczas z zaleinofci /19/, /217 i /24/ otrzymujemy:

2 kM
c“ d m{u) = —m(ul—rz dr . 27/

Biorac pod uuage' /21/, znajdujemy wyrazenie wystepujiace po

lewej stronie /27/:

c2 d miu) = ot W o = r’2 miu) u du, 4 /28a/
2|2
g e U
—Z

c
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Roéwnania trajektorii cial w centralno-symetrycznym polu ciazenia...

gdzie r = . /28b/

ey = - - 29/
= — dr
u r
1 =y
[ =4
Rozwiazuijac ostatnie rdwnanie, otrzymujemy zas:
2 W) - _2kM L. /30a/
c” 1In 1 - —= = =
c
lub
. [_ 2kM ] -
oot s e 2 1 . /30b/
2
c
Uwzgledniajac, 2e w ukladzie wspsi rzednych biegunowych
2
u2 = uf +oug /317

za:£ skt adowa predkosci u okesla zaleznotéd /6&/, znajdujemy:

2 [_2kH+F]
—5 =1 —"_2_—2“ o gt e . 132/
c c r
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Przyimujac oznaczenia:

-=-};d-=-dr";o=§—§ /337
oraz uwzgledniaiac /57, ostatnie réwnanie mozemy

przeksztatcié¢ do postaci:

d e 2 ' cz c T F
[E’T ] & e /38a/
2
c
lub
[ 2 kzlﬂ Sl B ]
1 - P kzﬁ '2 g c
de _ + 4 c ’ /34b/
de
p kM
——
(=
Po przyjeciu oznaczefi:
F1I = 1 5 1 I /3Sa/
€ Tmax
2 kM
S e —— + F
[ £ rrnax ]

F2 = e /35b/
oraz uwzglednieniu, 2ze dla r = ¥ i licznik prawej strony
rdwnania /34/ rdwny jest zeru, stata cat kawania F
wyznaczymy 2 zaleznofci:
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-

F = 1n [ ] . /35c/

“

zniczkujac obustrornie réwnanie /34a/, otrzymujemy:

(232 -r)
£.% = e - & . pi-v4
de”

Poslugujac sie metoda calkcwania numerycznego, stosulac
réwnania /34 - T4/ i wykorzystujac technike komputerowa.
mozemy wyznaczyé trajektorie interesujacei nas planety, np.
Merkurego. Réwnanie /34/ jest pomocne przy okreslaniu waresci
desde, dla r Ymax °Faz r rose ;

Opisujace trajektorie ciala w centra.na-symetrycznym pclu
ciazenia réwnania /34/, /3&/ nie =3 rdwnaniami elipsy, ale
opisywane nimi trajektorie swym ksztattem sa do niej bardzo
zblizone /dla znanych przypadkdw/ i odpowiadaig trajektoriom
cbserwowanym. Tabela 3. 1 rysunek 3. ilustruia wyniki
ablicze’t wedtug wzordw /34b-T&/ dla tege sameqo praypadio: €O
tabele 1. i 2. oraz rysunki 1. i 2. FRdznice w wynikach
abliczelh widoczne staja sig dla przvpadkdw, gdy t
przebiega w silnieiszych polach grawitacyinych. Tralisktorie
cpisywane wzorami /13-14/ nie zaleiy np. od masy ciata
bedacego 264k am certralrao-symetrycznego pola ciazenia - Jak
ma to miejisce w przypacdku trajektorii opisywanych rdwnaniami

/34-T%/., co ilustruja tabele 4-5 i rysunki 4-64.
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Obliczenia weryfikacyine dla danych:
sasa ciada centralnego= 1, 99100000000000E+0030;
stata grawitacji= 4.57320000000000E-0011;

predk

dutatda= 3,000000000000006+0008;

parasetr p= 5.54518911800000E+0010;
sinoirdd e= 2,05600000000000E-0001;
oblicz. num. wg. wz. dE/ds=wlus)iq, gdzie E=a(0)/sart(l-lus/c)*214c*2 ;
stata cafkowania= 2,54969948730000E-0008;

dtugoéé kraku catkowania {przy obl. nuseryczaychl He 8,72664000000000€-0005;

liczba sekund w przyjpte) jednostce czasu= 8. 54000000000000E ]
liczba setrow w pryigte; jednostce odlegtodci= 1.00000000000000€+0003.

fi

+0004;

‘Tabela 3.

oseqa

t

alR)/alRn)

0. 00000000000000E+0000
5. 235987760000006-0001
1. 04719755200000E+0000
1. ST079632800000€+0000
2.09439510400000E+0000
2.51799388000000E+0000
3. 14159265600000€ +0000
3. 14272711920000E+0000
3. 56519147200000E+0000
4, |BATI020B00000E+ 0000
4.71238898400000E+0000
3,233987746000000E+0000
5. 75958653600000E+0000
5,28318531200000E+0000
4, 28545421840000E+0000
5, 30472408800000E+0000

4. FB03AB9TT=RIE0007
6. 7457818081 3087E+0007
b. 17991252259626E+0007
5. 544594989981 19E+0007
5.02786016201152E+0007
4.7088590041155E+0007
4.5995265451SBE=0007
4,5995264TSH6T95E+0007
4. 705941464 32495E40007
5.02604363743549E+0007
5. SA20439797TI24E+0007
4. 17714320033728E 0007
5. 74408848609430E+0007
6, 98034220055943€+0007
4. FB034BEITZIT6E 0007
47478941881 38370007

5. 57083968690404€-0007
5. TAMBATTITAA2E-0007
7.1071621901 1984€-0007
8.82919100169285E-0007
1,07372855031067€-0006
1.22517606442594E-000
12830235331 7496E-0006
1.2830235725 160BE~0006
1. 22545387829 14E-0008
1. 074S0482959077E-0006
8, 3373274244T604E-0007
7,11249008755842£-0007
§.947801 40083754E- 0007
55704702831 1BT4E-2007
55706594871 3209€-0007
5.96106792719336€-0007

Rys. 3.

0. 00000000000000E+0000
1.06319221291625E+0001
2.00119085740704E+0001
2, 74818703096244E+0001
3, 189181 70332474E+0001
T 3HASLA001415TERO00L
4, 394241 S4506059E40001
4, 7952649381 LEBAE+0001
4.873877566188703E+0001
5.39890823762077E+0001
4, 019781381 76259€+0001
5.78365b09458915E+0001
7.72294519761619E+0001
8. TESSABB1048TEAE0001
8, 7905629205999 1E+0001
9. 549750989026 77E+0001

Zeszyty Naukowe AMW

1.00000002114080E+0000
1. 00000002{68IT4E+0000
1,00000002388804E 40000
1. 0000000266 2520E +0000
1.00000002934160E+0000
1.00000003136402E+0000
1.00000003209592E40000
1, 900000032095928+0000
1,0000000313701 JE+0000
1. 00000002937221E40000
1. 00000002663747E+0000
1. 0000000238986 7E 40000
1. (0000002188949E+0000
1.00000002114882E+0000
1.0000000211 48BCE+00C0
1.00000002187734E40000
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Obliczania weryfikacyjne dla danych:

sasa ciada centralnegos 1.99100000000000E+0031;
stata grawitacii= 6, 4T3200000000006-0011;
predeosc dwiat¥a= 3,00000000000000E+0008;
parasetr p= 5.54518911800000E+0010;

pinoirdd e= 2,05600000000000E-0001;

oblicz. nus. wg. wz, dE/ds=alusilg, gdzie E=al0) /sqrt (1-tus/c) 2182 ;
stata catkowania= 2,54969908689937E-0007;

#ugost kroku catkowania (przy obl. nuseryczaych) H= 8,72664000000000E-0005;

liczba sekund w przyjptei jednostce czasus B.£4000000000000E+0004; .
liczha setrdw w przyjetej jednostce odlegtofci = 1.00000000000000€+0003,

fi

Tabela 4.

oseqa

t

w(R) /a(Rnl

0. 00000000000000E+0000
5.27598776000000E-0001
1.04719755200000€+0000
1.57079632800000E+0000
2.09439510400000E+0000
2.41799388000000E+0000
3. 14159263600000E+0000
3. 15599161200000€+0000
3. 56519143200000E+0000
4. 18879020800000E+0000
4, 7123889B400000E+0000
£,23598774000000E+0000
5. 759584 53500000E+0000
4, 28318531200000E+0000
5. 31198322400000E +0000
5.80678408800000E+0000
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5, 960348839ITIAIE 0007
6, T4503633799134E+0007
5.17853573292991€+0007
5.5433177303811 1E+0007
5.02694974256118E40007
4,70439925625999€+0007
4.59952742325582E+0007
4, 599526475045 14E0007
4, 9494 772730395E 40007
5.00392995640542E+0007
5.51073612627236E+0007
6. 1431521 7853848E+0007
b, 7201922644 TBTSE+0007
6.,97951587697786E+0007
5. 7B0T48B332TTOTE+0007
5. T58B4B000233ITE0007

1, 76159725002973E-0008
1. BB665A14591072E-0006
2,24848374585253E-0006
2.7933241 592553 1E-0006
3. 1946577955391 7E-0006
3.87510387184849E-0008
4.05727510904513E-0004
4,05727678012792E-0006
3,89403888707544E-0004
3.427981 25046 J83E-0006
2,§2645222995562E-0006
2.27445016029644E-0004
1, 90062959411 112E-0006
1.76201 77647717 3E-0006
1, 76159727110786E-0006
1,87339256254362E-0004

Rys. 4.

0.00000000000000E+0000
3. 35162275468289E+0000
5. 32672774409600E+0000
8. 7510534343871 1E+0000
1.07139864362873E+0001
1.23747617833923E+0001
1. 78915641 7798582E+0001
1.39327172663622E+0001
1. 54048743602757E+0001
1. 705378441 11328E+0001
1. 899579092023 21E+0001
2.137.3768253297€+0001
1432787777355 14E+0001
2,7676341795565TE+0001
2.78455740803119E+0001
3. 10498595 205648E40001

1, 00000021 148804E+0000
1. 000000218846 17E+0000
1.00000023893368E40000
1,00000025631350€ 40000
1. 00000029366921E+0000
1.00000031347087E+0000
1.00000032095914E+0000
1.00000032095921€+0000
1.00000031443629E+0000
1.00000029502013E+0000
1.00000026788805E+0000
1,0000002403095we rvwww
1.00000021947531E+0000
1.00000021151328E+0000
100000021 148B04E+0000
1. 00000021809560E+0000
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Obliczenia weryfikacyjne dla danych:

sasa ciata centralnega= 1,99100000000000E+0032;
stata grawitacii= 6.47320000000000E-0011¢
arpdeosé éuiattas 3.00000000000000E +0008;
parasetr p= 5.34518911600000E+0010;

ateosrad e= 2.05400000000000E-0001;

oblicz. num. wg. w2, dE/ds=alusitg,

stada cadkowanias 2, 5494950828997 1E-0006;

dtugoés kroku cadkowania (pray abl. nuseryczayenl He 8.726640000000006-0003;

gdzie E=a(0)/sqrtil-{us/c1*20c*2 §

liczba sekund w przyjpte) jednostce crasu® 8, 44000000000000E +0004;
liczba aetrdw w prayjgte) jednostce odlegroséi = 1.00000000000000+0003.

Tabela S.
fi R omega t al(RI/alRn]

1, 00000000000000E+0000 &, FB034BRITITILIE D007 L ST085068690406E-0008  0.00000000000000E+0000 1. 0000021 1488241E+0000
<, 23598775000000E-0001  6.74204313007357E+0007  5,77142089385718E-0006 1,067552643829 24540000 1, 0000021B953558E-0000
1, 04T197S5200000E+0000 6. A7418992428721E-0007 7. 1203471B420935E-0006 1. 999094020546778E+0000 1, 000002391021 23E+0000
1.57079632000000E40000  5.5T929284249188E+0007 B, 24A11981224614E-000 2.75481157864698E+0000 1. 00000266507803E-0000
2.09439510400000E+0000  5,02408186142676E40007 |, 07SI4412695986E-0005 . IBAS2120632533E+0000  1.000002978IT2TLE000
2,51709788000000640000  4.704957009078326+0007 1. 22818682793475E-0005 3,90927457759SB0E40000 1, 00000313767468E+0000
3.14157265600000E+0000  4.50953467140391540007 1. 293017884TFTELE-0005 4 L IBETELZABSOTOME0000 1. 00000320958953E-0000
1,278862701200006+0000  4.59952647552405E+0007 1. 28302357258 144E-0005 4,51259695974775E40000 1, 0000032095957 LE+0000

4,5770669341 7955640007 1. 27010052587272E-0005  4.5134800800310€+0000 L. 00003193391 70E+0000

2. 5451 9143200000E 0000
4, 16879020800000E0000
4,71238898400000E+0000
5.275987750000008+0000
5. TS9E365360000CE 40000
5, 2971 8571 200000E+0000
5. 25772540640000E+0000
£.3067B40BB0000VE #0000

4, 33047501 248721540007
5, 24775357274569E+0007
5.97489195520063840007
6, 4686304956 1085840007
5. 91085022894623E-0007
5, 9B034BRI5ISI20E:0007
b F2TTTIZSLTHOSE-0007

1. 1632718050084 3E-0005
9.95780504 1 42934E-0004
7.9725076BI04ET0E-0006
5, 456804527181 48E-0000
€, 4872486491 7034E-0008
5,570¢5970759052E-0006
<, 56170883520037E-0006

Rys. S.

5, J5497I10828T95E+0000
5, 920440943783 26E+0000
b, 40393731656169E+0000
7. 45088641 28074BE+0000
8, 458485TSITROATE 0000
9,02522633978299E+0000
9.51978058977£50E+0000
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1, 00000305614751E40000
1. 0000028137461 TE40000
1.00000253005798E+0000
1. 9000022821 8594E 40000
1. 0000021361 4TS3E+0000
10000021 148828 1E+0000
1, 3000020324721 3E 40000
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Obliczamia weryfikacyine dla danych:

wasa ciata centralnego= 1.%9100000000000E+0033;
stata grawitacji= 6.67320000000000E-0011;
predkost <wiatZa= 3.00000000000000+0008;
parasetr p= 5.54518911800000E+0010;

winofrdd e= 2,05500000000000E-0001;

oblicz. nus. wg. wz. dE/ds=siusity, gdzie E=al0)/sqrt(l-lus/c) 2" 5
stata catkowania= 2.549553041971706-000%;

dugodd kroku cafkowania lproy abl. nuseryczaych) He B, 72564000000000E-0005;

liczba sekund w przyiptej jednostce czasu= B.44
liczba aetréu  przyigtej jednostce odlegroici = 1.00000000000000E+0003,

om;

Tabela 6.

fi R osega i t “a(R)fuiRn)
0.00000000000000E+0000 5, $8034BGI9TTS6IES0007 1, TRISTT26R0297IE-0005  0.00000000000000E+0000  1,00002114902535E40000
S.20S987760000006-0001 6.732606483961096+0007  1,693626810B47STE-0005 3. 3SS24129208979-0001  1.00002192724217E+0000
L DI7197S5200000E40000 &, 16052481491856E+0007  2.2616504T1T591SE-0008 6. 30SBETSGTABI24E-0001  1,000023953I0B20E+0000
| $7079632800000E40000  5.52662722080875E40007  2.81022141011180E-0005  8.71548T62680013€-0001  1.00002671213004E+0000
2. 09419510400000E+0000  5,01512339M8112640007 3. MZ69625261SHTE-0005 1. 066766897776726+0000 1, 00002943480096E40000
2. S1799880000006+0000 4. 700S1225031997E+0007  3.8BABLAMFATESIE-0005  1.23223408031136E+0000  1.00003140888029€+0000
T LAIST24SH00000E40000  4,S99631406SIIITEA0007  4,05709166452254€-0005 1. IGITIAZ9RI40E40000  1,00003209543B41E40000
3 4519143200000640000 4, 59960234958979E+0007  4,0STIAZS262I0A0E-0005 1. STTI067BIIIIITEN0000  1.00003209590117E40000

Rys. 6&.
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ROWNANIA TRAJEKTORII CIALA PORUSZAJACEGO SIE
W CENTRALNO-SYMETRYCZNYM POLU CIAZENIA W PRZYPADKU,
GDY MASE CIAELA OPISZEMY WZIOREM /25/

Stuszna wydaje sig Hipateza [41, ze jesli predkosc
ctrodka, w ktérym pole elektryczne /lub magnetyczne/ bylo w
sporcynku, wzrosia o 4 v, to predkos¢ pola w tym osrodku

powinna wynosid:
u = - c tgh ["?"] . /377

Jeteli we wzorze /21/ predkosd u wyrazimy wzorem /37/,
nalery sprawdzid, czy nowe wzaory opisuiace trajektorie ciata
poruszajacego sie w centralno-symetrycznym polu ciazenia bedy
poprawne czy tez nie - w tym przypadku trzeba ustalié¢, Jak
daleko beds od tej poprawnocsci odbiegad.

Po podstawieniu /277 do /21/ otrzymujemy:

mis v) = mi{0) cosh [iEz] ¥ /38a/s

stad:

- -
cC dmis V) = c° mlo) ainh[f?‘i] d [‘L—“i] . /38b/

Frzez analogie do /27/, przy uwzglednieniu /28b/,

otrzymujemy:

-

“ i a & v & o : .
c” m{d) sxnh[wz—] d[ = ] = = m(0) cnsh[—E—] e dr /3%a/
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lub
= & v & v kM
£ "gh[T] d[T] =i LN

Cat kujac obustronnie ostanie rdwnanie, uzyskujemy zas:

lub

—— = arcosh e
C [

gdzie F —stata catkowania.
W celu uproszczenia przyjmijmy zapis jak w /31/:

(& v)2 = V2 + vz .

gdzie - analogicznie do /&/ :
v wawe =B YER
s r []

Uwzgledniajac 740/, z zaleznosci /39d/ uzyskujemy wzor:

%"'E]Z - ? [ [ arcosh[ e{:g i F]] ]2 - Ezk_;]

lub - po uwzglednieniu /33/:

134

4 (163) 2005

/39b/

/3%c/

/39d/

/40a/

/40b/
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arcosh|e
8V T . . /427

L5 =5 - -, /43a/

gdzie
3] B2
osh 5 =
Eta) g arc e e " /43b/
2 _'5...;. = F
c
e -1
Wystepujaca w rdéwnaniach /39-43/ stala cal kowania F
obliczymy z warunku, ze dla r = Cath fe = 'maxf prawa

strona réwnania /41/ réwna jest zeru, stad:

- 1
F In o A . /447
o] )
p kM mi
cash T I e
S Tmin
Takze w tym przypadku opisujace trajektorie ciata w

centralno-symetrycznym polu ciazenia réwnania /42-44/ nie sa
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réwnaniami elipsy, ale opisywane nimi trajektorie sSwym
ksztattem /dla znanych przypadkéw/ sa do niej bardzo
zblizone.

Tabela 7. i rysunek 7. ilustruja wyniki obliczen dla tego
samego przypadku, dla ktdrego wyniki obliczern ilustruia
tabele i rysunki 1-2. Tabela i rysunek 8. ilustruja wyniki
obliczen dla przypadku, w ktérym masa ciata centralnego
byt aby 10-krotnie wigksza, zas tabela i rysunek 9., gdyby
masa tego ciata byra 100-krotnie wWigeksza. Obliczenia te
wykonano, aby pokaza¢ istotna wt asciwodd réwnanh /42-44/.
Poniewaz w tabelach przedstawiona wydruki wynikdw obliczen’
dla kolejno rosnacych wartosci kata e o kat =/6& i dla
przypadkdw, gdy F=roin OF2% For o o tatwo zauwazyd wkafciwosd
réwnan /42-44/. Wyznaczone nimi trajektorie dokonuia obrotu.
Kat obrotu tych trajektorii rosnie wraz ze wzrostem masy
ciata centralnego /lub zmniejszaniem sig¢ promienia/. Obrot
taki ilustruja réwniez rysunki 3-5, ale jedynie dla
przypadku, gdy obliczenia prowadzone byty =z wykorzystaniem
wzorédw /34-36/. Kat obrotu trajektorii opisywanej réwnaniami
/42-44/ jest znacznie mniejszy niz kat obrotu trajektorii
opisawanej dla tego samego przypadku za pomoca réwnarn
/34b-36/.

W obliczeniach przyjmowano, Ze r maja takie

max’ "min
same wartoéci jak w przypadku, gdy obliczenia prowadzone byt y
z wykorzystaniem rdwnat /13-15/. Wraz ze wzrostem masy mys
ciata centralnega postepowanie takie wprowadza btad do
obliczenn, co ilustruja tabele i rysunki 10-11. W tym
przypadku program obliczen numerycznych sam dazy do
wyznaczenia wl ag ciwego przebiegu trajektorii, jednak
konieczna jest korekta wyznaczenia wartosci g i Bozs
/co nie jest zasadnicza sprawa na cbecnym etapie rozwazan/.
Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze zardwno rdwnania /34=-3&/,
jak i /42-44/ wyprowadzono w oparciu o bilans
masowo-energetyczny. Réinice w obliczeniach wynikalja ze

sposobu okreslenia zwiazku pomigdzy masa rozpatrywanego ciata
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a jego predkoscia w ukladzie odniesienia zwiazanym =z ciatem
centralnym /ciatem o tak bardzo duzej masie, ze ciata prébne

. mie maja praktycznie wplywu na zmiany jego masy/. Inne
uproszczenia podane sa na poczatku rozwazash.

W litraturze dotyczacej stosowania w obliczeniach metod
numerycznych autor niniejszego artykutu spotkat dwa
wykluczajace sig wzajemnie twierdzenia. Pierwsze 2z nich mdwi,
e metody numeryczne sa nauka a nie sztuka, drugie za$ wyrata
przekonanie, Zze metody numeryczne sa raczej sztuka niz nauka.
Autor na podstawie swoich skromnych dogwiadczedh uwaza, 2e
metody te sa zardwno nauka, jak i sztuka. Uciekamy sie do
nich z konieczno$ci, ale moga by¢ bardzo pomocne. Zdajemy
sobie sprawe z bieddw metody oraz bieddw zaokraglen. Istotny
wpkyw na wyniki obliczedt ma takze dokt adnosdé c.kree-.lenia
danych wystgpuijacych w réwnaniach.

Encyklopedia fizyki podaje, Ze perihelium Merkutrego
obraca sie o 532 /2,57919 x 10 >
wzglednosci przewiduje, Ze orbita Merkurego powinna ulegac
precesji dookcta Statca wynoszacej 43°7/2.08469 x 10_4 rad/.
Szacunkowo moina przyiad, iz kat obrotu trajektorii
wyznaczonej réwnaniami /34b-3&6/ i zilustrowanej tabela oraz
rysunkiem 5. powinien byd bliski obrotowi perihelium
Merkurego w czasie t=100{87dni+23godz). W przypadku, gdy
obliczenia prowadzono z wykorzystaniem rdéwnah /42-44/, kat
obrotu zilustrowaty tabela i rysunek 7. W drugim przypadku
kat ten wynosi okoto 3, 4?x10_4rad. Ta szacunkowa ocena

rad/ na stulecie. Teoria

przyimuje, ze przynajmniej w pewnym zakresie kat obrotu
perihelium jest proporgjonalny do masy ciata centralnego.
Problem ten wymaga szczegdtowej analizy, co wykracza jednak
poza zakres wstepnych rozwazan. Obliczenia prowadzone metoda
cat kawania numery:znegar nie pozwalaja uzyskiwad wysokie)
doki adno$ci, ale podane wyzej dane uwidaczniaja, ze wyniki
obliczern wedtug wzordw /42-44/ nie odbiegaja bardzo od danych
dotwiadczalnych, czego nie mozna powiedzied o wynikach

obliczen z wykorzystaniem wzordw /34b-36&6/.
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Roéwnania trajektorii cial w centralno-symetrycznym polu ciazenia...

Obliczenia weryfikacyjne dla danych:

sasd ciata centralnegos 1.79100000000000E+0030;
stata grawitacjis &,47320000000000E-0011;
prediosc swiattas 3.00000000000000E+0008;
parasetr p= 5.545189118000006+0010;

pinosrdd es 2,05400000000000E-0001;

oblicz. nue. wg wz. dE/ds=alus)tg, gdzie E=a{0}fcosh(delta us)8c*2;
stata catkowania= |, 27484977836344E-0008;

dhugost kroku catkowania (przy obl. numeryczoychl H= 8.72664000000000E-0005;
£4000000000000

liciba sekund w prayjgtej jednostce czasu= B.
liczba aetrde w przyigtej jednostce odlegrodciz= 1.00000000000000€+0003,

i

R

E+0004;

a(R)/a(Rn}

0. 00000000000000E+0000
5, 23598774000000E-0001
1.04719755200000€+0000
1.57079612800000E+0000
2,09439510400000E+0000
2.61799388000000E+0000
3. 141 59263600000E+0000
3. 14147992240000E+0000
3.54517143200000E+0000
4., 18879020800000E+0000
4.71238898400000E+0000
5. 235987 75000000E+0000
5.75958653600000€+0000
.28318531200000E+0000
&. 28127257B40000E +0000
5. 80678408800000E+0000
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5. 98034883937563€+0007
5. THGAZATTIITOS2E+0007
5. 1BOSSIL0PMATSTE+000T
5. 545192849628 24E+0007
5, 020284444081 51E+0007
4, 70707357731 244E 40007
4. 5995264TATBATAE+0007
4, 57952647753955E 40007
4,70707081379908E+0007
5. 028278981 38601E+0007
5. 54518519859288E+0007
6. 1B0545I5635889€ 40007
b, T4641910191661E40007
6.98034847870205E+0007
6. 780IAB4T236566E+0007
5, TAGA490996882E 40007

4.57065968630406E-0007
5. 9635488063449 1E-000T
7.10368786525249E-0007
0.82729355530333E-0007
1. 0734TISTATTZRE-0006
1, 2250643669403TE-0006
1.28302357299524E-0006
1, 283023571 4SB1 2E-0006
1, 22506580551 L IE-0006
1. 0735494899857 3E-0006
8.82731797832255€-0007
7. 105706841 TI485E-0007
5. 95347884 TAST21E-0007
5. 57045994 335482E-0007
5. 57043995346832E-0007
5. 96364837510215E-0007

Rys. 7.

0.00000000000000E+0000
1. 06326374839396E+0001
2.00142541103754E+0001
2.74858761472337E40001
3. J970408498549E+0001
3.91510645596582E+0001
4.39485587528164E+0001
4, J949TASTTTHEZBE+0001
4,37450500744047E+0001
5. 40000648124079E+0001
£.02112138341583€+0001
&, TRZLILAA96302BE 40001
7. 72644101 355009€+0001
8. 78970383937769E+0001
8.78986515142817E+0001
9. 89296760770302E+0001

1.00000002114880E+0000
1, 0000000218821 LE+0000
1. 00000002386357E+0000
1, 000000026622T4E+0000
1. 0000000293591 2E+0000
1,00000003135259€+0000
1.90000003209592E+0000
1.00000003209592E+0000
1,00000003136261E+0000
1.00000002935915E+0000
1, 000000026422IBE+0000
1.00000002388560E+0000
1,0000000218621 3E+0000
1.00000002114880E+0000
1, 000000021 14880E+0000
1.0000000218821 1E+0000
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Obliczenia weryfikacyine dla danych:

nasa ciata centralnegos 1.99100000000000E+0031;
stata qrawitacii= 4.47320000000000E-0011;
predeos? Swiatta= 3,00000000000000E+0008;
parasetr p= 5,54518911800000E+0010;

sinodrad e= 2.05600000000000E-0001;

ablicz. nus. wg wz. dE/ds=wlus)lq, gdzie E=al0)bcoshidelta usite*?;
stada catkowania= 1,2748498905474E-0007;

drugoéd roku catkowania (przy obl. nuserycznychl He 8.72664000000000E-0005;

liczba muu:! w prayjpte] jednostce czasus 8. 64000000000000E+0004;
liczba setrow w przyjigte) jednostce odlegtusci = 1.00000000000000E+0003.

i

. Tabela 8.
osega

t

a(R} /uiRni

0. 0000US2A000000E+0000
5. 23598776000000E-0001
1.04719755200000€ 40000
1.57079632800000E+0000
2.09479510400000E+0000
2,£1799388000000E+0000
3. 14159228000000E+0000
3. 141 39245600000E+0000
2.56319143200000E+0000
4, 18877020800000€+0000
4.71228898400000E+0000
5.27598776000000E+0000
5. 7S95B43I600000E+0000
5.28318493600000E+0000
5, 28318531 200000E+0000
4. 3057840B300000E 0000

&, 9B034RAITITIAIE #0007
5. TH6TSAATTAZASIE0007
§.,18045240480794E+0007
5. 545099 1B793047E+0007
5,02821790805451E+0007
4, 70703798397489E +0007
A, S995264TTL2ET0E 40007
A, 5995284771 S17TE40007
4. 70710428872359E+0007
5.02834500280770€ 40007
5. SAS27766830844E+0007
5. 1806444 230B497E+0007
5, TAGABES2B9221 JE0007
5. 98034721021 682E 40007
4. 98034721016400E+G007
5. T463S49943L0TOE+0007

1. 76159726802973E-0006
1,88571699080008€-0006
2.24708938981798E-0006
2.79152964163613E-0006
T, 394944671291 99E-0008
JLBTA048975AZHABE-0006
4.05727477821430E-0006

4. 05727677817567E-0006

1. 8739431320357 1E- 0006
3. I9T7305450652E-2004
2. 7913499481 3047E- 0006
2. 2069497482831 3E-0006
1, 385843141 64625E-0004
1. 7615980903 1606E-0008
1, 76159809024272E-0006
1. 883916679421 52E-0006

Rys. 8.

0,00000000000000E+0000
3. 74229828351 777E+0000
5. 32894424928880E 40000
8, TSARA 1442801 12E40000
1.0718923701 1990 +0001
1. 278035TIS4T6B4E+0001
1. 38974441 246790E 0001
1.38974471972832E+0001
1, 54145581863 16BE+0001
1.7076057832328bE 0001
1.90402554643798E+0001
2. 1466309924 77STE+0001
2,44331100,067286E+0001
2, 7795471999847 LE+ 0001
2.779547RATOZATLE+000L

T ISTTISIT63T24E 0001 .

Zeszyty Naukowe AMW

1. 00000021 14BBO4E+0000
1,00000021882341E+40000
1,00000023885557E+0000
1.00000025622794E+0000
1, 0000002933951 4E+0000
1.0000003136281BE+0000
1.20000032095921E+0000
1. 00000032095721E40000
1. 00000031 352399€+0000
1. 00000029338772E+0000
1.00000025621937E+0000
1.0000002788521 TE+0000
1.00000021881913E+0000
1, 00000021 148B0FE+0000
1. 00000021 L 4BBOTE+0000
1. 06000021882739E+0000



Roéwnania trajektorii cial w centralno-symetrycznym polu ciazenia...

Obliczenia weryfikacyjne dla danych:

sasa ciafa centralnego= 1.39100000000000E+0032;
stala gqrawitacji= &.57320000000000€-0011;
predkost swiatda= 3.00000000000000E+0008;
parasetr p= 5,54518911800000E+0010;

ninosrad e= 2,056000000000006-0001;

oblicz. nus. wg wi. dE/ds=alus)tg, gdzie E=al0)icoshidelta usitc*Z;
stata catkowania= 1.27485101363418€-0004;

dtugod¢ kroku catkowania iprzy abl. nuseryczaych) He 8.72564000000000E-0005;

liczba sekund w przyjptej jednostce crasus q.meommem1
liczba setrbu w przyipte; jednostce odlegfosci:= 1.00000000000000E+0003.

fi

Tabela 9.
onega

t

a(R}/aiRn}

0.00000000000000E +0000
5.23596776000000E-0001
1,04719755200000€+0000
1.57079632800000E+0000
2.,09439510400000E+0000
2.41799388000000E+0000
3. 14159265400000€+0000
3. 1418544 5520000E+0000
3.66519143200000E+0000
4, |B879020800000E+0000
4,71218898400000E+0000
3.23598775000000E+0000
5, T5958657600000€+0000
4, 28218571200000€+0000
5. ZB344711120000E+0000
5.80678408800000E+0000
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. 9803488393736IE+0007
5, 746541 BIATTIFE0007
4. 18081 13945I850E+0007
5. S45436TIBA4065E+0007
5.02846001319253E+0007
4, 7071431 7084988E+0007
4. 59952649356 14TE+0007
1. 599526474784 34E 40007
4, 706979888464 18E+0007
5.02809775467429E+0007
5. 54492801 5678B4E+0007
5. 1802640848555 1E+0007
4, THE21THEB0A04T1E+000T
£,98033254047966E+0007
6.,98037258543952E+0007
b, THSSTBTTIOTL64E+0007

3, 37065768670406E-0006
5. 96336932292760E-0004
7.10509515919429E-0006
8.82651718589931E-0006
1. 07347239279090E-0005
1.22501773309435E-0003
1. 28302354251 959E-0003
1.2830235T299524E-0005
1, 2251131 T347SIBE-0005
1, 0736270789 TS03E-0005
0. 8281 J6BABALTATE-0004
7.10635363602037E-0004
5. 96407496 T4 S62E-0008
5. 570685701462705E-0004
3.57068362986622E-0006
5. 96336081698629E-0006

Rys. 7.

0, 00000000000000E 40000
1.04328883094353E+0000
2. 001514951 43008E+0000
2. THBTMSSTTITOTELO000
3. 389911 14942401 E+0000
3. 915T424695T613E+0000
4, J95101 2237414 TE+0000
4. 1953ITI9LLITTIELQ000
4. BT4BH0FIA2ITI2E40000
5.40021275543037E+0000
5.021273355TT005E 40000
5, 7713532109 1026E 40000
7.72:45015004124E+0000
8. 7BI4777963T9TIELI000
8.79022171002150E+0000
9,85296771979013E+0000

1,0000021 1488241E+0000
1. 0000021 B8LSBSIE+0000
1.00000238845771E+0000
1.00000264212033E+0000
1. 00000297381 3T4E+0000
1.0000031362041 1E+0000
1.00000320959669E+0000
1,00000320959471E40000
1, 0000031 3632623E+0000
1.00000293402546E+0000
1. 000002652364 TTE+0000
1. 00000238847 1 Z2E+0000
1.0000021 882308JE+0000
1.0000021 148B7I4E+0000
1. 0000021 148873IE+0000
1.00000218815655E+0000
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Obliczenia weryfikacyjne dla danych:

sasa ciata centralnego= 1. 99100000000000E+0036;
stada grawitacji= &, 57I200000000006-0011;
preakodd dwiatda= 3.000000000000008+0008;
parametr p= 5,54518911800000€+0010;

sinosrdd e= 2,05600000000000E-0001;

oblicz. num. wy wi. dE/ds=wlus)tg, gdzie E=a(0)tcoshidelta usitc*l;
stata cattowania= 1,28719992907022€-0002;
dhugosc kroku cattowania (priy opl. nuseryczaychl He B,72664000000000-0005;
liczba sekund w przyjpte jednostce czasu= 8.44000000000000E+0004;
liczba setrdw w prayjptej jednostce odlegfodci .= 1.00000000000000E+0003,

fi

Tabela 10.
oeegd

(R /a (RN}

0.00000000000000E+0000
5, 23598775000000E-0001
1. 0A719735200000E+0000

+ST079537800000E+0000
2.09479510400000E+0000
2,41799388000000E+0000
3. 14159265500000E+0000
3.56631822480000€+0000
3.86319143200000E+2000

5, 98074861937563E+0007
5.80657120114462E40007
5.50414237044068E+0007
5. 95156072475663E40007

5.37678335408062E+0007

4, 9206851 SA10407E+0007
4, 54577S40139583E 40007
4,59952647538452E40007
4, 6031255551 2291 E40007

5. 570459484904 06E-0004
5.B5871820287381E-0004
8. 415Z2025T5T04J4E-0004
7. 663005509271 78E-0004
9. 338922920493 T4E-0004
1 1L TABI23960499E-0003
1, 468354 TR29044E-2003
1. 28302757210139€-0003
1.28101802280094€-0003

_Rys. 10.

0.00000000000000E+0000
1.0645171072481 1E-0002
2,06264 70351 1508E-002
2, 732190334 73554E-0002
1447502388711 02E-0002
4, 2775421 48620419002
4, 74791 752764855E-0002
5., 134756011 76B66E-0002
5,22799547522997E-0002

Zeszyty Naukowe AMW

1. 02137402251 150E+0000
1,02192565943122E+0000
1. 02295669860154E40000
10251 L4TALA964LE 0000
1,0278345888981 LE+0000
1.07040700183082E+0000
1.0321459205021 2E+0000
1. 03261544 53404E-0000
1. 072990631 28184E40000
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Roéwnania trajektorii cial w centralno-symetrycznym polu ciazenia...

Obliczenia weryfikacyine dla danmych:

sasa ciala centralnegos 7,95400000000000E+0034;
stata grawitacji= &,47320000000000E-0011;
predeadt dwiatda 3.00000000000000€+0008;
parasetr p= 3.54518911800000E+0010;

simoérdd e= 2,09600000000000E-0001;

blicz. nus. wg wz. dE/ds=alusitg, gdzie E=a(0)tcosnidelta usitc'y;
stata cadkowania= 5.2911564920064BE-0002;

dhugos¢ kroku catkowania (przy obl. nuserycznych) H= 8.72554000000000E-0005;

liczba sekund w przyigtej jednostce crasu= 8. 44000000000000E+0004;
liczba setrdw w pryigte; jednostce udlﬂh{c: -= 1,00000000000000€+0003.

fi

R

Tabela 11.
onegi _

-

t

alR} /a(Rnl

0.00000000000000E+0000
5. 27598776000000E-0001
1. O4719755200000E+0000
1,57079632800000E+0000
2,09439510400000E+0000
2.61799388000000€+0000
T, 141 59265600000E+0000
1. 5519143200000E+0000
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4. 9803458393 TIATES0007
£.,72271984294054E+0007
4. 32778826459080E+0007
5.0644993b66331TE+0007
5, 43878042952000E+0007
5. 200911 22569412E40007
4, B5AATHATA2IBIREL000T
4, LA9TIIB972I994E 0007

1. 11413193738081E-0003
1. 20115997 1S3794E-0007
1, J5594448180939€-0003
1. 47604965405640E-0001
1, 7072208347 4663E-0003
2.00692894045844E-0003
2.303404908501 70E-0003
2.51086362534102E-0003

0, 00000000000000E +0000
5.30389151332011E-0003
9. FA3ANETI6ATIONE-0003
1,42971648324580E-0002
1.81306218786127E-0002
2. 1408598984925 1E-0002
2.42179985919177E-0002
2.47239306235708E-0002

1. 08827445057623E+0000
1.09181022537452E40000
1.09781854260371E40000
1. 10225881898244E+0000
1. 11035769025325E+0000
1. 12023510200384E+0000
1, 12934309111 573E40000
1. 1754121 8982949E+0000
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Obliczenia weryfikacyjne dla danych:

wasa ciafa centralnego= 1.99100000000000E+0037;
stada qrmtu:jh 5,47320000000000E-0011;
predosé swiatda= 3,00000000000000€+0008;
parasetr p= 5.54518911800000E+0010;

ainoérdd e= 2,05500000000000€-0001;

obl. numer. wg w2, dpr/dt=alur) (onega*ltr-gl;

ddugost kroku catkomania fprzy obl. nuserycznych) K= 3.72664000000000€-0005;

liczba sekund « prayigte] jednostce czasu= 8,64000000000000E+0004;
liczba metrw w przyjgtej jednostce odlegtosciu= 1.00000000000000E+0003,

fi

R

Tabela 12.
.;.ﬂ_.. R

t

a(R) /niRn

0.00000000000000€+0000
5.23598774000000E-0001
1. 04719755200000E+0000
1.57079632800000E+0000
2, 094395 10400000E+0000
2.41799388000000E+0000
3. 14159265600000E+0000
3. 14599950920000E+0000
3. 665191472000008+0000
4. 18879020800000E+00C0
4.712388928400000E+0000
5, 23S98775000000E+0000
5. 75958657600000E40000
6. 28318521200000€+0000
5.20199921340000E+0000
5.30678408800000E+0000

5. 980J4883937363E+0007
5. THBS29STATIVTTEL000T
5, 181507270453 T9E+0007
5. 54770325 14183IE+0007
5. O3L16TTABATATE+OOT
4, 708841 6B634107E+0007
4, 39953413907732E+0007
4. 5995254 TATATUE 0007
4. 70521 338878402E+0007
£, 024010281 4520TE+0007
5.53766037918390E+0007
5170778494121 1E40007

A TI02773737323E 40007
5.98027822537108E+0007
. 9B0T48839I7I6IE 10007
5, TSI9T4T14841 32840007

1, 76159724802973E-0003
1.88581908785774E-0003
2.246249852944TBE-0003
2.78B90938721576E-0003
1.39094483858120E-0002
3.9710B495752610E-0003
4.05726326097S44E-0003
4. 05727679235225E-0003
3. B7705742331923E-0003
1. 40063760918778E-0003
2.79903447260238E-0003
2,254 1404 2240992E-0003
1890020199514 T4E-0003
1, 76163299910333E-0003
1. 7615972680297 3E-0003
1. 861686272111 T4E-0003

Rys. 12.

0. 000¢0000000000E+0000
3.36235561270246E-0003
6. 3295222660351 6E-0003
8. 75698747941 713E-0003
1.07232371196248E-0002
1. 138434878T0910E-0002
1, 39040434294000E-0002
1, 39166352291075E-0002
1, S4205657703002E-0002
1.70799770235284E-0002
1, 70397 ISTIATHLIE-0002
2, 1457 1931 51635E-0002
2.44167990847237E-0002
2.7T775258T009437E-0002
2, 783314871 756266E-0002
3. 114128041 2335260002

Zeszyty Naukowe AMW

"1, 2355151602424 SE+0000
1. 2446043744 7830E+0000
1. 26974332859 T4 1E+0000
1. 3048493715511 7E40000
1. 3410096642585 2E+0000
1. 2582155810241 CE+0000
1. JTR44BI40S3Z62E 0000
1. JTR44927TTSRTIE0000
1. J6BSATITIBSETIE-0000
1. J415709578 1 BIRE+0000
1, 30549924574957€ 40000
1. 2702757691 46TTE <0000
1. 24490739512 222E-0000
1, 235517803541 29E+0000

2355151 024245E 40000
1. ZHAT0SBIEITI2IEL0000
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Roéwnania trajektorii cial w centralno-symetrycznym polu ciazenia...

Przedstawione tu tabele beda pomocne w ocenie moZzliwosci
usykania doktadnosci obliczed. Celem autora jest zwrdcenie
uwaq} czytelnika na nowe mozliwosci w zakresie opisu zjawisk
zwiazanych z powszechnym ciazeniem. Autor pragnie tez zwrdcid
uwage na fakt, z2ze nie wszystkie wyniki przedstawione w
tabelach obliczono z Jjednakowa dokiadnoscia. Najwigksza
dotyczy obliczed promienia i kata.

W pracy [3]1 zostata podjeta pierwsza préba opisania
trajektorii ciata w centralno-symetrycznym polu ciazenia.
Autor nie mégt jeszcze wédwczas korzystad z odpowiedniej klasy
komputera i jego oprogramowania, musiat mu zatem wystarczyc
materiatl pordwnawczy. W pracy tej przedstawiono uzasadnienie,
e moment predkosci (r x u) jest wartoscia stalta /rdwnanie 1/
oraz przylieto hipoteze, 2e zmiana energii ciata
poruszajacego sie w polu centralno-symetrycznym uwarunkowana
jest zmiana skiadowej pedu p_. Przy tym zatozeniu otrzymano
réwnanie pozwalajace wyznaczyd trijektorie ciata W
centralno-symetrycznym polu ciazenia:

[pk_2H'2_2k2H,*:]
d &2 <2 T e £

e = ’ /45a/
[' ; k M

2
i kM - -_P
gdzie C = = 1 [ 1 = ] . /45h/

Hipoteza ta byta na tyle trafna, 2ze tak wyznaczona
trajektoria stata sie doznajaca obrotu elipsa. Obecne
obliczenia numeryczne / tabela 12. / pokazuja jednak, 2e
obrét wyznaczonej tym réwnaniem trajektorii jest zbyt maly,
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aby ' mégt by¢ poprawny.-. Wynika 2z tego, tn. rozpatrywans
trajektorie ciata 'w centralno-symetrycznym polu ciaZenia
najlepiej /w sensie poprawnofci/ opisuja réwnania /42-44/.

W pracy [3]1 przedstawiono take rduwnanie /25/ araz
réwnanie:
oo
c
uz = 91 e F fa&/
. kM k M
gdzie sy = e = =,
12 Yo [

Réwnanie /24b/ pozwala wyrazid mase ciata poruszajacego sie w
centralno-symetrycznym polu ciazenia w funkcji promienia, zas
réwnanie /4&/ wyrata czestotliwodéé fali elek*romagnetycznei w

i funkcji tego promienia.

PROSTY PRZYEAD ILUSTRUJACY ROZNICE W METODACH
WYZNACZANIA TRAJEKTORII CIAE
W CENTRALNO-SYMETRYCINYM POLU CIAZENIA

Masge ciata poruszajacego sie w centralno-symetrycznym
polu ciazenia mofemy wyrazié¢ w Ffunkcji promienia wodzacego
mi{r) lub w funkcji predkofci miv). Obliczenia sprawdzajace
najprogciej jest wykona¢ dla przypadku, gdy r = Tmin °razr

5 wiwczas v_ = 0, zas v = v = r we. Jezeli
masx 2 r s
trajektoria wyznaczona zastata przy wykorzystaniu rdwnan
/42-44/, zachodzi nastepujaca zaleznosd:

== r

m{rmin) m{rmin)/m{rw) m(v(rmin})
mir Y T mir Y7mirJ  mivir 1 e T4
ma max o max

Féwnanie /47/ 1ilustruje spetnienie bilansu masy ciata
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poruszajacego sie¢ w centralno-symetrycznym polu ciazenia
/réwniez bilansu energetycznego/. Spetnienie tego rdwnania
jest warunkiem koniecznym poprawnosci opisu rozpatrywanej
trajektorii. Dla danych z tabeli 7. otrzymujemy:

™min’  _ 1,00000003209592

mr_ ) .

= 1.000000011 ;

vir . ) X 4599.526477 10’ % 12.83023571 10/ =
~ 59013.00885 [m/s] ;
vir, ) X 6980.3488393 10”7 % 5.570659886 107/ =
~ 38885.14817 [m/s] ;
v(rmin)
cosh[T] = 1.000000019 ;
“
Vtrmak’
l:nsh[T] X 1.000000008 ;
h [v(rmin'.l]
1‘..‘.’..‘:.".'.%.5’2_ - cm___._DSh c = 1.000000011
m( vir 1) - = y L
max vir )
max

Widacd z powyZszego, Ze rdwnanie /47/ jest spelnione.

Gdybysmy trajektorie wyznaczyli przy wykorzystaniu réwnan
/13-15/, ktdre nie wuwzgledniaja zmiennosci masy ciata
/tabele 1-2/, otrzymaliby$my wdwczas:

m( v(rmin!) mlrmin)

mlvir__ ) mir_ ) -
max max

Jezeli obliczenn dokonamy jak w przyktadzie wykorzystujacym
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dane z tabeli 7., otrzymamy:

m{ v(rmi“)}
= 1.000000011 .

m{ vir___ 17

m v(rmaxl
Dla przypadku, gdy trajektorig wyznaczymy na podstawie rdwnan
/42-44/, przy zaloteniu 100-krotnie wigkszej masy cialta
centralnego /tabela 9./, wdwczas

mir ] mi vtrmin))

min = 73 = 1.000001095 .
X

mir ) m{ vir
m m

ax a

Réwnanie /47/ zostanie spetnione rdwnie: w przypadku, gdy
trajektorie wyznaczymy z wykorzystaniem rdwnah /34b-346/. Moze
ono stanowi¢ takze Jjedno z rdwnan pozwalajacych okreslid

nieznane wartosci: r

min® "max

ZAKONCZENIE

W pracy przedstawiono opis metody wyznaczenia trajektorii
ciata poruszajacego sieg w centralno-symetrycznym polu
cigzenia przy uwzglednieniu zmiennosci masy tego ciata oraz
dokonano wstepnej weryfikacji WZOrdwW opisujacych te
zmiennosdé. Oczywistym jest, ze zardwno sama metoda, Jjak i
wzory podlegaja dalszej weryfikacji, z wykorzystaniem
lepszego sprzetu i by moze doskonalszych programéw obliczeni.
Pamigta¢ nalezy, ze spetnienie réwnania /47/ oznacza tylko
spet nienie warunku koniecznego poprawnosci opisu  trajektorii
ciata w centralno—-symetrycznym polu ciazenia. Ostateczna
ocens bedzie zgodnosc wynikdéw obliczen z rzeczywistofcia. Na

= podstawie przedstawionych wyZzej danych réwnania /42-44/ moga
w peltni spelni¢ warunek takiej poprawnocici.
Zjawiskiem powszechnego ciazenia, w tym wyznaczaniem

trajektorii ciat w centralno-symetrycznym polu ciazenia
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zajmuje sie ogdlna teoria wzglednosci. Wykorzystuije
bardzo uogslniony aparat matematyczny post ugujac

pojeciem czterowymiarowei pseudor iemannowskiej przestrzeni
zdarzen. Rozwiazanie rozpatrywanych tu problemdw na gruncie
pracy
[S]1. Zajmowanie sie ta teoria daleko wykracza poza mozliwosci
nifiejszego artykuru, dlatego tez zostaje tu podany jedynie

ogélnej teorii wzglednofci przedstawiono przykt adowo w

wzér /bedacy rozwiazaniem uproszczonym/ zaczerpniety z

[S52:
d2 - _ 1 2
—_— = - = e tae ,
de” B
¢
gdzie ; = §—E§! &
c
Wyznaczenie interesujace] nas trajektorii

wykorzystaniu rdwnania /48/ wymaga dwukrotnego catkowania
numerycznego, co moe znacznie obnizy¢ dokiadnosc obliczen.

Autor zrezygnowat wiec z ilustracji wynikéw obliczen wedt ug

tego wzoru.
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TRAJECTORY EQUATIONS THAT ALLOW FOR THE ENERGY-MASS
BALANCE OF OBJECTS IN THE CENTRAL-SYMMETRIC
GRAVITATIONAL FI1ELD

Summary

The work proves that the velocity of a body moving in the central-symmetric gravitational field
is constant, despite the assumption of its mass variability. Presented are not only the classical
equations (assuming the constancy of mass) in the central-symmetric gravitational field but also the
equations of that trajectory, with variability of mass. The variability of mass is described as function
of the velocity and function of the radius vector. The variability of mass is expressed in two diffe-
rent equations, and presented is a possibility of correctness assessment of the equations by means of
comparison of trajectories based on computations with these observed.
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