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MASY CIAL I ICH TRAJEKTORIE W OSRODKU
7Z CENTRALNO-SYMETRYCZNYM POLEM CIAZENIA

STRESZCZENIE

Przyjmujac, ze masa cial jest funkejg ich predko$ci w ofrodku (ukladzie) z cen-
tralno-symetrycznym polem cigzenia, oraz potencjalu tego pola wykazano, Zze opis
zjawisk zwigzanych z powszechnym cigzeniem mozna wykonaé¢ w oparciu o tok
rozumowania stosowany w fizyce klasycznej.

Wyprowadzone zalezno$ci maja postaé zblizong do zaleznoSci wg ogoblnej teorii
wzglednoéei i zgodne sg z wynikami do$wiadczen.

L]
WSTEP

Opisujgc trajektorie cial w oérodku z centralno-symetrycznym po-
lem ciazenia przyjmuje sie zazwyczaj, ze ich masa jest wielkoscig stala.
Takie zalozenie jest pewnym, byé moze niezamierzonym, uproszezeniem.
Choé w wiekszosei przypadkéw uproszezenie to nie ma wiekszego zna-
czenia, to niekiedy moze byé przyczyna (np. opis trajektorii Merkurego)
niegcistosci w obliczeniach.

W ogélnym przypadku nalezy zalozy¢, ze masa cial jest funkeja ich
predkosci w osrodku oraz funkcja potencjalu pola ciazenia.

W celu uproszczenia rozwazan (chodzi tu tylko o wyjasnienie istoty
rzeczy) przyjmiemy, ze bedziemy rozpatrywaé ruch cial w o$rodku beda-
cym inercjalnym ukladem odniesienia. Ponadto przyjmjemy, ze masa ciala
bedacego zrodlem pola centralno-symetrycznego jest nieporéwnywalnie
wieksza od masy cial, ktorego trajektorie opiszemy oraz, ze cialo to znaj-
duje sie w spoczynku w przyjetym ukladzie odniesienia. W przypadku
takiego uproszczenia nie uwzgledniamy zmiany masy ciala bedacego zrod-
lem pola centralno-symetrycznego.

W rozwazaniach usécislono réwniez stala
kM
e (1)
" okreslong mianem ,,przyspieszenie grawitacyjne”.

Ruch ciala w osrodku (ukladzie) z centralno-symetrycznym polem

ciagzenia najpro$ciej mozna opisywac¢ za pomocg wspolrzednych bieguno-
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wych =, @, w poczatku ktérych znajduje sie cialo bedace zrédlem pola
centralno-symetrycznego. Taki uklad wspélrzednych przyjmiemy w na-
szych rozwazaniach.

* MOMENT PEDU I MOMENT PREDKOSCI CIALA PORUSZAJACEGO
SIE W OSRODKU Z CENTRALNO-SYMETRYCZNYM POLEM CIAZENIA

Zmiana momentu pedu ciala poruszajacego sie w osrodku z central-
no-symetrycznym polem cigzenia wyniesie:

dJ_ d o i didi
AL dt[ra:m(r,u)u]_dtxu m (7, u) +
bl din (ri) A _Si_u Loy dm(r,u)
Flreu) ~— =41z = m(r,u) =z e T (2)

Z zalezno$ci (2) wynika, ze moment predkosci (;.r E} jest wartoscig
stala.

Predkosé kaqtowa ciat poruszajacych sie w osrodku
z centralno-symetrycznym polem cigzenia

Przyjmijmy, ze dla promienia r= p (p-parametr) zachodzi réw-
nanie:

: kM
wpr p = —p‘é‘ (3)
stad:
1. /kM
= — /) — 4
Wp = » 'r D (4)

Poniewaz moment predkosci (;ru) jest wartoscia stala (zaleznosé 2), to
dla dowolnego r zachodzi:

2. = pZ " wp (5)
Wstawiajac (4) do (5) otrzymujemy:

B /kM

O = l 2T (6)

W rozwazanych przez nas przypadkach skladowa predkosci
T b O
U, =T TR l,f 2

jest tylko funkcja promienia ,,r". Biorge to pod uwage, mase ciala, ktére-
go trajektorie opisujemy, mozemy rowniez traktowaé jako funkcje po-
tencjatu (promienia) oraz skladowej predkosci u.:

(7 3

m=m (r, ur) (8)
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Przyrost energii ciala poruszajacego si¢ w osrodku z centralno-symetrycz-
nym polem cigzenia w wyniku zmiany skladowej jego pedu w osi pro-
mienia 3

Przyrost pedu fotenu poruszajacego sie po drodze ,r” moze byé okreslo-
ny zalezno$cia: (w analogiczny sposob do przyrostu pedu dowolnego

ciala)
dp; _d(m:c) __ dm
. b Lo dt At ©)
ale réwniez:
dp;y dE
dt _dr ag
Wstawiajac (10) do (9) otrzymujemy:
. am :
dE=c Tt dr, (11)
g poniewaz jednak
i
i c, (12)
to ,
g dE=c* dm. (13)

Ogélnie znana zaleznosé¢ (13) mowi, ze danemu cialu nie mozna do-
starczy¢ energii, nie dostarczajac mu dodatkowej masy.

W wyniku oddzialywania centralno-symetrycznego pola ciazenia,
skladowa pedu ciala w osi promienia ulega zmianie zgodnie z zaleznoscia:

dpr _ dim(tu) %l ., dm(ru) dur
dit o7 dt ek R U el
Przez analogie do (10) mozemy rowniez napisaé:
dp. __dE
dt _dr {15)
Skladowa predkosci ur wyrazona jest zaleznoscia:
dr
e v (16)
Poréwnujac prawe strony (14, 15) oraz uwzgledniajac (13, 16) otrzymu-
jemy:
dm(r,u)]  u,-du,
2 m(r,u)  ct—u?’ an
a stad:
A RGE L L (17a)
g / 1 _ﬁ'i
c:z
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Dla ur = 0 promien r jest wartoscia stala, wiec
m (r, u, = 0) = m (r = const, u, = 0) = const. - (18)
Skladowa pedu w osi ,,r” okreglona bedzie wyrazeniem

pr=lhte =0 o (19)
]
e
Uwzgledniajac (18), z zaleznosci (19) znajdujemy wyrazenie na przy-
rost skladowej pedu w osi ,,r:

IV e D s et Y o ) S e (20)

dpr= o
1 g ¥

gdzie:
1
y= == (21)
fi
c2 "
Przyrost energii ciala w wyniku zmiany skladowej pedu p, wynosi:
dE=&-dr=u..'dp,.=-y3-m(r,u,]-du_,- (22)

dt

ROWNANIE TRAJEKTORII CIAL W OSRODKU INERCJALNYM
Z CENTRALNO-SYMETRYCZNYM POLEM CIAZENIA

Cialo swobodne, ktérego w =0, w oérodku inercjalnym (ukladzie)
z centralno-symetrycznym polem cigzenia doznaje zmiany pedu pr zgod-
nie z rOwnaniem:

dp kM
dt—"-:—m(r,u,)-g_—_._m(f,u,)‘ o (23)
Jezeli predkoséé katowa ciala jest rozna od zera, wowcezas:
%{3! =m (1, uy) (@2 1 = g). (24)
Poréwnujac pra'vﬁe strony (20, 24) otrzymujemy:
AU — @rr—g). (25)

Stala g (dla danego ) najprosciej wyznaczyé z (25), gdy -‘-3:*’- UL e

gdy o= 0. Zaleznos¢ (25) usci$la nam jednoczesnie okreslenie stalej g.
Uwzgledniajac (6), (21), (25) oraz mnozac (25) obustronnie przez ,,dr”,
znajdujemy wyrazenie opisujace ruch ciala w osrodku inercjalnym (ukla-
dzie) z centralno-symetrycznym polem cigzenia:
udu, [(pkM kM d
'u,i_( TRl ,-2) Y
TUTTeY,

(26)
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Rozwiazujac (26) otrzymujemy:

pkM 2kM
¢-r o1 +h)]

U2 = 2 1—e(

(27)
Stalg calkowania h znajdziemy z warunku, ze dla r = Tmaez Oraz 7 = Tmin:
. u, = 0, stad:
M 2
h=k—a[l—(l— P )] (28)
pc Tmazx
Przyjmujgc oznaczenia:
o YRR S
P dt’
oraz uwzgledniajac (6), zaleznoéé (27) mozemy zapisaé w postaci:
pkM . 2kM
do\? ¢2 [1 —~e( 1 Gl M]]
(d_frf) % pkM &9
Réwnanie (29) rozwiazemy metoda przyblizona.
Funkcje
fl)=e (30)

rozlozymy w szereg Maclaurina i uwzglednimy pierwsze jego trzy wyrazy

(pozostale w interesujacych nas przypadkach sa do pominiecia). Wyraze-
nie (29) przyjmuje teraz postac: :
2k M

- e] o

dio\\ich pkM
(dfp) “pkM l_(l s c2

W interesujacych nas przypadkach stala h jest bardzo mala i mozemy

przyjac¢ uproszczenie:

elow ] (32)

do \'_ 2 2k M
(T‘;)=—p—o—az+ S & (33)

Rézniczkujac obustronnie (33), rownanie to zastapimy réwnowaznym mu
réwnaniem drugiego rzedu:
. N L e
dp d¢* p dp
Dzielge (34) obustronnie przez 2de/dg, otrzymujemy:

? d2% 1 kM
—d‘éi='b——0+3—~c?ﬂz. (35)
Réwnanie (35) jest identyczne z réwnaniem otrzymanym na podsta-
wie ogélnej teorii wzglednosci (wyprowadzonym rowniez przy wielu
uproszezeniach — [1] s. 558). Przyjete w naszych rozwazaniach rozumowa-

stad:

do kM do
i D R =t
2d(p+6 oz ¢ do (34)
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nie pozwalajace na wyprowadzenie zaleznosci (29), (35) jest niewspél-
miernie prostsze i nie wymaga skomplikowanego aparatu matematycz-
nego. 5

Z uproszczenia (32) mozna zrezygnowac; zostalo ono przyjete w celu
wykazania podobienstwa dalszych zaleznosci do wzoréow wg ogélnej teorii
wzglednosei.

Latwo zauwazyé, ze przy zalozeniu stalo$ci masy cial (réwnanie 14)
otrzymalibysmy:

d% 1
e @
Przyblizone rozwiazanie réwnania (35) ma postaé:
P
3kM
1+ ¢ cos .(1 AR ) (@ -—p’]_l

gdzie:

£ — mimosrod,

i — wartos¢ stala.
Rownanie (37) oznacza, ze w tym samym czasie, w ktérym planeta obiega
swojg orbite, orbita obraca sie o kat:

e (38)

Jezeli przyjmiemy, ze parametr p jest rowny nieskonczonosel, to

rownanie (35) przyjmuje postaé :

d?o 3kM

dg? R T (39)
i opisuje trajektorie promienia $wietlnego (podobnie jak w ogélnej teorii
wzglednosci — poz. [1] s. 560).

Rozwiazujac (39) metodg przyblizona okreslono odchylenie promienia
od kierunku poczatkowego (wyznaczonego prosta w odleglosci R). Odchy-
lenie to réwne jest katowi
__4kM

20 2R

(40)

MASA CIAL PORUSZAJACYCH SIE W OSRODKU
Z CENTRALNO-SYMETRYCZNYM POLEM CIAZENIA

W ogo6lnym przypadku, caltkowity przyrost energii ciala poruszajacego
si¢ w osrodku inercyjnym (ukladzie) z centralno-symetrycznym polem
cigzenia, wyrazony jest zaleznoécig:

M
dE=—me,u) N ar. (41)
Uwzgledniajac (13) z zaleznodei (41) otrzymujemy:

c2-dm(r, ur) = —m (1, uy) -]-S_’-_-j:f- -dr (42)
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— T —
stad:
kM
m (T, uy) = m (r = 00, u,,:m}-e"" % (43)

Biorac pod uwage (17a), (27) mase m (7, u;) mozemy rowniez wyznaczyc
z zaleznosci:

KM _ pkM R (44)
m(r,u,)-——"m(r,urzﬂ)'e(“" 2ct. rt 2]‘

Poréwnujac prawe strony (43), (44) znajdujemy:

m{r,ur=0)=m(r-%oo, Ur=oc) " € (45)

Mase m (r, ur = 0) wyrozniono ze wzgledu na przeprowadzony tok
obliczen.

Jezeli rozwiazujac rownanie (42) dana bedzie masa ciala dla r, i skia-
dowa predkosci ur, za$ poszukiwaé bedziemy masy tego ciala dla ry i urs,
to w miejsce (43) otrzymamy:

[f‘-M_k-M ik _“.)
m (ray Urg) =m (r, ) €% S =mr,un) e ¢ =
=m(r,un)-e (46)
gdzie:
i M a s KM R s s
yh R Yz = Tt "2 Y Y.

Zalezno&é (46) jest stuszna rowniez w odniesieniu do masy fotonow.
Poniewaz energia fotonu, jego masa i czestotliwosé fali elektromagne-
tyeznej zwiazanej z ruchem fotonu sa do siebie proporcjonalne, to zalez-
noé¢ pomiedzy czestotliwociami tej fali odpowiadajacymi promieniom
79 i 7 przyjmie postaé:

=mn; eT (47)

Rozwijajac (47) w szereg Maclaurina i uwzgledniajac pierwsze dwa
czlony (pozostale sa do pominigcia) otrzymamy:

= (1 + ¥ C—z—"”’) 48)

Wyrazenie (48) jest identyczne z odpowiadajacym mu wzorem otrzy-
manym na podstawie ogoélnej teorii wzglednosci [2] s. 139).

Wszystkie do$wiadczenia potwierdzajace wyniki obliczen wedlug
teorii wzglednosci dowodza réwniez stusznosei wyprowadzonych tu wzo-
réw. Interpretacja otrzymanych zaleinosci jest bardzo prosta i zgodna
z zasadami przyjetymi w , teorii klasycznej”.

Nalezy pamietaé, ze oprécz zmiany czestotliwosei fali elektromagne-
tycznej wywolanej zmianami potencjalu pola ciazenia, wystapi rowniez
zmiana tej czestotliwosci w wyniku zjawiska Dopplera. Zjawisko to, jak
réwniez zjawisko aberracji astronomicznej, oméwiono w [3].
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WNIOSKI

1. Jezeli zalozymy, Ze masa cial jest réwniez funkcja potencjalu pola
ciazenia, to zjawiska fizyczne zwigzane z powszechnym ciazeniem mozna
opisaé stosujac klasyczny tok rozumowania.

2. W osrodku z centralno-symetrycznym polem ciazenia, czestotliwogé
a zarazem dlugos¢ fali elektromagnetycznej ulegaja zmianie, dlatego nie
moga one stuzyé za wzorce jednostek pomiarowych.

3. Uklad odniesienia umozliwiajacy opis ruchu cial w osrodku z central-
no-symetrycznym polem cigzenia mozna przedstawié wedlug zasad geo-
metrii Euklidesowej.
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