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DWUWYMIAROWA FUNKCJA REGRESJI
OPISANA ZA POMOCA BAZOWYCH
FUNKCJI SKLEJANYCH

STRESZCZENIE

W artykule przedstawiono mozliwosci zastosowania bazowych funkcji sklejanych do wy-
znaczania dwuwymiarowej funkcji regresji metoda najwiekszej wiarygodnosci.

WSTEP

Niech zmienna losowa Z zalezy od funkcji rzeczywistej f(x,y) i losowe-
go skladnika &(x, y) wyrazajacego zaklocenie

Z=f(x,y)+e(x,y),

gdzie €(x, y) jest zmienng losowa. Ponadto zaktadamy, ze dla dowolnych punktow

(x,,,), keO0,n, zmienne &(x,,y,) saniezalezne.

Niech bgda dane wartosci z,, k€0,n, zmiennej Z zaobserwowane

w punktach (x,,y,), ke (),_n1 . W danych punktach (x,,y, ),k e O,_nl mozliwe
sa rézne wartosci Z .

BAZOWE FUNKCJE SKLEJANE N-TEGO STOPNIA

Niech
B-{s...5")

PRI

bedzie zbiorem tzw. funkcji sklejanych n-tego stopnia wyznaczonych rekurencyjnie
za pomoca wzoru De Boora [4]:
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~. n+l| x—-x KXionl — X Fin
Bn(x): n |:x Bn71(x)++Bn71(x) ) (l)

intl i intl Vi
gdzie ie-n,N -1, adla n=0 baza E(;(x) jest opisana nastepujaco:

1{1 for x e[x,x,,)

B - '
=510 for refx,x.)

Niech A4, , gdzie N <n, —n bedzie uktadem punktow

. X, =X, .
X, =x,+ih,h =——",i€0,N

dzielacych przedziat lx;,x;ll =[x,,x, ] na N podprzedziatow

Uzupelimy podziat A, punktami
X, =x,—ih,x,, 6 =x, +ih,i el,n.

Bazowe funkcje maja nastgpujace wtasnosci

B(x)>0dlax, <x<x,,, Bx)=0dlaxg(x,x,,), |B()d=1.

W kazdym przedziale [x,, x,,, ] funkcjg sklejang mozna zapisa¢ jako

s,(x)=c, B™"(x)+..+¢B (x), ¢,eR, ic0O,N—I.
Zatem kazda funkcje sklejana s mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowe;j

s = Ye Bl

W praktycznych zagadnieniach znajduja zastosowanie funkcje sklejane
II rzedu okreslone wzorem

190 Zeszyty Naukowe AMW
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i X; 1 _‘xi Di
B,(x) === B, (x). 2

Funkcje te stanowig rozktad jednosci, tzn. dla kazdego x € (x,, x, ) mamy
Y Bi(x)=1.

Dalej do opisu powierzchni zastosujemy bazowa funkcj¢ sklejana dwoch
zmiennych okre$lona w obszarze Q: a <x <b, c<y<d.

W obszarze tym definiujemy siatkg A =A xA |

A :x,=a+ih,, ieO,_N, X, =a, hx;:b_a,
N 3)

. e d-c

Ay, =c+jh,, jeO,M, y,=b h, = VR

Podziat (3) dzieli obszar €2 na prostokaty

Q, ={(x,y):xl. Sx<x,, Y, Sy<y,, i€0,N-], jeO,M—l}.
Siatkg A x A rozszerzymy o punkty

At x < <x, <X, 5 Xy <Xy, <..<Xx

X

Ayt Y, <<y <Y 5 Y <X <o <V -

N+1 N+n

Dwuwymiarowa funkcje regresji przedstawimy w postaci kombinacji liniowej

N-1 M-1

s=z Zc.Bi(x)B"{(y), c,€R, ie-n,N-1,je-mM-1

i n

i=—n  j=—m

utworzonej ze wszystkich mozliwych iloczynéw B! (x)- B! (y) elementéw baz:

B, =B (), BN (1)}, B, ={B (1) B (1)}

Przyktady bazowych dwuwymiarowych funkcji sklejanych od stopnia ze-
rowego do stopnia piatego pokazane sg na rysunkach 1. — 6.
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Rys. 1. Dwuwymiarowa bazowa funkcja sklejana stopnia zerowego

Rys. 2. Wykres dwuwymiarowej bazowej funkcji sklejanej stopnia pierwszego

Rys. 3. Dwuwymiarowa bazowa funkcja sklejana stopnia drugiego
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Rys. 4. Dwuwymiarowa bazowa funkcja sklejana stopnia trzeciego

Rys. 5. Dwuwymiarowa bazowa funkcja sklejana stopnia czwartego

Rys. 6. Dwuwymiarowa bazowa funkcja sklejana stopnia piatego
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Kazda funkcja sklejana dwoch zmiennych jest funkcja sklejana wzgledem
kazdej zmiennej z osobna. W podobny sposob definiujemy funkcje sklejane trzech
1 wigcej zmiennych. Wiasnosci funkcji sklejanych jednej zmiennej przenosza si¢ na
funkcje wielu zmiennych.

DWUWYMIAROWA FUNKCJA REGRESJI OPISANA ZA POMOCA
BAZOWYCH FUNKCJI SKLEJANYCH

Na podstawie danych pomiarowych
(%,.70.2,).k €0.n,

wyznaczymy funkcje
N-1 M-1

2= ¢,Bi(x)B(»), )

i=-n  j=—m

taka ze dla kazdego ustalonego punktu (X,,¥,), k €0,n, zmienna losowa z, ma
rozktad normalny z wartoscia oczekiwana

Z Z ¢;B,(X,)B,(¥,) (5)

i=—n j=-m

Ponadto zakladamy, ze zmienne losowe z, sa niezalezne. Wspodtczynniki

c.,ie—n,N-1, je—-m,M —1 wyznaczymy metoda najwigkszej wiarygodnosci,

i

minimalizujac funkcj¢ gestosci

N-1 M-1

. =) YEED IV ACHIAC

(27562) 2 9 k=0 i=—n j=—m

rozktadu zmiennych losowych z,, k €0,n,
Logarytmujac stronami t¢ funkcj¢, otrzymujemy
N-1 M-1

InL=-n lnc—jann——Z Z, - ZZC,B (X)B. ()T

GkU i=—n j=—m

194 Zeszyty Naukowe AMW
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Optymalne wspolczynnikic,,ie—n,N—1, je—-m,M —1 dobieramy tak,

’j’
aby funkcjonat InL(c_,_,,...,cy ) osiagal minimum. Obliczajac pochodne
OlnL(c_, _,sesCyiprr)
oc

v
(N +n)(M +m) réwnan liniowych:

i przyrownujac je do zera, otrzymujemy uktad

ny N-1 M-1
%Zﬁ; =2 D B )BL(T )IBI(Z)B(F)=0,ue—n,N -1l ve—mM -1
k=0 i=—nj=—m

Po przeksztatceniach powyzszy uktad réwnan zapiszemy w postaci

nl
w2 B (X)B (5, B, (%,)B," (¥ )+ ..+
k=0
ny ny
+ oy D By (X )BT (VB (%, )B," (¥, )= Z.B," (% )B," (7, ). ©)
k=0 k=0
e e i i e
w2 B (X )B (¥ B (R )BT (F )+ o+
k=0
ny 1
ey DBy (X )BT (P )BT (X )BT (P )= E B (% )BT ()
k=0 k=0
lub macierzowo
BC=G,
gdzie
> B (%)B,"(3,)B,"(X)B,"(3,) .. DB (¥)B) (3B, (X)B,"(¥,)
k=0 k=0
3 3 e s ,
> B (%,)B, (3B, (X)B)"(3,) .. X.B)'(X)B) (5B " (X)B)"(F,)
k=0 k=0
B n - e e ] (7)
szBn (‘xk)Bm (yk)’
c—n —m k=0
C = . G =
Cn_1m-1

n
> Z BN (% )BY (T ),
k=0
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Na prostokacie [x,,x,,]1x[y,,y,,] istnigje (n+1)(m+1) nietozsamosciowo

J+l

rownych zero funkcji postaci B! (x)- B (y). Dlatego tez macierz

B- [Z B.(%,)B,(7,)B: (%,)B) (7, )}

[(n+N)-(m+M)]x[(n+N)-(m+M)]
jest macierza symetryczna.
Sumy > B/(%,)B/(7,)B.(%,)B)(7,) =0,

k=0

gdy |i—jnrn+lv ip-vREm+l.

OCENA ZGODNOSCI FUNKCJI REGRESJI
Z DANYMI Z POMIAROW

Sama znajomo$¢ funkcji regresji nie umozliwia oceny wartosci rozbiezno$ci
migdzy przewidywaniami a warto$ciami pomiarowymi. Do okreslenia natgzenia
zwiazku migdzy dwiema wielko$ciami wykorzystuje si¢ wspolczynnik korelacji
wielowymiarowe;j.

Wykazemy najpierw wazng wlasnos¢, ktora zachodzi w metodzie najmniej-
szej sumy kwadratow, mianowicie: warto$¢ srednia z pomiarow

W tym celu dodamy stronami réwnania w uktadzie (6), uzyskujac nastgpu-

jaca rownosc:
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¢ [Z B (%)B," (3)B," (3B, (¥ )+...+ B (X )N+ B, (F)(B," (X))

+ot B E )+ A BB (R )+ A BT (E)]

eyl B E)BY  (FOB, (FO(B, (R )+ 4 B (F)) +

k=0

®)
+B," (3B, (X)+...+ B (X)) +..+ B, (¥ B, (F) +...+ B, (%))]
= ifk [B,"(X)B,"(¥)+...+ B (X)B," (¥,)+B,"(¥)B," (3,)

+ A B(E)B, (P + o+ B ()BT (V) +.+ BT (KB ()]

Korzystajac z wlasnosci [5]

N-1 M-1
Y B(x)=1 dla xelx,x,1, > B/(y)=1 dla yel[y,»,],

J=—m

mozemy lewa strong (7) zapisa¢ w postaci

n

Dle, B, (F)B,"(F)+...+¢, B 'E)B)'(F)=D 2 ,
k=0

k=0
a prawa strong nastgpujaco

mn

ka [B," (F)(B,"(F) +.t B} (F )+ B) 7 (F)B, (F) +t B ENI=D 2,

k=0

Zatem

Dzielac t¢ rowno$¢ obustronnie przez n , otrzymamy zadang rowno$¢ warto-
$ci $rednich

1 1
7=-%7 =-%z. 9
2= 5 =-3 0 ©)
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Policzymy teraz wspétczynnik korelacji migdzy wielkoSciami = Z,

a £, ,ke0,n, wyrazajacy natezenie zwiazku miedzy warto$ciami zmiennych loso-
wych wyznaczonych z pomiarow a warto$ciami funkcji regresji. Wzor opisujacy
wspotczynnik korelacji wielowymiarowej wyraza si¢ nast¢pujacym wzorem:

S -9 -5)
R=R, =——= (10)

\/Z( PN

Uwzgledniajac rownos¢ sum [2]
Dz - -0 =) (E -2),
i=1 i=1

wzor (10) przyjmuje postac

REGRESJA OPISANA ZA POMOCA
BAZOWYCH FUNKCJI SKLEJANYCH STOPNIA PIERWSZEGO

Niech
B, ={0,,®,..0,,..,D0,}
bedzie zbiorem tzw. bazowych funkcji sklejanych stopnia pierwszego.

Do opisu powierzchni zastosujemy bazowa funkcje sklejana dwoch zmiennych
okreslong w obszarze Q: a <x<b, c<x<d.
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W obszarze tym definiujemy siatkg A=A xA ,

A :x,=a+ih, i€0,N, x,=a, h, ::b—a’
i (an

. . N 27 —C

Ay:yj=c+]hy, jeO,M, y,=b, hy = Y

Podziat (11) dzieli obszar ) na prostokatne komorki

Q,./z{(x,y):x[SxSx,.H, V<Y<Y ieO,N—l,jeO,M—l}.

Siatkg A x A rozszerzymy o punkty

At o x <Xy 5 Xy <o <Xy

Ay SYa<YVe 5 Vua <e-<DVya-

Funkcjg sklejang dwoch zmiennych s =s(x,y) przedstawimy w postaci

5= 200, Wb (), (12)
0 dla x<x,+({-Dh,
D (x)= -1 x—(x0.+(i—1)hx) dla x0+§i—1)hXSxS)fo+ihx, ieON,
Jlxo+ @+ DA —x  dla x,+ih, <x<x,+(+1Dh,
0 dla x2x,+({+Dh,
0 da  y<y,+(j-Dh
R -y, +(j—-Dh,) dla +(j-Dh, <y<y, +jh
b ()= 1z y (yo' (j=Dh,) Yo ({ h, <y Yo b oo
h' | »o+(+Dh -y dla y,+jh <y<y,+(j+Dh,
0 dla yZy,+(j+Dh,

ktérych wykresy przedstawia rysunek 7.
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Q0 1 D2 ok} On-2 Pn-1 Oy

o e

\ 1 ' \ \ \ 1 \ \ \ \ \ \ X

X1 Xp X1 X2 X3 Xi-1 Xi Xi+l XN-3 XN-2 XN-1 XN XN+l

Rys. 7. Wykresy bazowych funkcji sklejanych pierwszego stopnia

Bazg funkcji sklejanych dwoch zmiennych stopnia pierwszego wzgledem
zmiennej X oraz stopnia pierwszego wzgledem zmiennej y okre§limy wzorem

¥, (x,)) =D, ()P (), (13)
gdzie
v=(+)+(M+Di, velr, r=1+N)1+M), dla icO,N, jeOM.

Wykres bazowej funkcji sklejanej dwdch zmiennych stopnia pierwszego
wzgledem zmiennej x oraz stopnia pierwszego wzgledem zmiennej ) przedsta-
wiony jest na rysunku 2.

Aproksymujaca funkcje sklejang dwoch zmiennych s = s(x,y) przedsta-

wimy w postaci
SZZCVTV (x,¥)» (14)
v=1

v=(j+D+(M +1Di,vel,r, r=1+N)(1+M),
dla

icON, jeO,M.
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Wspotczynniki ¢,, Ve 1,_r dobieramy tak, aby funkcjonat

L(eppoe,) =—— exp(—z;"Z'[icv‘lfvm)—a]ﬁ (15)

(27[0_2)7 k=0 v=1

0
r

osiagnal minimum. Optymalny dobor wspotczynnikéw c),...,c! sprowadza sig do

rozwiazania uktadu réwnan liniowych

rl
0, _
Zcpvpl =w,, lelr,

p=1
gdzie:
vp,l = Z\Prfm (xllr’ylz) lI"ri,m (x/z’ylz ) > Wj = zqujn,m (xlz ’J7/:) .
k=0

k=0

PRZYKLAD

W celu weryfikacji metody dokonano n, =297 pomiarow glebokosci dna

morskiego, a nastgpnie warto$ci pomiarowe zaproksymowano opisana funkcja

Wy =2 2@, (0P, (),

i=0 ;=0

gdzie: N=7 - liczba przedziatdéw wspotrzednej X;
M=7 - liczba przedzialéw wspotrzednej Y.

Pomiaréw glebokosci 4, dokonano w punktach ( X,y ),i€1,297 przed-
stawionych na rysunku 8.
W tabeli 1. sa przedstawione wybrane dane pomiarowe.
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Rys. 8. Pomiary glebokosci }71 w punktach o wspotrzednych (%, 7, )

Tabela 1.

X; Vi hI h, hI -h,
6040792.31 3523716.93 -5.65 -5.65 0.000
6040793.23 3523720.38 -5.65 -5.64 -0.000
6040794.16 3523723.52 -5.64 -5.63 -0.000
6040795.09 3523726.36 -5.64 -5.64 0.000
6040795.83 3523729.50 -5.57 -5.56 -0.000
6040796.75 3523732.02 -5.57 -5.57 0.000
6040797.49 3523734.54 -5.08 -5.07 -0.000
6040798.23 3523737.06 -5.08 -5.08 0.000
6040781.38 3523716.61 -6.05 -6.04 -0.000
6040782.12 3523719.45 -5.73 -5.73 0.001
6040783.23 3523722.27 -5.73 -5.72 -0.003
6040784.16 3523725.11 -5.60 -5.60 0.006
6040785.08 3523727.93 -5.60 -5.59 -0.007
6040786.01 3523730.77 -5.48 -5.48 0.000
6040786.75 3523733.59 -5.48 -5.49 0.012
6040787.68 3523736.74 -5.33 -5.30 -0.021
6040788.60 3523739.25 -5.33 -5.34 0.014
6040789.34 3523741.77 -5.37 -5.37 0.005
6040790.08 3523744.29 -5.37 -5.35 -0.014
6040790.83 3523746.49 -5.42 -5.42 0.006
6040791.57 3523749.00 -5.40 -5.40 0.004
6040792.31 3523751.20 -5.40 -5.40 0.005
6040793.05 3523753.41 -5.37 -5.34 -0.027
6040793.60 3523755.61 -5.37 -5.39 0.028
6040793.97 3523758.13 -5.32 -5.33 0.013
6040794.53 3523760.00 -5.32 -5.25 -0.063
6040795.09 3523761.90 -5.17 -5.23 0.065
6040795.640 |3523763.47 -5.17 -5.13 -0.032
6040796.01 3523765.36 -4.85 4.87 0.020
6040796.57 3523767.56 -4.85 -4.81 -0.038
6040797.12 3523769.45 -4.55 -4.59 0.050
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Tabela zawiera glgbokosci pomierzone /1 oraz wyznaczone z funkcji regre-

sji ﬁi dla punktow o wspotrzednych (X,,5,).
Do oceny modelu wykorzystano wspotczynnik korelacji, ktéry wynosi
R =0.99923.

WNIOSKI

Doktadnos$¢ aproksymacji funkcji dwoch zmiennych zalezy od nastgpuja-
cych czynnikow:

— gestosci punktow pomiarowych;
— podzialu obszaru obserwacji;
— stopnia bazowych funkcji sklejanych.

Podzial obszaru obserwacji determinuje liczba bazowych funkcji skleja-
nych. Zbyt gesta siatka zwigksza wymiar macierzy uktadu normalnego, co przyczy-
nia si¢ do znacznego wydluzenia czasu obliczen i powstawania bledow
numerycznych. Z drugiej strony za mala liczba bazowych funkeji sklejanych
zmniejsza precyzj¢ dopasowania funkcji regresji.

W opisanym przyktadzie uzyto (N +1)(M +1) = 64 bazowe funkcje skleja-
ne. Obliczony wspoétczynnik korelacji R =0.99923 $wiadczy o dobrym dopasowa-
niu postaci funkcji regresji do danych pomiarowych.
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ABSTRACT

The paper presents some possibilities of applying the basic splines to determine the two
dimentional regression function by means of the likelihood method.
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