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MIARY
NIEZAWODNOSCIOWEJ I STRUKTURALNEJ
ISTOTNOSCI ELEMENTOW

STRESZCZENIE

W artykule zdefiniowano i wyznaczono strukturalng i niezawodno$ciowg istotnos¢ ele-
mentow dla obiektéw o réznych strukturach niezawodnosciowych. Zdefiniowano takze istotnosé
zdarzen bazowych w drzewach zdarzen (uszkodzen).

WSTEP

Zapewnienie niezawodno$ci 1 bezpiecznego dziatania duzych, zlozonych
systemOw ma ogromne znaczenie w analizie systemow. Aby poprawi¢ niezawod-
nos$¢ systemu, nalezy znalez¢ odpowiedz na pytanie, ktore elementy maja najwick-
szy wplyw na jego niezawodno$¢. W systemach koherentnych niektére elementy sa
bardziej istotne od innych w okre$laniu sprawnos$ci systemu. Element polaczony
szeregowo z reszta systemu musi by¢ co najmniej tak samo znaczacy jak kazdy in-
ny. Istotna sprawa dla projektanta czy analityka niezawodno$ciowego jest zatem
znajomos$¢ istotnosci poszczegoélnych elementow systemu. W tym celu musimy
zna¢ odpowiednig miarg ,,wpltywu elementu na niezawodno$¢ catego systemu”. Od
1960 roku wprowadzono wiele roznych definicji miar istotnosci elementow.

Struktura systemu

Zaktadamy, ze w sensie niezawodno$ciowym obiekt (system) sktada sig
z n elementow. Niech

C={,2,..,n}
oznacza zbidr elementow systemu.
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Zakladamy réwniez, ze zbidr standw k-tego elementu jest uporzadkowanym
zbiorem S, = {0,1},1{ € C, przy czym liczbg 0 przyporzadkowujemy stanowi nie-

zdatnosci, a liczbe 1 stanowi zdatno$ci elementu.
Funkcje

@:85 x..x8, =8

nazywamy funkcjq struktury systemu lub strukturq systemu. Funkcja ta przyporzad-
kowuje stanom elementoéw stan systemu, przy czym

S, x.. xS ={x=(x,,x,,.,x,):x, €S,,keC}.

Stan elementu k& w chwili ¢ jest opisany zmienng losowa X, (¢), ktora

przyjmuje wartosci ze zbioru S, . Stan S(7) calego systemu w czasie ¢ jest catko-

wicie wyznaczony przez stany jego elementéw poprzez strukturg O :
S(1) =9(X(1), X(1) = (X,(1), X,(D),..., X, (1)).

Element i nazywamy pasywnym dla struktury ¢, jesli @ jeststaltaw Xx;; to

znaczy, ze dla kazdego (-;,X), (-;,X) = (x1 yeees X g5 s X X ) zachodzi

i+12°°*>"n

¢(1,x)=(0,,%);
przy czym
1,,x)= (xl,...,xi_l LX, e X, )

(0,,x)= (xl,...,xH,O x X, )

s N9

Innymi stowy, element jest pasywny, jesli jego stan nie ma wplywu na stan systemu.
Systemy zawierajace co najmniej jeden element pasywny nazywamy redukowalnymi.
Funkcja struktury ¢ jest niemalejgqca wtedy i tylko wtedy, gdy

(p(li , x) 1 ¢(0,,x) sa funkcjami niemalejqcymi oraz (p(ll., X) > (0,,x)dla kazde-

go(+;,X) . Mozna wykaza¢ [2], ze dla kazdej struktury zachodzi nastgpujacy wzor:
o(x) =x0(,,x)+1-x)p(0,,x). (1
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Miary niezawodno$ciowej i strukturalnej istotnosci elementow

Przyktad 1.
Niech @(x,,x,)=x, +X, —x,x, begdzie struktura réwnolegla zlozona

z dwoch elementow. Wzor przyjmuje w tym wypadku nastepujaca postac:

(P(xlaxz) :‘xl(l_‘xl)oxz(l_‘XQ)O 1+
+x,(1—x,)0x§(1—x2)-1+
+x10(1—x1)x2(1—x2)0 1+

+x/(1-—x)x;(1-x,)"-0=x +x, —x,X,.

Struktury koherentne

W pracy ograniczymy si¢ do rozpatrywania struktur, ktére sgq funkcjami
niemalejacymi. Struktury takie nazywamy monotonicznymi. Nie bedziemy rozwazad
struktur, ktorych stan nie zalezy od stanu ich elementow.

Mowimy, ze system jest koherentny, jesli jego struktura jest monotoniczna
inieredukowalna. Jezeli system ma strukturg koherentna, to @ (0) =0 oraz (1) =1.

Podzbiér P < C systemu (C,@) nazywa si¢ sciezkq systemu (Sciezkq zdat-
nosci systemu), gdy przy zdatnosci wszystkich elementéw nalezacych do tego zbioru
system jest w stanie zdatnosci. Sciezke nazywamy minimalng, gdy nie zawiera zad-
nej innej $ciezki jako podzbioru whasciwego. Sciezke P nazywamy krytyczng ze
wzgledu na element i € C, gdy P —{i} nie jest §ciezka. Oznacza to, ze utrata zdat-
nosci przez i-ty element systemu zdatnego, dlatego ze zdatne sa wyltacznie elementy
tworzace dana $ciezke, powoduje utrat¢ zdatnosci przez system. Kazda minimalna
$ciezka jest krytyczna ze wzgledu na dowolny swoj element.

Podzbiér K < C systemu (C,¢) nazywa si¢ cieciem, gdy w nastgpstwie
niezdatno$ci wszystkich elementow z K system jest niezdatny. Ciecie nazywamy
minimalnym, jezeli nie zawiera zadnego innego cigcia jako podzbioru wiasciwego.

o e .

okreslong wzorem

7 (X) =Hx,.. )

ieP;

Struktura minimalnej $ciezki przyjmuje wartos$¢ 1, gdy wszystkie jej ele-
menty sa zdatne i warto$¢ 0 w przeciwnym przypadku.
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Strukturq minimalnego ciecia K i J= 1,2,...,k nazywamy funkcje binarna
okreslong wzorem

K(x) = Hx,., 3)

lEK‘/

gdzie symbol H jest skrotem zapisu nastepujacych dziatan:

]i[xl. El—ﬁ(l—xi),
)CII_[x2 =1-(1-x)1-x,).

Struktura minimalnego cigcia przyjmuje warto$¢ 0, gdy niezdatne sa
wszystkie elementy tworzace cigcie, a warto$¢ 1 w pozostatych przypadkach.
Strukturg systemu ¢ mozna przedstawi¢ za pomoca struktur jej minimal-

nych $ciezek
P
e(x)=]]r,x, “4)
j=1

co odpowiada rownoleglej strukturze utworzonej z minimalnych $ciezek. Mozna ja
tez przedstawi¢ za pomoca struktur minimalnych cigé

k
o) =]]x,(x), (5)
j=1
co odpowiada szeregowej strukturze utworzonej z minimalnych cig¢.

Drzewa zdarzen (uszkodzen)

Rozwazmy alternatywne do poprzednich przedstawienie struktury koherent-
nej zwane drzewem zdarzen (uszkodzen).

Metoda drzewa uszkodzen polega na dekompozycji zdarzenia (np. uszko-
dzenia obiektu) na elementy tancucha przyczynowo-skutkowego w taki sposdb, ze
u podstawy drzewa uszkodzen znajduja si¢ zdarzenia elementarne, ktére moga by¢
przyczyna zdarzenia stanowiacego wierzcholek drzewa. Drzewo uszkodzen umoz-
liwia zaobserwowanie zwiazku miedzy uszkodzeniem systemu a jego przyczynami.
Jezeli znamy prawdopodobienstwa uszkodzen elementoéw systemu, mozemy obli-
czy¢ jego niezawodnosc.
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Miary niezawodno$ciowej i strukturalnej istotnosci elementow

Konstruowanie drzewa uszkodzen rozpoczyna si¢ od zdarzenia szczytowego
z zastosowaniem bramek logicznych ,,AND” i ,,OR” oraz zdarzen bazowych repre-
zentujacych uszkodzenia sprzgtu lub btedy czlowieka. Sygnal wyjsciowy pojawi si¢
na bramce ,,AND” wtedy, gdy na wejsciu podane zostana wszystkie sygnaty, np.
obiekt jest uszkodzony, jesli wszystkie elementy obiektu sa uszkodzone. Sygnat
pojawi si¢ na bramce ,,OR”, gdy na wejsciu podany zostanie co najmniej jeden sy-
gnal, np. obiekt zostanie uszkodzony, jezeli co najmniej jeden element obiektu jest
uszkodzony. Drzewo zdarzen oznacza dziatanie na zdarzeniach, a zatem w analizie
drzewa uszkodzen wykorzystuje si¢ algebre Boola.

Cieciem dla drzewa zdarzen jest zbidr zdarzen bazowych, ktorych wystapie-
nie powoduje wystgpienie zdarzenia szczytowego. Cigcie jest minimalne, jezeli nie
moze by¢ zredukowane i powoduje wystapienie zdarzenia szczytowego. Cigcie jest
krytyczne dla zdarzenia bazowego i, jezeli kazde cigcie minimalne zawiera i. Jezeli
zdarzenie szczytowe oznacza uszkodzenie systemu (drzewo uszkodzen), a zdarzenia
bazowe odpowiadaja uszkodzeniom elementdéw, woéwczas definicja cigcia jest iden-
tyczna z definicja cigcia dla struktury koherentne;.

W analizie drzew zdarzen wykorzystuje si¢ pojecie dualnego drzewa zda-
rzen. Jednym z powodow, aby to zrobic, jest fakt, ze minimalne Sciezki danego
drzewa sa minimalnymi cigciami drzewa dualnego.

Sciezkq nazywamy zbior zdarzen, ktérych niewystapienie spowoduje, ze nie
zajdzie zdarzenie szczytowe.

ISTOTNOSC STRUKTURALNA ELEMENTOW

W danym systemie koherentnym niektore elementy sa bardziej istotne od
innych w okreslaniu sprawnosci systemu. Jak istotny jest element i w okresleniu
czy system jest zdatny, czy nie?

Po pierwsze zat6zmy, ze znamy stan wszystkich pozostatych elementow,
(-;,X). Wtedy, jezeli (p(ll. ,x) =1a ¢(0,,x) =0, to znaczy jezeli

o(1,,x)-¢(0,,x)=1, (©6)
mozemy przyjaé, ze element i jest bardziej istotny niz jezeli

o(1;,x)=1=¢(0,,x) (7)
lub

o(1;,x)=0=0(0,,x). (8)
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W pierwszym przypadku stan elementu i okresla, czy system jest sprawny,
czy nie, natomiast w przypadkach (7) i (8) stan elementu i jest bez znaczenia. Gdy

zachodzi (6), wektor (1,,X) nazywamy wektorem Sciezki krytycznej dla i. Catkowita

liczbg wektorow Sciezek krytycznych dla elementu i oznaczamy nastgpujaco

n, (i)=Y [o(,,x)=¢ (0,,x)] 9)

(1;,x)

Ponizszy wzor okresla mozliwy pomiar strukturalnej istotnosci elementu i

1) ==, (0) =

D o1, %) (0, %)]. (10)

2}1—1
{xx =1}

2

Stad dla danej struktury ¢ mozemy uporzadkowa¢ elementy systemu wedtug

strukturalnej istotno$ci poprzez uporzadkowanie wartosci 1, (1),..., 7, (n).

Przvkitad 2.

Niech ¢ bedzie struktura progows ,,2 z 3”. Wtedy

1 1

I¢(1)=2—2-2=5,

poniewaz wsrod czterech mozliwosci: (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1) sa dwie Sciezki
krytyczne dla elementu pierwszego, mianowicie (1,0,1), (1,1,0). Symetrycznie

1

[,2)=1,3)=7

Przvkitad 3.

Niech @(Xx) = x, (xZHx3) . Wtedy

1 3
1(9(1)22_23:Za
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poniewaz wsrdd czterech mozliwosci: (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1) sa trzy Sciezki
krytyczne dla elementu pierwszego (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1). Dla elementu drugiego

1 1
I(P(Z):Z—zl Z,

poniewaz wsrod czterech mozliwosci: (0,1,0), (0,1,1), (1,1,0), (1,1,1) jest tylko jed-
na $ciezka krytyczna dla elementu drugiego, mianowicie (1,1,0). Symetrycznie

1

L,3)=7

Zauwazmy, ze element pierwszy jest wyraznie bardziej istotny niz element
drugi czy trzeci. Jest to zgodne z oczekiwaniami, poniewaz element pierwszy jest
potaczony szeregowo z reszta systemu.

STRUKTURALNE UPORZADKOWANIE ZDARZEN BAZOWYCH
W DRZEWACH ZDARZEN

W poprzedniej czgsci okresliliSmy strukturalng istotno$¢ elementow w struk-
turach koherentnych. Podobna miarg istotnosci dla zdarzen bazowych mozemy zde-
finiowa¢ dla drzew zdarzen. Miara ta jest niezalezna od prawdopodobienstw zdarzen
bazowych.

Niech y, =1, gdy wystapi zdarzenie i oraz y, =0 w przeciwnym przy-
padku. Wektor y =(¥,,V,,...,»,) jest wektorem rezultatdw zdarzen bazowych.
Okreslmy funkcje

1, gdy zajdzie zdarzenie szczytowe
w(y)= .
0, w przeciwnym przypadku.

Zatézmy, ze zadne ze zdarzen bazowych nie jest pasywne. Jezeli zdarzenie
bazowe odpowiada uszkodzeniu elementu, a zdarzenie szczytowe uszkodzeniu sys-
temu, wtedy y, odpowiada 1-x,, gdzie x, =1 oznacza, Ze element i jest zdatny.

Funkcja vy (y) odpowiada zatem 1—@(x), gdzie ¢ jest funkcja struktury.
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Podobnie jak dla struktur koherentnych, takze dla drzewa uszkodzen rozpa-
trujemy istotno$¢ zdarzen bazowych.
Niech n(i) oznacza liczbg cig¢ krytycznych dla elementu i. Istotnosé¢ zda-

rzenia i w drzewie zdarzen okresla wzor
1(1)=2"""n(i), (11
gdzie n oznacza liczbg zdarzen bazowych w danym drzewie zdarzen.

Niech Y=(Y,Y,,...,Y, )bedzie losowym wektorem rezultatow zdarzen ba-

zowych. Aby wyliczy¢ n(i), zalozmy, ze Y,,i=12,...,n sa statystycznie niezalezne

oraz E(Yi)zE(l—Yl.)zé.Wtedy

n(i)=2""Ejy (1,,Y) ~y (0,, ). (12)

NIEZAWODNOSCIOWA ISTOTNOSC ELEMENTOW

Do tej pory rozpatrywali$my miary, dla ktérych ocena istotno$ci opierata si¢
tylko na znajomosci struktury systemu. Do okreslenia niezawodnosciowej istotnosci
kazdego elementu potrzebna jest nie tylko znajomo$¢ struktury systemu, ale takze
niezawodnosci poszczegdlnych jej elementow.

Zatézmy, ze system i jego elementy sa zdefiniowane przez binarne zmienne
losowe. Niech X,,i—1,2,...,n beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi Ze:

% 1, element 1 jest zdatny w ustalonej chwili t,
"o, clement i jest niezdatny w ustalonej chwili t,’
oraz
PIX. =kl=rf(1-r)" dla k=0,1; i=12,.,n,

gdzie r, oznacza niezawodno$¢ elementu i .

Wtedy
PLX, =1]=r, = E(X,). (13)
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Wynika stad, ze niezawodnos¢ h systemu mozna wyznaczy¢ tylko wow-
czas, gdy znamy taczny rozktad wektora X =(X,,...,X,) okreslajacego stan ele-

mentow systemu oraz strukturg systemu. Mianowicie
Plo(X) =1]=h=E(@(X)). (14)

W przypadku gdy elementy sg niezalezne (tzn. niezalezne sa sktadowe
wektora X opisujace stan poszczegodlnych elementow), niezawodnos¢ systemu mo-
zemy przedstawi¢ jako funkcj¢ niezawodnosci jego elementow, czyli

h=h(r), (15)

gdzie h(r) oznacza niezawodnos¢ struktury ¢. Jezeli r, =..=r, =r bedziemy

uzywac zapisu A(r).

Z prawa dekompozycji struktury [1] wynika mozliwo$¢ zapisania nieza-
wodnosci struktury w postaci:

h(r)=rh(,r)+(1-7)h0,r), dla i=12,...n (16)

Birnbaum (1969) jako pierwszy wprowadzil niezawodnosciowa istotnosé
elementow. Miara ta wyraza si¢ wzorem [5]:

Oh(r) _ o[l —h(r)]
or. o[l-r]

1

Ih(i) = ’ i=172a"'an' (17)

W przypadku gdy nieznane sa niezawodnos$ci elementow, otrzymujemy
wzOr opisujacy istotnos¢ strukturalna:

Czasami wygodniej jest stosowacé unormowanq miare istotnosci niezawod-
nosciowej dla zbioru elementow:

1,

Zlh ()
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Réwnowazng definicja istotnosci niezawodno$ciowe;j jest
1,(i)=h(,,r)-hO,r) (18)
lub precyzyjniej
1,(i)= Elo(1,.X) - (0, X)]. (19)

Dla systemu koherentnego, w ktorym niezawodnos$¢ kazdego elementu jest
liczba nalezaca do przedziatu (0,1), istotno$¢ niezawodnoSciowa elementu rowniez

zawiera si¢ w przedziale (0,1). Z (19) wynika, ze
1,6)=Plo(1,.X)~¢(0,,X)=1] (20)

Rzeczywiscie

1,(i)=h(1,,v) = h(0,,r) = Efo(1,, X) - (0,,X)] =
= Plo(1,.X)-0(0,,X)=1]

Ze wzoru (20) wnioskujemy, ze [, (i) mozna interpretowac jako prawdopo-

dobienstwo przebywania systemu w takim stanie, w ktdry jest on niesprawny, jesli
element i jest niesprawny.

Przvktad 4.

Zatézmy, ze niezawodnosci elementéw zostaly uporzadkowane w sposob
niemalejacy, czyli
n<r,<..2r,.

1) System o strukturze szeregowe;j:
Jezeli h(r)= Hr,. , to
i=1
: h(r
Ih(l):Hrj :(_)
J#i r;

oraz I,()=21,(2)>...21,(n),
zatem element o najmniejszej niezawodnosci jest najistotniejszy dla catego systemu.
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2) System o strukturze réwnolegte;j:

Jezeli h(r)= Hrl. , to
i=1

1,0 =T]a-r)=1210

e -7

i

oraz I,(1)<1,(2)<..<1,(n), a zatem element o najwigkszej niezawodnosci jest
dla calego systemu najistotniejszy.
3) System progowy ,,2 z 3”:

Dla,2z3” h(r)=nr, +rr, +r,r; = 2rr,r,. Zatem

I,()=r, +r, =2rr,,

1,2)=r+r, =2nr

1"3°

1,3)=r+r, =2nr.

172

Jezeli r, 2% dla i=1,2,3,t0 1,(3)21,(2)=1,(1), czyli element o najwyzszej nie-

zawodnosci jest najistotniejszy dla catego systemu. Jezeli 7, SE dla i=1,2,3, to

I,1)=1,(2)=1,(3), czyli element o najnizszej niezawodnosci jest dla tego syste-
mu najistotniejszy.

4) Ogolnie dla systemu progowego ,.k z n” (system uszkadza sig, jesli co najmniej
k elementow jest uszkodzonych)

= Do A=) T ()

X2 X)X, .4 X, >k

mamy

—1 - -
1,(0)= z:rf‘---rn)‘”(l—rl)1 x!...(l_,,n)l o
1_ r; x: x;=0,
X)X+t X, >n—k

a istotno$¢ strukturalna:
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Icp(i)zlel(Z_Uzznn ) :
- (k= D\(n—k)!

5) System o strukturze @(Xx) = ()CIHXZ )x; , dla ktorego A(r) =1-[(1-rr)1-r;)]
lub A(r) = nr, +ry—nnr,. Zatem
I,(D)=r —nr,
1,(2) =1 —nn,

1,(3)=1-rr,.

Jezeli r, 2% dlai=1,2,3,t0 [,(3)21,(1)=1,(2). Jezeli r, S% dlai=1,2,3,to0
1, (3) jest rowniez najwigksza.

Ze wzoru (18) wynika, ze [, (i) nie zalezy od niezawodnosci elementu i,

tzn. zawodne i niezawodne elementy maja taka sama istotnos¢. Dlatego tez Riabinin
i Czerkesow w 1981 roku wprowadzili miar¢ okreslajaca wpltyw danego elementu
na niezawodnos$¢ catego systemu:

IR*CZ (l):r;lh (1)9 i=1,2,...,n.

Latwo zauwazyc¢, ze dla systemow o elementach charakteryzujacych sig wy-
soka niezawodno$cia (7, —1) miara ta ma praktycznie takie samo znaczenie jak

1, (i) . Bardziej naturalne wydaje si¢ zatem wprowadzenie nastgpujacej definicji:
I, .()y=0-r)I,0) i—-12,..,n.

Im wigksza niezawodno$¢ ma element i, tym mniejszy wplyw na zawod-
nos¢ systemu. Miarg krytycznej istotnosci wprowadzit w 1975 roku Lambert:

( r,-)_

1-
1— h(r)

1, =1,0)
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s

Miara ta, jak wida¢, rozni si¢ od si¢ od 7, .. (i) tylko statym mnoznikiem

[1-A(r)] ™.
W 1970 roku Vesely, a w 1975 roku Fussell wprowadzili miarg istotnosci
niezawodnosciowe;j:

. _l_hi(r)
I, ()= 1= h(r) )

gdzie 1-h,(r) jest prawdopodobienstwem uszkodzenia systemu, jesli wszystkie

elementy minimalnego cigcia zawierajacego element i sa uszkodzone.

Inne miary istotno$ci niezawodno$ciowej zaproponowat Natvig (1979,
1982, 1985, 1990). Wszystkie opieraja si¢ na idei, ze najistotniejszym elementem
systemu jest ten, ktorego uszkodzenie, z najwigckszym prawdopodobienstwem,
zmniejsza czas uszkodzenia systemu. Miary istotnosci Natviga zostaly uogolnione
na systemy naprawialne. Jednakze wzory analityczne mozna otrzymac tylko dla
bardzo prostych systemoéw naprawialnych. Dla systeméw zlozonych musimy korzy-
sta¢ z metod statystycznych.

WNIOSKI

Miary niezawodnos$ciowej istotnosci elementow zostaty wprowadzone dla
prostych systemdw, dla ktorych analityczny sposob wyliczenia 7, (i) nie stanowi

problemu. Natomiast dla systemoéw bardzo ztozonych lub dla przypadkéw bardziej
realistycznych (zalezne i naprawialne elementy, czasy zdatno$ci elementéw niema-
jace rozktadu wykladniczego) nie mozna ich stosowa¢. Miara Birnbauma 7, (i) stata

si¢ jednak punktem wyjscia dla przyszilych poszukiwan bardziej dogodnych definicji
istotnosci niezawodno$ciowej elementow systemow.

Miary istotnosci elementdéw opisane w pracy zostaly wprowadzone dla sys-
temow nienaprawialnych z niezaleznymi elementami. Metody analityczne sa oparte
na zasadzie wyznaczania minimalnych ci¢gé. W przypadku systemow rzeczywistych
z naprawialnymi i zaleznymi elementami metody analityczne sa praktycznie nie-
mozliwe do zastosowania.
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ABSTRACT

The paper defines and determines the structural importance of the components for the

systems of various structures. It also defines the reliability importance of the components for some
structures of systems and the event tree importance of the basic events. Some illustrating exam-
ples are presented.
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