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WYZNACZANIE
STALYCH MATERIALOWYCH DREWNA
METODA HOMOGENIZACJI

STRESZCZENIE

Podano metode, za pomocg ktorej mozliwe jest dedukowanie z opisu mikroskopowego
odpowiadajacego mu opisu makroskopowego. Poniewaz periodyczno$¢ struktury upraszcza
analize, zaktada sie, ze analizowane os$rodki majg wtasnie taka strukture.

Elementem strukturalnym drewna sosnowego jest jego warstwowo$¢ czesci bielastej
sktadajacej sie naprzemiennie z warstw drewna wczesnego i péznego. W analizie zatozono, ze
kazda z warstw jest zbudowana z materiatu jednorodnego i transwersalnie izotropowego. Zwigzki
fizyczne sprezystosci sktadnikow osrodka przyjeto jako liniowe zalezno$ci Hooke'a. Warstewko-
wos¢ struktury drewna wraz z warunkami periodycznosci implikujq zaleznosci pola przemiesz-
czen, pola odksztatcenia oraz pola naprezenia tylko od jednej mikroskopowej wspdirzedne;
przestrzennej. Na tej podstawie opracowano zalezno$ci matematyczne pozwalajgce okreslié
zastepcze state materialowe na podstawie ustalonych do$wiadczalnie statych materiatowych
pojedynczych warstw drewna wczesnego i péznego.

Stowa kluczowe:

homogenizacja, periodycznos¢, mikrostruktura, makrostruktura, jednorodnos¢, nie-
jednorodno$¢, warstwy drewna wczesnego i poznego, statle materiatowe pojedyn-
czych warstw, zastepcze state materiatlowe.

WSTEP

Obserwacja ciat rzeczywistych wskazuje, ze reakcja materialu niejednorod-
nego, po odpowiednim usrednieniu jego sktadnikow, jest taka, jak gdyby byl on
jednorodny. Kazdy osobny sktadnik mieszaniny na poziomie mikro, jest traktowany
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jako osrodek ciagly z jego wlasnym réwnaniem konstytutywnym, prawami zacho-
wania oraz warunkami brzegowymi na granicy rozdziatu faz. Rownania na poziomie
mikroskopowym sa usredniane w celu otrzymania rownan makroskopowych. Meto-
da ,,przejs$cia” z poziomu niejednorodnosci do poziomu makroskopowego jednorod-
nego nosi nazw¢ homogenizacji [5]. Stosujac metode homogenizacji, nalezy
dokona¢ opisu matematycznego rozwazanego procesu przez ,,przenoszenie” do skali
makroskopowej informacji dostgpnej na poziomie mikro (niejednorodnosci). Po-
nadto, jezeli znana jest geometria wewngtrzna os$rodka oraz parametry lokalne, me-
toda ta umozliwia jednoznaczne okreslenie warto$ci parametrow zastgpczych
osrodka. W opisie makroskopowym mikrostruktura najczesciej jawnie nie wystgpu-
je, jest natomiast ,,ukryta” pod warto$ciami parametrow zastgpczych opisu makro-
skopowego. W zwiazku z tym, aby analizowa¢ konkretne warto$ci parametrow
zastgpczych oraz ich zmienno$¢, nalezy analizowa¢ wplyw mikrostruktury na ich
wartosci [4].

METODA HOMOGENIZACJI

W metodzie homogenizacji poszukuje si¢ ekwiwalentnego opisu makrosko-
powego, gdy znany jest opis mikrostruktury.
W skali mikro musza by¢ dane:

— geometria;

— rownania rownowagi dla kazdej fazy (sktadnika) uktadu;
— warunki brzegowe na granicy rozdziatu faz (sktadnikow);
— zwiazki konstytutywne wraz z parametrami.

Proces homogenizacji musi da¢ w skali makroskopowe;j [1]:

— réwnanie rownowagi;

— zwiazki konstytutywne wraz z parametrami zast¢pczymi;

— prawo lokalizacji, tzn. zwiazek pozwalajacy okresli¢ wszystkie pola fizyczne na
poziomie mikroskopowym, gdy znane sa makroskopowe pola fizyczne.

Metoda homogenizacji zastgpczych statych sprezystosci drewna sformuto-
wana zostala jako matematyczna teoria homogenizacji. Proces przej$cia z opisem
matematycznym [3] ze skali mikroskopowej do makroskopowej dokonuje si¢ po-
przez parametryzacj¢ opisu matematycznego parametrem ¢ > (), bedacym parame-
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Wyznaczanie statych materialowych drewna metoda homogenizacji

trem skali (np. reprezentujacym typowy wymiar wiokien drewna), a nastgpnie po-
przez zadanie, aby € — 0.

Jedna z metod poszukiwania opisu ekwiwalentnego dla osrodka mikronie-
jednorodnorodnego jest metoda asymptotycznej homogenizacji [2, 5, 6]. Podstawo-
wym zatozeniem tej metody jest periodycznos¢ struktury (rys. 1.).
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Rys. 1. Struktura periodyczna i podstawowa komorka periodycznos$ci

Parametryzacji opisu mikroskopowego dokonuje si¢ parametrem € = //L, re-
prezentujacym stosunek wymiaréw pojedynczej komorki periodycznosci /, z ktorej
wygenerowany jest przez periodyczno$¢ caly osrodek, oraz L, bedacy jednym
z wymiardw objetosci rozwazanego osrodka (rys. 2.).

Metoda asymptotycznej homogenizacji poszukuje granicy parametryzowa-
nego rozwiazania, zakladajac, ze parametryzowane pole opisu mikroskopowego
wykazuje asymptotyczny charakter wzgledem parametru € i moze by¢ przedstawio-
ne w postaci rozwinigcia asymptotycznego zaleznego od dwoch zmiennych prze-

X
strzennych x oraz y ==
€

u®(x)= u(o)(x,y)+ su(l)(x,y)+82u(2)(x,y)+ et y=2 (1)
€

Kazdy czton rozwinigcia asymptotycznego (1), tj. u(i)(x, y), przyjmuje sie ponadto

jako Y-periodyczny wzgledem y, tzn. dla ustalonego x wartosci u w odpowiadaja-
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cych sobie punktach na krancach pojedynczej komorki periodycznosci (powigkszonej
w jednoktadnosci o skali &) sa takie same, tj.

u(i)(x,y+y)=u(i)(x,y). 2)

Zmienne x i y traktuje si¢ wigc jako dwie niezalezne zmienne przestrzenne,
modyfikujac rownoczesnie operator pochodnej przestrzennej, tj.

f(xy)

dx Ox Oy Ox €

i:g_i_al.‘g*l

dx Ox Oy

d_o .0 5
dx, Ox, oy;

Poszukiwanie ekwiwalentnego opisu makroskopowego polega na wprowa-
dzeniu rozwinigcia (1) do opisu mikroskopowego z rownoczesng zmiang operatoréw
pochodnej przestrzennej wedtug (3), a nastgpnie identyfikacji rownan stojacych przy
odpowiednich potggach parametru €. W rezultacie otrzymuje si¢ caly szereg rownan
dla poszczegodlnych wyrazéw rozwinigeia (1). Natozony na poszczegélne elementy
rozwiniecia asymptotycznego u')(x,y) warunek lokalnej periodycznosci (2) powo-
duje, ze rozwiazania tak otrzymanych réwnan poszukuje si¢ w obrgbie pojedynczej
komorki. Po dokonaniu usrednienia po zmiennej y opisany proces prowadzi do row-
nan spetnionych przez pierwszy czlon rozwinigcia (1), ktére sa niczym innym, jak
poszukiwanym ekwiwalentnym opisem makroskopowym rozwazanego zagadnienia.

Latwos¢ dochodzenia do opisu makroskopowego jest wynikiem zastapienia
parametryzowanego pola szeregiem asymptotycznym (1), dlatego metoda jest na-
zywana metoda dwuskalowych rozwinig¢ asymptotycznych.

Z punktu widzenia matematycznego metoda asymptotycznej homogenizacji
daje wynik Scisly, jezeli parametryzowane pole rzeczywiscie wykazuje charakter
asymptotyczny w postaci (1). Aby wynik byl matematycznie spetniony, powinien
by¢ uzupetniony o dowod, ze

lim u(a)(x) = u(o)(x) . “4)

e—0
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Wyznaczanie statych materialowych drewna metoda homogenizacji

Brak dowodu (4) czyni wynik otrzymany metoda asymptotycznej homoge-
nizacji wynikiem warunkowym, tj. opis makroskopowy jest poprawny, jezeli para-
metryzowane pole moze by¢ zastapione szeregiem asymptotycznym (1) lub
rownowaznie — jesli (1) jest prawdziwe, to otrzymany wynik jest poprawny. Pod-
stawa metody asymptotycznej homogenizacji jest przyjecie, ze przy odpowiednio
™ oraz gradient tego pola moga

by¢ aproksymowane przez [bezposrednia konsekwencja prawa transformacji po-

matej warto$ci parametru € parametryzowane pole u

chodnej przestrzennej (3)]

PARAMETRY EFEKTYWNE DREWNA
O STRUKTURZE WARSTWOWEJ

Podstawowym zalozeniem metody asymptotycznej homogenizacji jest pe-
riodyczno$¢ struktury (rys. 2.).

Parametryzacji opisu mikroskopowego dokonano parametrem . _ % , Te-

prezentujacym stosunek wymiarow pojedynczej komorki periodycznosci /, sktadaja-
cej sig z warstwy drewna wczesnego i poznego, oraz L, bedacy jednym z wymiaréw
objetosci rozwazanego osrodka.

drewno pbézne

e

drewno wczesne

A 4

Rys. 2. Struktura periodyczna drewna i podstawowa komorka periodycznos$ci
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Elementem strukturalnym drewna jest jego warstwowo$¢. Obliczenia ilo-
sciowe przeprowadzono dla sosnowego drewna czg$ci bielastej sktadajacej sie
naprzemiennie z warstw drewna wczesnego 1 p6znego. W analizie zatozono, ze kaz-
da z warstw jest zbudowana z materiatu jednorodnego i transwersalnie izotropowe-
go. Zwiazki fizyczne sprezystosci sktadnikow osrodka przyjeto jako liniowe
zaleznosci Hooke’a. Zatozono, ze w analizie nie wyr6znia si¢ dodatkowo cech me-
chanicznych powierzchni kontaktu.

Zatozenie o transwersalnej izotropii warstw drewna wydaje si¢ rozsadne,
poniewaz warstwy dla kierunku anatomicznego stycznego (7) i promieniowego (R)
wykazuja podobny uktad przejrzysty. Ponadto takie zalozenie pozwala w bardzo
przejrzysty sposob przedstawi¢ metodyke okreslania wiasnosci efektywnych struk-
tur warstwowych.

DEFORMACIJE SPREZYSTE

Omawiang strukturg przedstawiono na rysunku 3. (przez n oznaczono udziat
drewna wczesnego, a przez (I-n) — udziat drewna p6znego). Komorka drewna zo-
stala przedstawiona w uktadzie y;(R), y2(T), ys(L). Dla kierunku y; i y, wlasciwosci
kazdej z tych warstw sa takie same. Warstewkowo$¢ struktury wraz z warunkiem
lokalnej periodycznos$ci implikuja zalezno$¢ pola przemieszczenia, pola odksztatce-
nia oraz pola naprezenia tylko od jednej mikroskopowej wspolrzednej przestrzennej,

tj. y; (rys. 3.).

4y (R)

n

1-n/‘

AL) y.(T)

Rys. 3. Komoérka drewna w uktadzie kartezjanskim

»
»

A
A
A
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Zalezno$¢ napregzenia od odksztalcenia dla pojedynczej warstwy drewna

W postaci macierzowej przedstawia si¢ jak ponizej

11
G2

G33

Dalej przedstawiono zwiazki konstytutywne dla dwu warstw:

[C, C, C;000]

C,C, C;000
C,C5C,000
000C,00
0000C,0
00000 C;

material 1. — drewno wczesne

1 1

1

6 =Cin e 3

materiat 2. — drewno pdzne

2 2

2

G = Cijin €k -

Poszukujemy pola przemieszczenia.

= Roéwnania rownowagi
06 ; o
;

en
€
€33
€3

€13

GH

OPIS MIKROSKOPOWY

U (%0152, 13) =Up (X, ) -

)

(6)

(7

®)

Pola przemieszczenia komorki nie zaleza od y,iy;, zaleza natomiast od y,

U (6, 01) = U (x,) +eU P (0, )+
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= Warunek periodycznosci

4y:(R)

U (em) = U (x,~(1=m) - ©3)

G (x,n)= o (x,—(1—n))

Oznacza on, ze w odpowiednich sobie punktach na krancach elementu mi-
krostruktury warto$ci przemieszczenia i naprezenia sg takie same.

= Warunek ciaglosci wektora przemieszczenia
U@y =0 =Uf (x.y =07) = U  (x.,=07) . (10)

Oznacza on, ze na powierzchniach kontaktu migdzy sktadnikami (warstwa-

mi) przemieszczenia sa rowne.

= Warunek ciaglosci wektora naprezenia

6,x 0)=0,(x,07)
G]l('x’ 0+)=Gn(-x» 07) : (11)
013()(,', 0+)=G13(~x5 07)

Oznacza on, ze wektor naprezenia jest ciagly na powierzchni kontaktu.
Pole sktadnikow przemieszczenia liczy sig tylko wzgledem wspotrzednej y,

Uk(x,yl):U,EO)(x,yl)+8U,£l)(x,yl)+... (12)

Kazdy czton tego rozwinigcia przyjmuje si¢ jako Y-periodyczny wzglgdem
y, » tzn. dla ustalonego x wartosci «'” w odpowiadajacych sobie punktach na kran-

cach pojedynczej komorki periodycznosci sa takie same. Zmienne xi y traktuje sig
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jako dwie niezalezne zmienne przestrzenne, modyfikujac rownoczes$nie operator
pochodnej przestrzennej, tj.

4 _0,00 (13)
dx Ox oy
Przez e, oznaczono sktadowa tensora odksztalcenia wewnatrz elementu

mikrostruktury, ktora dla matych odksztatcen jest okreslona zalezno$cia

1 Ou; auj
. =—(—+—2).
el](u) Z(Gx- ox )

i

Wykorzystujac operator (13)

. Ou; . Ou;
ey.(u):l(%+ﬁ)+g_ll %_l_i)
2 x; oOx; 2 0p; oy
e;(u)=e; +s_leijy-, (14)
. 1 0u, Ou,
. == (—+—=—);
odzie: 2% "oy,
Yy = *ll% au/)

e; =¢
20y, Oy

i

rozwini¢cie asymptotyczne tensora odksztatcenia zaleznego od dwoch zmiennych

przestrzennych xiy oraz y = *
€

e, u'(x, ) =u®(x, ) +eu® () +eu® () +

eij(u):e,-’; +e ey,

stad

x, (0) v, ,(0)

- -1y (1) v, (1)
e,(wy=qu’ +e eu

. 0

+eleu +equ +..=

=eu” +eu’ +eeu” +eeu” +..e'eu'” =0 [ze wzgledu na (12)]
e )y ()

e;(u)=eu"” +eu’ +0(e)

0(g) —rzedu wielkosci (symbol Landau)

eij(u)ze;(u(o))+e;(u(l)) , (15)
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1) 1) )
elyl(u(l)) :l(aul " 61/{1 ) _ 6(u1 )
2 on a2 m

D 1) 0
e )= ey )= 3 (G 2y = 2
A 2 1 1
1 aufl) N oul! 1 o(uiM)

Y,y = & -
(™) 2(5‘)’3 oy 2 oy

; (16)

6u1(1)_0 ouV
) T O

=0, pozostate pochodne takze sa réwne zero.

ROZWIAZANIE PRZEDSTAWIONEGO ZAGADNIENIA

0G
Wykorzystujac ogdlne réwnanie rownowagi (8) a—” =0, wszystkie rowna-

nia zawierajace y,,y; sa spelnione tozsamo$ciowo

06, +6021 +8631 0= 06, _0

& o s M

0G4, _0; 00 |3 _0
g g

Réwnania rownowagi

%on_ (17a)
M

901, _ (17b)
M

%o . (17¢)
M

Wykorzystujac zalezno$ci (5) naprezenia od odksztatcenia dla pojedynczej
warstwy drewna wczesnego i poznego dla materiatu 1 w postaci ogélnej

611 =Cie +Chey +Cies3; 0y =Csey; 613 = Cgeys
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oraz wykorzystujac zaleznosci (15) i (16)
1 1 1 1
011 =Ci(ei U )+, U+ Cy(en U ) +enUD) +Cyeis )
e UM =0

1 1

1 1
611 =C(ey (U +el, UV )N +Cpe3,(U)+Cy e U?) (18)
1 1
615 =Cs(ey(UM)+ e ™)) (19)
1 1
013 =Coles U M) +ely(UM)) . (20)

Gorny indeks oznacza materiat 1. (drewno wczesne). Analogiczne zalezno-
$ci sa dla 2. materiatu (drewno pozne), gorny indeks oznaczono 2.
Przechodzimy do réwnan réwnowagi w materiale 1. Wykorzystujac zalez-

1 geX (UM
%:0 i uwzgledniajac zaleznos$¢ (18) CIM
o M

zaleznosci (16)

nosci (17a) =0, to na mocy

1 p27M
G 0 Ulz )=0. (21a)
i
. 1 ded, (UM) .
Z zaleznosci (17b) Cs—2—= =0, to na mocy zaleznosci (16)
M
1 A2r7M
Lo 2U) g, (21b)
2 M

I el U™

Z zaleznosci (17¢) Cg =0, to na mocy zaleznosci (16)

N

1 2y
1 Cs I . (21c)
27 oy
Przemieszczeniowe warunki rownowagi przyjmuja posta¢ rownan roznicz-
kowych jednorodnych II rzedu

dZU(l)
1 ) =0 ;

a*ud) o a*UW) i
ot dyi

: 0.
dyi
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Dwukrotne scatkowanie powyzszych rownan pozwala na ich rozwiazanie

dla materiatu 1. dla materiatu 2.

Ul(l) =1141 y1+1131 Ul(l) =il1 y1+1231
1 1 2 2

U = 42 y, + B> UL =45y, + B2 (22)
1 1 2 2

UV = 43y, + B3 U = 43y, + B3

Wspolczynniki 4 1 B sa skladowymi przemieszczenia w jednym kierunku.
Wykorzystujemy warunki ciagtosci przemieszczenia (10), ktore dla obu sktadnikéw
sa identyczne.

Warunki brzegowe
1 2

12 12
Korzystajac z  warunkéow  ciagloSci  wektora naprezenia  (11)
c,,(x,0")=06,,(x,07) oraz zaleznosci (22) i (18), okreslimy ciaglos¢ wektora napre-

zenia na kontakcie powierzchni obu warstw drewna, zalezno$¢ (18)

o i i
611 =C (e (UM)+el, (UM )+ Cye3,(U )+ Cye;(UY)  wstawiamy do (22) oraz

o(u") .
a b

izl

1 1 1
przyjmujac elyl(u(l)) = ul(l) =Aiy,+B1=> ¢ wVy= 4,
dla 1. materiatu zapiszemy

o R !
611 =Cei(U)+C 4+ C, e, (U )+ Cy el U,

dla 2. materialu natomiast

o (x,0") =0,(x07)
2 2 2 2 2 2
o1 =Cr ey (U)+C 4+ Cye3,(U )+ Cye35 U,

12
odejmujac stronami ¢,;,—c,; =0

O1 2 o 1 2 o 1 2 1 1 2 2
e UG-G+ UG-G+ UNNCG-Cil+C 4-C 4 =0; (23a)
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1o@) 1!

wykorzystujac zalezno$¢ (16), (22) elyz(u(l)):2 o 2A2 , stad na mocy
1

1 1 11
zaleznosci  (19) o, =C5¢5U (0))+%C5 A, analogicznie dla materialu 2.

2 2 o 1202
G, =Csep (U )+5C5A2

1 2

61,0, =0

1 b 111
6y, =Cs elz(U(O))+EC5 4,
2 2 122
61, =Cs elxz(U(O))JFECs 4,

1 2
61,0, =0

o2 1 2 2
efcz(U(O)[Cs_Cs]+EC5 AZ_ECS 4,=0; (23b)

1o 1!

wykorzystujac zalezno$¢ (16), (22) ely3(u(l))=2 - A; , stad na mocy
N

1 1 1 1
zaleznosci  (19) <513:C6ef‘6(U(0))+%C6 A, analogicznie dla materialu 2.

2 2 o 1202
o3 =Ceee(U )+5C6A3

1 2
613—013=0

1 . © 111
o3 =Cee3(U )+EC6A3

2 2 . 0) 12 2

1 2
G13-013=0

0 1 2 1 11 1 2 2
e (U >[c6—c6]+5c6 A== Co 4y =0. (23c)
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Warunek periodycznosci naprezen spetniaja rownania (23). Wartos$ci tych
napre¢zen nie zaleza od wspoétrzednej y. Na granicy i na brzegach przedziatow warto-
$ci naprgzen sg jednakowe.

Wykorzystujac zaleznosci (9a) i (22), sprawdzamy warunek periodycznosci,
przyjmujac za y =n i y;=—(1-n)
1 2
Airn+ B, =—(1—-n) A1+ B,
1 2
Axn+B, =—(1-n) A2+ B, ,

1 2
Asn+ By =—(1—n) A3+ By

stad

1 o 2

A =-12my, (24a)
n

1 _n2

H=-20Y, (24b)
n

1 _n 2

Ay =—1T"ys (24¢)
n

Podstawiajac do (23c¢) zalezno$¢ (24¢) 1 dokonujac przeksztatcen, otrzymujemy

2 12 2 2
elxs(U(O)[C()—Cé]—%l nC6A3_%C6A3:0

n

NN 201
e (U [Cﬁ_C6]=5A3[C6

—n

2
+Cs]
n

1 2
2 UGGl
3T 2 1q_p
Ce+Co—
n

Podstawiajac do (23b) zalezno$¢ (24b) i dokonujac przeksztatcen, otrzymujemy

ll_nlzlzz

2
ey (U[Cs—C51- Cs AZ_ECSAZZO

n

1 2

i 2 L l_p 2
elz(U(O)[Cs_Cs]:EAz[Cs

+Cs]

n
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2 (U(O)[C C]
12 5 5
Ay =292 s =sd e

Cs+Cs—
n

Podstawiajac do (23b) zalezno$¢ (24b) i dokonujac przeksztatcen, otrzymujemy

1-n 1 2
911(U( Cl +922(U ))[Cz C2]+333(U ))[C3 C}]__ClAl C1A1 0

X X X 2 1_ !
eil(U(O)[C1_C1]+6’22(U(0))[C2_C2]+e33(U(0))[C3_C3] = A1[7C1+C1]

4@’ €= Gyl ey U Cs =Gy l+ ey U~ C3]

2
c1+1—"c1
n

Warstewkowo$¢ struktury drewna wraz z warunkami periodycznosci impli-
kuja zaleznosci pola przemieszczen, pola odksztalcenia oraz pola naprezenia tylko
od jednej mikroskopowej wspotrzednej przestrzennej, tj. y; (rys. 1.).

OPIS WIELKOSCI W SKALI MAKROSKOPOWEJ

Po oznaczeniu sktadowych tensora makronapr¢zenia i makroodksztatcenia
mozna zapisa¢ zwiazki konstytutywne sprezystosci.
Tensor makronaprgzenia

1 2

2[] :<0,'j>=n64~,«+(1—n)0y . (25)
Tensor makroodksztatcenia

=(e; (U)) =(e; U )+ (UD)) =(ej U D))+ (e} (U“’»
ey.(Um):o

N A . Uiy =U0 Gy +eU () +..
Na mocy rownania (12) rownanie periodycznos$ci o
eU{ (x,1)=0

e’ (U(l)) — duy
y dyl
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Definiujac wielkosci makroskopowe jako $rednie objetosciowe po obszarze
elementu, otrzymujemy

af’
(e UM = j I I duVnds =0
i t

(e (UMY = (UMY = du"n,dS =0
= g e = [

(e) = Wjeﬁ () = 5<Ey +E;)
z definicji

= oy (v =

b
lenkyjds
ov

stad

— el-);(U(O)) (26)
makroskopowe zwiazki konstytutywne

Zij = KijkhEkh (27)

Epy=ej(U").

Zalezno$ci naprezenia od odksztatcenia materiatu drewna (w skali makro)
W postaci macierzowej przedstawiono ponizej

>l [KiK,K;000 (E,
Y| |KyKsKs00 0 ||Ey
3| _| K3KsKg0 00 ||| 28)
| [0 0 0 K,0 0 ||E,
T3 [0 0 0 0 K0 [|Ep;

Su) [0 0 000 K| Ex

Wykorzystujac zaleznos¢ (25), (5), (26) oraz (15)

1 2 1 2
253 =(05)=n6,+(1-n)c,, =nC e;(U(O))"'(l_”)Cs 6;3((](0)):
1 2 1 2
=[n C6+(1—n)C6]e2X3(U(O)) =nC+(1-n)C]-E,,
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stad

1 2

Z zaleznosci (25) oraz (5)

1 2 1 2
L3=nc3+(1-n)o;3=03=0;
b2 2 0 Dy _ o % (O, )
T13=013=013 = Ce(e3(U) +e3(UY) = Cges(u') + Cy ey (u™) =
2 2 1 D) 2 2 2
Gy (UO) + Cr M5 _ G en Ly =
2 dy 2
, , 12 , 1 2
12 eN[C—C] C—C
= Coely 45 G230 =[G+ Gk
Ce+Co— Ce+Cs—
n
., 1 2
C.—-C
K8 = C6+ Céﬁ (30)
Ce+Co—
n
Z zaleznosci (25) oraz (5)
1 2 1 2
X, =nop+(l-n)c, =0, =0y,
L Oy (11O o (O 4 o o (D)
L1, =01,=01, =Cs(e (U™ ) +6,(U)=Cs ey () + Cs e, (u ) =
. 12 ., 1 2
C.—C C.—C
=[Cs+ Cs5—7—"—]ey =[Cs+ Cs 7—7——]E),
1-n 1-n
Cs+Cs—— Cs+Cs——
n n
., 1 2
Cc.-C
K7=C5+C5ﬁ (31)
Cs+Cs—
n

Z zalezno$ci (25) oraz (5)
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1 2 1 2
% =no,+(l-n)oy =0y, =0y;
1

2 2 2 2
%1=61,=01, =G (U ) +e U)+Cy( U )+, (UD))+ Gy U) +e "))

U auy ou®
v a—_o U= =0; &(UV)=
en(U7)= » enUY)= 3, W(U)= S

2 2
%,=0y, =G(ef1(U(°))+A1)+Cz6§z(U(O) +G U =

1412

CEn(C] G)+Ezz(Cz Cz)+E53(Cs G_,)

—QE11+C2E22+C3%3 2 1]
G+ "G
! 2 2 2 2 2
G-
(GG G g GG zczlcl JEsa q+q2Q1_Q 15,
Cl+7q G "G G+ "G
K =Cr S0 (32)
c+ "¢
n
1 2
2 2 —
K, =C+C Cl—_c (33)
C+ "¢
n
2 2 —
K. =CtC, 2C31 G (34)
c+ "¢
n

Z zalezno$ci (25) oraz (5)
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1 2
Xy =n6p+(1-n)cy

1 1 1 2
20, =1[Cy (e (U ) + ¢/, (U )) + C (€3, (U ) + C3(e33(U )]+ (L= )[Ca (e, U)) +

2 2
e} (UD)+C (e, (U ) + Cs(e33(U)

e (U) =i (U ) +ef, ")

enU)=e,UD)+el,UY) =3, U")

o33 (U) =e5(U D) +e,(UV) = e (U™)

53y =[nCyt (1= n)C21E +[nCrt (1= n)CH1Ep +[nCyt (1-n)CP 1, +
+n cl2 e (UMY +(1-n)Cel,(UY)

53y =[nCyt (1= m)C21Ey +[nCyt (1= n)CP1Ep +[nCyt (1~ n)CP 1, +

1
+nCy el +(1-n)Ciel,

e (UMY = 4,

1 1 1
2y =[nCy+ (1=n)CF1Ey +[nCy+(1=n)CL 1Ey, +[n Cy+ (1-n)C3 1Esy +

1 1 2
+nCy A+(1-n)C} 4,

Po przeksztatceniach i podstawieniach

1 2
1 2 2 1 —
K, =nCl+(l—n)Cl+(1—n)(C2—Cz)% (35)
C+ "¢
n
C,-C
1 2 2 1 —_
K, =nC,+(1-n)C+(1-n)(C,-C,)——— (36)
’ l-n !
C+——~C,
n

Z zaleznosci (25) oraz (5)
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80

1 2
X33 =163+ (1-n)03;

1 1 1 2
233 = 1[Cs(efy (U D)+, (U)) + Cy (€3, (U ) + Cy (e (U )]+ (1= m)[C3 (e, U D)) +

U+ Gyl U )+ Cy el U]
e (U) =y (U ) +efy ")
enU)=e,U ) +el, UY) =3, U)
e (V) =i (U ) + e, U) =55

P :n[C13(E11 Jrelyl)JrCI3 E,, +C14 E33]+(1—n)[(233(E11 +

e1y1)+C%3 E,, +C%4 E33]=n61‘3 E, +nCl‘3 el +nCl‘3 E,, +nCl4 Es+

+nCl4 Ey; +(1—n)é3 E, +(1—n)é3 e +(1—n)C%3 E,, +(l—n)C%4 Ey =
:[nCI’3+(1—n)é3]E11 +[nCl’3+(1—n)Cz’3]E22 +[nCl’4+(1—n)C%4]E33 +nCl'3 /il+

2 2
+(1-n)Cs 4,

1 1=n 2
(4 =——4)
n

1 2 11 2 2
1 2
(ndy =—(1-n)4)

1 2 1 2 2 2
=nCy+(1=n)Cy+(1-n)Cy A+ (1-n)C3 4, =

1 2 2 1 2
=nCy+(1=n)Cy+ (C3-C3)(1—n) 4, =
1 2
2 G-C
(=57
Ci+ o
1 2
1 2 2 1 C _C
Kﬁ:nC4+(l—n)C4+(C3—C3)(l—n)231—_n3l (37
Ci+ C]
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ABSTRACT

The paper presents a method which can use a microscope description to deduce
a macro scope description corresponding to it. Since periodic appearance of the structure simpli-
fies the analysis, it is assumed that the analyzed media have such structure.

Layer structure of white part which consists of layers of early and late wood is the struc-
tural element of pine-wood. It was assumed in the analysis that each layer is composed of ho-
mogenous and transversely isotropic material. Physical dependences of resilience of components
were assumed as Hook's linear dependences. Layer structure of wood along with conditions
of periodic appearance imply dependences of dislocation field, of deformation field and of strain
field on only one microscope spatial co-ordinate. This was used to work out mathematical depen-
dences which in turn can be used to determine substitute material constants based on experi-
mentally determined material constants for single layers of early and late wood.
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