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STRESZCZENIE

W artykule podsumowano zagadnienia doktadnie omawiane we wcze$niejszych pracach
autora dotyczacych wytezenia materiatu oraz przedstawiono krétki rys historyczny zwigzany z po-
wstawaniem kryteridw wytrzymato$ciowych. Omoéwiono rowniez pojecie energii sprezystej oraz
wynikajace stad hipotezy wytezeniowe E. Beltramiego, M. T. Hubera i W. Burzynskiego dla mate-
riatow izotropowych oraz J. Rychlewskiego dla materiatow anizotropowych. Przytoczone zostato
tez kryterium P. S. Theocarisa, ktore postuzyto do przeanalizowania mozliwosci uogélnienia kwa-
dratowego kryterium Rychlewskiego dla dowolnych materiatéw anizotropowych wykazujacych efekt
réznicy wytrzymatosci (Strength Differential Effect).

Stowa kluczowe:
anizotropowe materiaty, kryterium wytezenia, sprezyste stany wtasne.

WSTEP

Zaproponowane przez J. Rychlewskiego energetyczne kryterium stanu gra-
nicznego dla sprzezonych stanéw wiasnych stanowi podstawe teorii wytgzenia ma-
teriatow, ktore w ogolnosci wykazuja anizotropi¢ wlasnosci mechanicznych [14, 15,
23, 24]. W kryterium energetycznym nalezy okresli¢ graniczne energie dla poszcze-
gblnych sprezystych stanow wiasnych, ktorych w ogoélnosci moze by¢ co najwyzej
sze$¢. Te graniczne energie mozna wyznaczy¢ do§wiadczalnie lub obliczy¢. Propozy-
cje obliczania granicznych energii podano w [17] i dyskutowano doktadniej w [6, 18].
Obliczenie granicznych energii dla modelu efektywnego, za pomoca ktérego mozna
przewidywac sprezyste zachowanie si¢ materiatu na podstawie teoretycznego opisu
jego struktury, doktadnie przedstawiono w pracach [7-13].
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ZAGADNIENIE WYTEZENIA MATERIALU —
TELO HISTORYCZNE, ENERGIA SPREZYSTA

Zagadnienie wytgzenia materiatu jest problemem skomplikowanym i trudnym
do Scistego, teoretycznego rozwiazania. Czgsto dla utatwienia, jak pisze J. Walczak
[29], .,...opieramy si¢ na ocenie porownawczej. Sposob ten polega na tym, ze za
porownawczy stan wytgzenia przyjmujemy z reguly najprostszy przypadek, jakim
jest jednoosiowe rozciaganie, okre$lone na granicy niebezpiecznej jednym tylko
parametrem krytycznym...”. Istota takiego podejScia jest wyznaczenie tzw. naprg-
zenia zastepczego, czyli naprezenia przy jednoosiowym rozciaganiu, powodujacego
wytgzenie rownowazne co do warto§ci wytezeniu wynikajacemu z danego stanu na-
prezenia. Metoda ta wymaga podania kryterium wytezenia, ktore okresli miarg wy-
tezenia pozwalajaca na dokonanie takiego porownania dowolnego stanu naprgzenia
z odpowiadajacym mu pod wzgledem wytezenia przypadkiem jednoosiowym. Nie-
mniej jednak wskazanie takiej miary wytezenia, odpowiadajacej dowolnemu stano-
Wi napre¢zenia, weiaz jest problemem otwartym, a jedyna metoda jej weryfikacji jest
doswiadczenie. Stad tez wszelkie propozycje, ktore si¢ pojawiaty, opieraja si¢ jedy-
nie na hipotezach, zwanych hipotezami wytrzymato$ciowymi. Na przestrzeni wiekow,
a trzeba zaznaczy¢, ze pierwsze prace zwiazane z tym zagadnieniem poruszali Leonardo
da Vinci (1452-1519) i Galileusz (1564—-1642), uksztaltowato si¢ kilka gtownych
nurtbw powstawania hipotez wytrzymatosciowych. Zalicza si¢ tu hipotezy napreze-
niowe, odksztatceniowe, energetyczne, mieszane i probabilistyczne.

Pierwsze kryterium wytezenia sformutowat Galileusz w 1632 roku, przyj-
mujac za miar¢ wyt¢zenia maksymalna warto$¢ z bezwzglednych wartosci ekstre-
malnych naprezen normalnych. Mozna wykazaé, ze hipoteza ta zawodzi w wielu
waznych przypadkach.

Hipotezy wykorzystujace pojgcie energii spr¢zystej rozpoczely dynamiczny
rozwo6j nauki o wytrzymatos$ci materiatow. Prekursorem takiego ujecia zagadnienia
jest Eugenio Beltrami (1835-1899), ktory w 1885 roku zaproponowat jako miarg
wytezenia gestos¢ energii odksztalcenia sprezystego. Kontynuatorem tej koncepcji byt
Maksymilian Tytus Huber (1872—1950), ktory wprowadzit jednak pewne ograniczenia.
Polski uczony ogtlosit swoja hipotezg w 1904 roku, przyjmujac, ze o lokalnej utracie
sprezystosci ciala decyduje gesto$¢ energii odksztalcenia postaciowego [4]. Obecnie
wiadomo, ze niemal pdt wieku wezesniej taka sama ideg proponowat J. C. Maxwell,
jednak jego list do W. Thompsona z 1856 roku, w ktéorym ja przedstawil, zostat
opublikowany dopiero w 1936 roku. Kryterium Hubera stato si¢ znane i jest po-
wszechnie uzywane jako energetyczny warunek wytgzenia dla cial izotropowych,
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cho¢ poczatkowo przypisane zostalo Richardowi von Misesowi (1883—1953). Kto-
potliwe jednak okazato si¢ uogdlnienie tej hipotezy dla materiatow wykazujacych
anizotropi¢ sprezysta.

Pierwsza propozycje warunku granicznego dla materialu anizotropowego
przedstawit Mises w 1928 roku w postaci:

D,-H-D, <1, (1)

gdzie:
H — tensor czwartego rzgdu zwany tensorem granicznym;

D, — dewiator naprezenia.

Niemiecki uczony podajac swoj warunek, zaznaczat jednak, iz nie ma on
charakteru energetycznego dla ciatl anizotropowych. Wprowadzony przez Wtodzi-
mierza T. Burzynskiego w 1928 roku pomyst addytywnego rozktadu energii pokazat,
ze Mises zbyt pochopnie dokonat takiej oceny.

Dowdd energetycznego charakteru warunku Misesa, co wigcej — kazdego
kwadratowego kryterium granicznego, przedstawit dopiero Jan Rychlewski w latach
osiemdziesiatych XX wieku. Dzigki wprowadzeniu energetycznie ortogonalnego
podziatu stanu naprezenia Rychlewski sformutowat energetyczny warunek graniczny
dla ciat anizotropowych w nastepujacej formie:

1 1 1
—O(T, )+—O(T, ) +...+—D(T, ) <1, p<6, ()
h, " h, ? h, ’
gdzie:
h, — moduly Rychlewskiego;
D(T, ) — gestos¢ energii sprezystej nagromadzonej w i-tym stanie energetycznie
rozdzielonym.

Gesto$¢ energii @ dla ciata Hooke’a, przy zalozeniu matych wartosci od-

ksztalcen &, mozna przedstawi¢ jako pracg naprezen T, wykonana na odpowiada-

jacych im odksztatceniach T,(6), co zapisane zostanie w ponizszy sposob [20]:

CI):%TG-TS(G). 3)
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Dla ciata izotropowego gesto$¢ energii mozna roztozy¢ na sume dwoch czesci

— gesto$c energii odksztatcenia postaciowego @, i gestos¢ energii objetosciowej D :
o=, +D,. “4)

Zaroéwno energi¢ objetosciowa, jak i postaciowa nalezy rozumie¢ jako czesci energii
sprezystosci odpowiadajace za sama zmiang objetosci badz postaci ciala.

Powyzszy podzial energii jest konsekwencja podzialu tensoréw napre¢zenia
i odksztalcenia na czg$ci kulista (aksjatorowa) i dewiatorowa:

T,=A,+D,; (5)

T.=A +D,. (6)
gdzie:
A_, A, — aksjatory tensorow naprezenia i odksztatcenia;

D_, D, — dewiatory tensoréw naprezenia i odksztalcenia.

Podstawiajac do wzoru (3) wyrazenia (5) oraz (6), otrzymano:
®=_(A,+D)(A,+D,). a)
Mozna wykazaé, ze napre¢zenia dewiatorowe nie wykonuja pracy na prze-
mieszczeniach aksjatorowych (i odwrotnie), czyli:
D ,-A ., =D,-A, =0. (8)
Wykorzystujac zaleznos¢ (8), gesto$¢ energii sprezystej sprowadza si¢ do

postaci:

®-1p D +1A A )
2 2

Porownanie (4) i (9) pozwala sformutowaé nast¢pujace postaci gestosci
energii odksztalcenia postaciowego i objetosciowego:

1

®; =D, D,; (10)
1

P, = A, A, (11)
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Zaleznosci pomigdzy dewiatorami i aksjatorami ustalaja odpowiednio: prawo
zmiany postaci oraz prawo zmiany objgtosci zapisane ponizej:

D, =2GD,; (12)

A, =3KA_, (13)
gdzie:
G — modut $cinania;
K — modut odksztatcenia objetosciowego

przyjmuja odpowiednio wartosci:
E
G= K=t

2(1+v) 3(1-2v)

Wykorzystujac prawa zmiany postaci i objgtosci we wzorach (10) i (11),
otrzymano ostateczne zwiazki okreslajace gestosci energii odksztatcenia postacio-
wego i1 objetosciowego w formie:

1

O, =—D -D_; 14

f 4G c c ( )
1

O =—A_-A,. (15)
6K

Po podstawieniu powyzszych wyrazen do (4), mozna okresli¢, za pomoca
napre¢zen, gestos¢ energii sprezyste;j:
1 1

O=—D,-D, +—A,-A,. (16)
4G 6K

ENERGIA SPREZYSTA, ZAGADNIENIE WYTEZENIA MATERIALU
WEDLUG E. BELTRAMIEGO, M. T. HUBERA I W. BURZYNSKIEGO

Wtoski matematyk Eugenio Beltrami rozpoczat nowy rozdziat w dziedzinie
rozwoju zagadnien wytezeniowych, proponujac w 1885 roku zasadniczo inny sposob
ujecia problemu. Pomyst Beltramiego opierat si¢ na zalozeniu, iz ,,za miar¢ wytgzenia
nalezy uwaza¢ ilo$¢ energii sprezystosci, jaka material jest w stanie nagromadzié
w jednostce objetosci do chwili osiagnigcia granicy niebezpiecznej (...)” [29]. Z racji
tak przyjetego zatozenia kryterium to nosi czgsto nazwg hipotezy krancowej energii
catkowitej odksztalcenia.
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Zgodnie z pomystem Beltramiego jako miar¢ wytgzenia W przyjmuje sig
gestosc catkowitej energii sprezystej, wyrazonej wzorem (16), co zapisujemy w na-
stepujacy sposob:

1 1
W=—D_ D, +—A_-A,. a7
4G 6K

Wykorzystujac zaleznosci taczace moduty G oraz K z modutem Younga
E i wspotczynnikiem Poissona v, mozna zapisa¢ miar¢ wytezenia w uktadzie na-
prezen gtownych po przeksztatceniach:

1-2v l1+v
w =—(612 +O—22 + 0-32)+_[(01 _62)2 +(o, _0-3)2 +(o, _0-3)2] -(18)
6F 6F

Stosujac metodg porownawczg i przeprowadzajac analogiczne rozumowanie do
wyznaczenia wytezenia W, dla jednoosiowego rozciagania naprezeniem o, otrzymano:

W, = ! o; (19)
0= 5%

Poréwnanie wzordéw (18) i (19) pozwala na wyznaczenie naprgzenia zastep-

czego w mys$l hipotezy Beltramiego:

2 2 2
o, :\/01 +o0; +o; —2v(o,0, +0,0,+0,0;) . (20)

Rozwazajac stan niebezpieczny, przyjmuje sig, ze wytezenie materiatu jest
catkowite 1 w my$l wzoru

Konsekwencja osiagnigcia przez materiat stanu granicznego jest wyrazenie:

2 2 2
o,=R,, R, :\/0'1 +o0; +o0; —-2v(o,0,+0,0,+0,0;), (21

ktére mozna zinterpretowac jako powierzchnig¢ stanéw granicznych wedlug kryte-
rium Beltramiego. Powierzchnia ta moze by¢ rézna w zaleznosci od wartosci wspot-
czynnika Poissona v . Na rysunku 1. pokazano przecigcie powierzchni granicznej

ptaszczyzna o, =0 dla wartosci wspotczynnika Poissona spetniajacej warunek

0<v<0,5. W takim przypadku powierzchnig graniczng stanowi elipsa.
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G, A

%

og’q

foﬁi 2R,
2T+

Rys. 1. Krzywa graniczna wedtug kryterium Beltramiego przy przecigciu osia o, =0

Zrédlo: K. Porebski, Specyfikacja kryterium wytezenia warstw kompozytowych z zastosowa-
niem wielomodalnych energetycznych warunkow dla sprezystych stanow granicznych, WIL,
Politechnika Krakowska, Krakow 2007; J. Walczak, Wytrzymatos¢ materiatow oraz podstawy
teorii sprezystosci i plastycznosci, t. 2, PWN, Warszawa 1973.

Dla pozostalych wartosci wspotczynnika Poissona powierzchnia graniczna,
w ztozonym stanie (o,,0,,0;), jest kula (v = 0) lub walec kotowy (v =0,5).

Kryterium wytgzenia sformulowane na poczatku XX wieku przez Maksymi-
liana T. Hubera stanowi modyfikacje¢ hipotezy Beltramiego. Za praca [20] zacyto-
wane zostanie oryginalne sformulowanie kryterium przez polskiego uczonego:
~Zwazywszy, ze odksztalcenia objetosciowe przy Sciskaniu nie wplywaja na nie-
bezpieczenstwo peknigcia, mozna z wielkim prawdopodobienstwem uwazac energie
postaciowa za miar¢ wytezenia”. Zatozenie, ktore poczynit Huber, stato si¢ podstawa
do nazwania jego podejscia hipoteza krancowej energii odksztatcenia postaciowego.

Zgodnie z tym pomystem oraz wykorzystujac zalezno$¢ (14), zapisano miarg
wytezenia w postaci:

1

W=—D,D,. (22)
4G

Dla przypadku jednoosiowego rozciagania naprezeniem O, miara wytgze-
nia W, przyjmie wartos¢:
I,

W, =—o;, 23
* 6G "’ @)

co przy ponownym wykorzystaniu metody porownawczej daje ogbélne naprezenie
zastgpceze:
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o, :\/E«/D{DU . (24)

Rozpisanie sktadowych dewiatora napr¢zenia w uktadzie naprezen glow-
nych badz w dowolnym uktadzie wspotrzgdnych pozwala zapisa¢ naprgzenie za-
stegpcze w formie:

1
O'o:ﬁ\/(o'l_o'z)z+(61_03)2+(0-2_03)2 (25)

lub

_

NG

W przypadku hipotezy Hubera réwnie latwo dojrze¢ rownanie powierzchni
granicznej. Stanowi ja walec kolowy, ktoérego o$ tworzaca jest rowno nachylona do
osi uktadu naprgzen glownych, o przepisie:

o, \/(Gx —Gy)2 +(o,—0.) + (o, ~0.)’ + 6(rfy +7 + Tyzz) . (26)

1
R, :ﬁ\/(ol ~0,) +(0,~0,)" +(0,-0,)" . 27

Rysunek 2. przedstawia powierzchni¢ granicznag wg Hubera w ptaskim sta-
nie, czyli przecigcie walca Hubera plaszczyzna o, =0.

G, A
a
o
B,
-
G,

/s)

Rys. 2. Krzywa graniczna wedlug hipotezy Hubera przy przecigciu osia oy = 0

Zrédlo: K. Porebski, Specyfikacja kryterium wytezenia warstw kompozytowych z zastosowaniem
wielomodalnych energetycznych warunkow dla sprezystych stanow granicznych, wyd. cyt.;
J. Walczak, Wytrzymalos¢ materiatow oraz podstawy teorii sprezystosci i plastycznosci, wyd. cyt.
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Z kolei na rysunku 3. pokazano walec Hubera wraz z zaznaczonymi prze-
krojami ptaszczyznami o réwnaniach:

o, =0 — przekroj eliptyczny 7, (przedstawiony szczegétowo na rysunku 3.);

o, +0, + 0, =0 — przekroj kotowy 7, .

Rys. 3. Walec Hubera

Zrédlo: K. Porebski, Specyfikacja kryterium wytezenia warstw kompozytowych z zastosowaniem
wielomodalnych energetycznych warunkow dla sprezystych stanow granicznych, wyd. cyt.;
J. Walczak, Wytrzymalos¢ materiatow oraz podstawy teorii sprezystosci i plastycznosci, wyd. cyt.

Wiodzimierz T. Burzynski (1900-1970), uczen Hubera, przedstawit wiasna
hipoteze wytrzymatosciowa w swojej pracy doktorskiej z 1928 roku pt. Studium nad
hipotezami wytezenia. Wnioskowal w niej, Ze oparcie teorii wyt¢zenia materialdw po-
winno si¢ odbywaé na podstawie wigkszej liczby testow doswiadczalnych, odpowiada-
jacych réznym, prostym stanom naprezenia. Stad tez pomyst jego autorstwa brzmiat
nastepujaco: ,,Miar¢ wytezenia lokalnego w obszarach sprezystych i plastycznych sta-
nowi suma gestosci quasi-energii odksztalcenia postaciowego i pewnej, zaleznej od stanu
napigcia 1 wlasnos$ci indywidualnych ciata, czgsci gestosci pseudo-energii odksztalcenia
objetosciowego. (...) Matematyczna forma tak postawionej hipotezy jest rOwnanie:

O, +n-®, =K, (28)
gdzie: 1 jest — jak z zatozenia wynika — funkcja wlasnosci indywidualnych, jako

parametrow i stanu napigcia, jako zmiennej niezaleznej” [2];

K — wprowadzona wezesniej warto$¢ graniczna R, .

Widac¢ stad, ze uniwersalnos$¢ hipotezy Burzynskiego, reprezentowana wiel-
koscia x, kryje si¢ we wspotczynniku 77 pod uzytym przez Burzynskiego pojeciem

wlasnosci indywidualnych.
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Wprowadzone zostana, zgodnie z propozycja Burzynskiego, nastgpujace
dwie zaleznosci:

o, zé(a1 +0,+0,) (29)
oraz
o; =12GD,, (30)
gdzie:
o,, 0,, 0, — warto$ci naprezen gtownych;
G — modut $cinania;
o, — niezmiennik proporcjonalny do naprezenia ekwiwalentnego (o =\/§-o;),

odpowiadajacy gestosci energii odksztatcenia postaciowego @, .

Wykorzystujac wzory (29) i (30) polski uczony przedstawit swoje kryterium
W postaci:

AJ;+BJ;+CJ,"—1=O, (31

gdzie state A, B, C wyznaczy¢ nalezy z testow dla trzech najprostszych stanow
napre¢zenia, dla ktorych przyjeto odpowiednio:

1

T — jednoosiowe rozciaganie: 0, = \/E'Ug” , O, =§~Ug”;
. owe Sciskanic: & = /2 1
C — jednoosiowe Sciskanie: 0, =v2-0,, ., 0, = —5- orcs

S — czyste skrecanie: 0, = \/g-ro ,0,=0.

Po wyznaczeniu statych A, B, C wyrazenie (31) sprowadza si¢ do postaci:

o, O 3.0,.,-0
gr.t gr.c 2 gr.t gr.c 2
—— 0, +O-—5—)0,+3(0,

2 r.c

- Ggr.t) ’ O-m - Ggr.t ’ Ggr,c = O ° (32)
0 %o

Graficzna interpretacja funkcji granicznej (32) dla przypadku, w ktorym

/ 1 . . L, :
T, = 3 Cyi Oy przedstawiona zostata na rysunku 4. Przy takim zatoZeniu rownanie

(32) w uktadzie osi gtdbwnych przyjmuje postac¢ paraboloidy obrotowej. W ogolnosci
hipoteza Burzynskiego moze takze przyjmowac forme elipsoidy lub hiperboloidy

osiowo pokrywajacej si¢ z osia 0, =0, = 0;.

60 Zeszyty Naukowe AMW



Wytezenie wybranych materialow anizotropowych z asymetria zakresu spre¢zystego

. X czyste
jednoosiowe  gkrecanie
$ciskanie
\ Gf A jednoosiowe
| rozciaganie

“‘ paraboloida
|

B Ggr.c Ggr.t (o) m

3 3

Rys. 4. Interpretacja graficzna kryterium Burzynskiego

Zrédlo: K. Porebski, Specyfikacja kryterium wytezenia warstw kompozytowych z zastosowaniem
wielomodalnych energetycznych warunkow dla sprezystych stanow granicznych, wyd. cyt.;
J. Walczak, Wytrzymalos¢ materiatow oraz podstawy teorii sprezystosci i plastycznosci, wyd. cyt.

Warto rowniez zauwazyc¢, ze podstawiajac do rownania (31) wartosci statych
4, B, C, ktore uzyskane zostang przy zatozeniach o, , =0, =0, (K=1)oraz

T, = Ter , zgodnymi z hipoteza Hubera, powierzchnia graniczna uzyskana z hipotezy
3
Burzynskiego przyjmie posta¢ walca Hubera. Analogiczne rozumowanie mozna

przeprowadzi¢ przy zatozeniu - 9¢ . Wowczas otrzymuje si¢ elipsoide
24/1+v

zgodna z warunkiem Beltramiego.

Z uwagi na dos¢ skomplikowana posta¢ powierzchni granicznej (32) oraz
utrudnione jej wyznaczanie, mozna postuzy¢ si¢ tzw. zlinearyzowana hipoteza Burzyn-
skiego, w mys$l ktorej krzywa graniczna przedstawiona na rysunku 4. aproksymuje si¢
odcinkami prostych. Podejscie takie szczegdtowo omowione jest w pracy [29].

ANALIZA WARUNKOW WYTEZENIA
DLA ANIZOTROPOWYCH MATERIALOW

Dla materialu deformujacego si¢ w zakresie spr¢zystym J. Rychlewski [23]
sformutowal i udowodnit twierdzenie, nazywane w pracy [19] ogélnym twierdze-
niem Rychlewskiego.

3 (190) 2012 61



Piotr Kordzikowski

Dla dowolnego ciata, ktorego wlasnosci sprezyste opisane sa tensorem po-
datnosci C (sztywnosci S), a wlasno$ci graniczne tensorem H istnieje doktadnie
jeden energetycznie ortogonalny rozktad przestrzeni S (tensorow symetrycznych
drugiego rzedu) S =H , ®H,® ..®H _, k<6, H, LH ., dla L#K i do-
ktadnie jeden zbior parami réznych statych A, h,,...h,, h, #h,, dla & # § takich,
ze dla dowolnego napr¢zenia 6€S , 6 =6,+6,+...+6_, 6, €H ., warunek

K2

graniczny ¢ -H -6 <1 przyjmie postac:

6-H-(S:hi gzﬁ((rl)+...—i-hi ¢(6.)<1, (33)

gdzie:
¢(c)+¢(0,)+..+¢(0,)=94(0);

¢(GK):% 6, C-o, =% 6, -6, (bez sumowania);

h, — wagi energii sprezystej nazywane wedtug [19] modutami Rychlewskiego.

Twierdzenie dotyczace energetycznej interpretacji warunku granicznego jest
sformutowane dla dowolnych tensorow S, C i H.

= | O} rzeczywistosd G model
L kres L . stan

I

o]

L liniowsj L graniczny * <pr

sprezystosci idealizacja

-‘E .PE i £
C|H ClfH CjH

Rys. 5. Idealizacja sprezystego stanu granicznego

Zrodio: opracowanie wlasne.

Daje to mozliwos$¢ rozpatrywania réoznych typéw symetrii materiatu w sta-
nie sprezystym i w stanie granicznym. Aby poda¢ warunek graniczny dla ptaskich
standw, ktory ma charakter energetyczny, wykorzystane jest twierdzenie dotyczace
energetycznej interpretacji warunku granicznego.

Twierdzenie dotyczace energetycznej interpretacji warunku granicznego jest
sformutowane dla dowolnych tensoréow S, C i H. Daje to mozliwo$¢ rozpatrywania
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réznych typéw symetrii materialu w stanie spr¢zystym i w stanie granicznym. Aby
podac¢ warunek graniczny dla ptaskich standéw, ktory ma charakter energetyczny, wy-
korzystane jest twierdzenie dotyczace energetycznej interpretacji warunku granicznego.

Rozpatrywany materiat jest symetryczny zardwno w stanie sprezystym, jak
i granicznym. Dla stanow ptaskich material ma wowczas co najmniej symetri¢ pro-
stokata — jest materialem ortotropowym. Zatozono, ze materiat jest ortotropowy
W stanie sprezystym i granicznym o réznych osiach symetrii i roznych dystrybutorach.
Zalozono, ze w stanie sprezystym osiami symetrii sa kierunki €, i €, na plaszczyznie
fizycznej, a w stanie granicznym osiami symetrii sa kierunki h, i h, obroécone wzgle-
deme, ie, okat : h,=cosp e, +sinpe,, h,=—singp e, +cospe,.

Rozklady spektralne tensorow C”i H” maja postaé:

1 1 1
C”:Tl m[®m1+/1_2 (o,,®u),1+/1—3 0,0, (34)
» 1 1 1
H =— 111®111+—2 1111®11n+—2 Ny Oy (35)
X x> X3

gdzie
®, i M, — stany wiasne tensorow C”i H” .
W zakresie sprezystym osie symetrii materiatu pokrywaja sig z kierunkami e, i e,,

baze w przestrzeni naprezen S stanowia diady

1
a =e¢ ®e,6 a,=¢,Qe,, a, :—2(el ®e, +e,De)).

N

W stanie granicznym osiami symetrii materialu sa osie h, i h, na plaszczyznie
fizycznej 3, , w przestrzeni S bazg beda stanowity diady

1
2

Ostatecznie rozktad stanow wlasnych tensora H” w bazie stanow wlasnych
C” ma postac [19]:

b,=h,®h,, b,=h,®h,, b,=——(h,®h,+h,®h,).

1, =[cos(do — p)—sin(d — %) sin(p — %) (I1-cos2¢)]o, +

+[sin(d — p) —sin(d — %) cos(p— %) (1-cos2¢)]o, +
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—{sin(J - %) sin2¢ ®,,],

W, =[=5in(8 - p) ~cos(§ = )sin(p ~~) (1= cos 2p)]o, +
+Hcos(p—9)—cos(o —%) cos(p —%) (1-cos2¢p)]o, +
—{cos(o - %) sin2¢ o],

. . T T
N, =sin2g [sin(p _Z) ©, +cos(p - Z) ®,]+cos2p w,,

gdzie:

P,

0 — dystrybutory sztywnosci tensora C” i H” .

Idea postepowania przy wyznaczaniu asymetrycznego energetycznego warun-

ku wytezenia polega na wykorzystaniu badan do§wiadczalnych uzyskanych z testow

w jednoosiowych stanach naprezenia. W celu wyznaczenia asymetrycznej powierzchni

granicznej dla tej samej symetrii materialu w stanie sprezystym i w stanie granicznym

(tensor podatnosci C (lub sztywnosci S) jest rownolegly do tensora granicznego H),

nalezy przeprowadzi¢ nastgpujace postgpowanie:

1.
2.

64

Wyznaczy¢ tensor podatnosci C (lub sztywnosci S).

Wyznaczy¢ warto$ci wlasne (A ) i osie wlasne (@) tensora podatnosci C (lub
sztywnosci S).

Wyznaczy¢ macierz transformacji z uktadu osi gtdéwnych (osi, w ktorych zostat
wykonany eksperyment) do uktadu osi whasnych tensora podatnosci C (lub
sztywnosci S).

Transformowa¢ warto$ci naprezen z eksperymentu wyznaczone w osiach glownych
(0';” — naprgzenie graniczne dla rozciagania wzgledem pierwszej osi; O';,r —
napre¢zenie graniczne dla rozciagania wzglgdem drugiej osi; O'zw — napre¢zenie
graniczne dla rozciagania wzgledem trzeciej osi; O';r , — haprezenie graniczne
dla $ciskania wzgledem pierwszej osi; O';ﬂs — naprezenie graniczne dla Sciska-
nia wzgledem drugiej osi; O';’S — naprezenie graniczne dla Sciskania wzgledem
trzeciej osi) do uktadu osi whasnych (o’ = — naprezenie graniczne w I stanie

ar,r
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. . )i .. . .
wihasnym dla rozciagania, o, . — naprezenie graniczne w II stanie wlasnym dla

. . m
rozciggania, O

o — naprezenie graniczne w III stanie wlasnym dla rozciagania,

1 . . . . , . . Vi
0, , — haprezenie graniczne w I stanie wiasnym dla $ciskania, o, = — napre-

u

zenie graniczne w II stanie wlasnym dla $ciskania, o, = — naprezenie graniczne

w III stanie wlasnym dla $ciskania).
/s 1 1 17 ur

. ‘o . 1
5. Podstawi¢ wartosci graniczne o, ., O, ., O, , O, , O, , O, , dokryte-

rium J. Rychlewskiego w kolejnych czeéciach uktadu osi wlasnych
d)(cf) d)(cf]) q)(of”)
o(o.) @o.) o(o)
CD(Gi) d)(cfl) CD(Gﬁ”)
(') ®(s",) of

+ <1 w cze$ci pierwszej;

=

(o

—5 < 1 w czesci drugiej;
Ggr,r

)
o] Dot ) +c1>(c":’,’, )) <1 wczesci trzeciej;
(DCD( E:Z)) qC)D((G‘;I )) +§((:; )) <1 wczesci czwarte;
f(i?) > <§,)>*§<(:§ )fl
o A sl s
iy e
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gdzie:
I bia yirk .. )
6=06, +6, +06, —rozklad tensora napr¢zenia na stany wlasne;
d(c’ ") — graniczna warto$¢ gestosci energii sprezystej w kolejnym

r,s

stanie wlasnym.

Weryfikacja proponowanego schematu postepowania zostata wykonana z wyko-
rzystaniem danych doswiadczalnych dla kartonu, ktére zostaty podane w pracach [1, 25]:
E, =3510MPa, E,=3510MPa, E,=6930MPa,

v,, =0.15, v,, =0.15, v, =0.3,
G, =1700 MPa, G,=1700MPa, G,=1500MPa.

Tensor sztywnosci przyjmuje postaé:

(4220 1520 1700 0
1520 4220 1700 0
1700 1700 7940 0
0 0 0 1700 0
0 0 0 0 1700 0
0 0 0 0 0 1500

oS o O

MPa.

S O O O

Postgpujac zgodnie z wyzej podanym schematem, otrzymujemy asyme-
tryczna powierzchnig graniczng wpisujaca si¢ w punkty otrzymane z do§wiadczenia.

A

Rys. 6. Asymetryczna powierzchnia graniczna wyznaczona dla obliczonych naprezen granicznych
w oparciu o energetyczne kryterium J. Rychlewskiego zastosowana do kazdej czesci uktadu osi wlasnych

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Postepujac zgodnie z proponowanym schematem, mozna rowniez ograni-
czy¢ si¢ do plaskich stanow doktadnie dyskutowanych i weryfikowanych dla cienkich
warstw w pracy [11]. Natomiast w prezentowanym artykule weryfikacja zostata wy-
konana z wykorzystaniem danych doswiadczalnych dla pianki, ktore zostaty podane
w pracy [22]:
E, =2200MPa, E,=1600MPa,
v, =0.34,
G,, =780 MPa.

Tensor sztywnosci przyjmuje postac:

2402 594 0
S=|5%4 1747 0 |MPa.
0 0 1560

Postepujac zgodnie z podanym schematem w pracy [11], otrzymujemy
asymetryczng krzywa graniczna wpisujaca si¢ w punkty otrzymane z do§wiadczenia.

°1

Rys. 7. Asymetryczna krzywa graniczna dla pianki wyznaczona dla obliczonych naprgzen
granicznych w oparciu o energetyczne kryterium J. Rychlewskiego zastosowana do kazde;j
¢wiartki uktadu osi wlasnych
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Postepujac zgodnie z podanym schematem w pracy [11], w pracy tej wy-
znaczono asymetryczna krzywa graniczna wpisujaca si¢ w punkty otrzymane z do-
$wiadczenia dla amorficznego metalu [16].
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6,[MPa)

o [ MPa) o' [MPa)

G0y

6,[MPa]

Rys. 8. Asymetryczna krzywa graniczna dla amorficznego metalu

Zrodio: opracowanie wlasne.

Warto réwniez przytoczy¢ i porownac krzywe graniczne wedhug J. Rychlew-
skiego z krzywymi granicznymi otrzymanymi z kryterium P. S. Theocarisa [26], ktore
mogtoby postuzy¢ do uogolnienia kwadratowego kryterium Rychlewskiego dla
dowolnych materiatéw anizotropowych wykazujacych efekt roznicy wytrzymatosci
(Strength Differential Effect):

2
o 1 1 1
L——( + - )0, Oy +
6750 S50 Oruw)Ociusy  Ori+2) Ociir) (36)
+(———) C, = 1
GTi GCi
2 2 2
o, +0 c 2 1 0,0, + 0.0
1 2 4 3. _ )G, G, — 203 39
Or1G¢c1 O7r30¢3  O710¢1 Or30¢3 Gr30¢3 (37)
1 1 1 1
Ho =)0, )+ (e, =1,
6r1 Oa Or;  O¢s
gdzie
G,,0, — odpowiednio naprezenie graniczne przy rozciaganiu i $ciskaniu w kie-

runku gtownym i =1, 2, 3.
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Rys. 9. Interpretacja graficzna kryterium P. S. Theocarisa

Zrédlo: P. S. Theocaris, The elliptic paraboloid failure surface for 2D-transtropic plates (fiber
laminates), ‘Engineering Fracture Mechanics’, 1989, Vol. 33.

Wykorzystujac podane algorytmy oraz dane doswiadczalne prezentowane w [26,
27, 28], wyznaczono nastgpujace krzywe graniczne:
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onE) Gy(MPa)  SMPR)

o — e ————
e =,

wg Rychlewskiego

Rys. 10. Krzywe graniczne dla kartonu wyznaczone dla obliczonych naprgzen granicznych
w oparciu o energetyczne kryterium J. Rychlewskiego zastosowane do kazdej ¢wiartki uktadu
osi wlasnych oraz wedtug P. S. Theocarisa

Zrodio: opracowanie wlasne.

appiMFa)

wg Rychlewskiege "
/,/ L
. -]

'wg Theocarisa -3501

-0

Rys. 11. Krzywe graniczne dla pianki wyznaczone dla obliczonych naprezen granicznych
w oparciu o energetyczne kryterium J. Rychlewskiego zastosowane do kazdej ¢wiartki uktadu
osi wlasnych oraz wedtug P. S. Theocarisa

Zrodio: opracowanie wilasne.
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Rys. 12. Krzywe graniczne dla amorficznego metalu wyznaczone dla obliczonych naprgzen

granicznych w oparciu o energetyczne kryterium J. Rychlewskiego zastosowane do kazdej
¢wiartki uktadu osi wlasnych oraz wedtug P. S. Theocarisa

Zrodio: opracowanie wilasne.

WNIOSKI

Prezentowane podejscie daje mozliwos¢ zastosowania energetycznego kry-
terium J. Rychlewskiego [23, 24] do oceny wytezenia materialow, ktore cechuje
roéznica wiasnosci wytrzymatosciowych, a zatem i asymetrii zakresu sprezystego.
Przedstawiona interpretacja graficzna asymetrycznego warunku energetycznego
w ukladzie osi wlasnych (w przestrzeni stanow wlasnych) wykazuje, ze w kazdej
czesci tego uktadu wyznaczona jest inna powierzchnia graniczna, odpowiadajaca
wlasnosciom materialu okreslonym na drodze do$wiadczenia w uktadzie osi glow-
nych (w przestrzeni naprezen gtéwnych). Takie podejscie do analizy energetycznego
kryterium wytezenia J. Rychlewskiego pozwala na wykorzystanie jednoosiowych
testow doswiadczalnych do okreslenia wytgZenia materiatu oraz daje rowniez podstawe
do wyznaczenia modutéw Rychlewskiego %, , a wigc tensora stanu granicznego H.

Widoczne na rysunkach 6. i 7. rozbieznos$ci migdzy wyznaczonym teoretycznym
obszarem granicznym a punktami do$wiadczalnymi mozna bedzie prawdopodobnie
zmniejszy¢, jezeli zastosujemy ogolne twierdzenie Rychlewskiego, ktore dopuszcza
rézne symetrie tensora podatnosci C (sztywnosci S) oraz tensora wytezenia H.
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EFFORT OF SELECTED
ANISOTROPIC MATERIALS
WITH SCOPE ELASTIC ASYMMETRY

ABSTRACT

The paper contains a discussion concerned with the E. Beltrami, M. T. Huber and
W. Burzynski energy-based criteria for isotropic bodies as well as the J. Rychlewski limit criterion
for anisotropic materials. It also refers to the P. S. Theocarisa failure criterion mentioned in the
discussion focused on the possibility of extending the criterion proposed by Rychlewski to anisotropic
materials displaying asymmetry of elastic range and the related strength differential effect.

Keywords:
anisotropic materials, effort criterion, own elasticity states.
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