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STRESZCZENIE

W artykule opisano zagadnienie rekonstrukciji atraktora na podstawie szeregu czasowego
oraz przedstawiono oprogramowanie pozwalajace wyznaczac jej parametry. Zagadnienie to za-
stosowano do rekonstrukcji atraktora Monarchy Safye na podstawie szeregéw czasowych otrzy-
manych z numerycznego rozwigzania uktadu dynamicznego opisujacego ten atraktor. Wskazano
rowniez na zwigzek rekonstrukcji atraktora z analizg rekurencyjng szeregu czasowego.
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WSTEP

Pojgcie atraktora zwiazane jest z ukladem dynamicznym. Mdowiac najogol-
niej, uktad dynamiczny to okreslona reguta ewolucji punktow & pewnej wyrdznionej
przestrzeni X w czasie #'. Na poczatku lat 60. ubieglego stulecia topolog amerykan-
ski Stephen Smale, analizujac prace swoich poprzednikéw: Poincarego, Bendixsona,
Birkhoffa, Lapunowa, Pontriagina, Arnolda i innych z zakresu uktadow dynamicz-
nych, sformutowat wlasny punkt widzenia na uktady dynamiczne [18]:

najwazniejszq wlasnosciq ukladu dynamicznego
jest jego zachowanie diugookresowe.

' X nazywamy przestrzeniq stanéw (przestrzeniq fazowq), natomiast jej punkty — stanami
uktadu dynamicznego.
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W zwiazku z tym problemem inny matematyk amerykanski lan Stewart, badacz
dynamiki nielinowej, w swojej ksiazce Czy Bog gra w kosci? [18] sformutowat pytanie:
Co zatem robi ukiad dynamiczny w diugim okresie czasu?

Udzielit jednoczes$nie odpowiedzi na to pytanie:
Zbliza sie on do atraktora. Atraktor jest zdefiniowany jako to (...) do czego zmie-
rza uktad! Istota atraktora polega na tym, zZe jest to pewna czes¢ przestrzeni fa-

zowej, taka ze kazdy punkt, ktéry zaczyna ruch w jej poblizi’, coraz bardziej
zbliza sie do niej.

DZIWNY ATRAKTOR

Od powyzszego, popularnonaukowego opisu atraktora, przejdziemy teraz
do jego formalnej definicji. Niech wigc bedzie dana przestrzen metryczna X
z okres$lona w niej metryka d. Ukiadem dynamicznym (U D) nazywamy parg
(X, ¢), gdzie ¢ jest odwzorowaniem

P RXRxX — X,
zwanym rezolwentq i spelniajacym warunki:

@) ¢(to.to) = I’;
(b) w(t, s)p(s,to) = (L, to);
() @(t.to) = (¢(to. 1)L

Dalsze rozwazania ograniczymy do przypadku czgsto spotykanego w prak-
tyce, gdy X := R" i d jest odlegtoscia euklidesowa, tzn.

r.y € R".

Okre$lmy rezolwente (¢, tg) za pomoca deterministycznego autonomiczne-
go uktadu rownan rézniczkowych w nastepujacy sposob:

dx
= o(t.to)(z0) &5 a @ (1)
x(to) = o

2 : . . .
Mowa tutaj o tzw. basenie przyciqgania atraktora.
3 . . . e ’
I jest odwzorowaniem tozsamosciowym okre§lonym na X.
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Zat6zmy réwniez, ze zagadnienie Cauchy’ego (1) ma dokladnie jedno roz-
wiazanie. Wowczas p(t + s,s) = p(t,0) i rodzina odwzorowan

wr(xo) = p(t,0)(z0), =0 €X
okresla jednoparametrowa przemienna grup¢ przeksztalcen przestrzeni X w siebie, tzn.
po(o) = 0.  p—t(To) = o7 (o), Pres(@0) = @tlps(x0))-

Zbiér A C X nazywamy niezmienniczym (wzglgdem danego U D), jezeli

/\ i;?r(A) = A.
teR

Atraktorem (wg Milnora, [13]) uktadu dynamicznego (1) nazywamy naj-
mniejszy zbior domknigty i niezmienniczy A wzgledem tego uktadu, taki ze warunek

lim d(g1(z0), A) = 0 )

zachodzi dla prawie kazdego xp € X.
Zbior
T(xo) :={x e X: x=g(xy).t € R}
nazywamy trajektoriq fazowq (orbitq) punktu .
Z (2) wynika zatem, ze z uptywem czasu prawie kazda trajektoria jest przy-
ciagana® przez atraktor A.

Jezeli
V(t) :=volle(V)], teR,

to V(t) nazywamy objetosciq fazowq obszaru V C X w chwili ¢ wzgledem uktadu
(1). Wowczas

1 dV(t)
————= =div . 3
v o = @) 3)
Uktad dynamiczny, dla ktorego div f(x) < 0, nazywamy uktadem dysypa-
tywnym (rozpraszajacym). Dla takiego uktadu objetos¢ fazowa jest niezalezna od
wyboru obszaru V i kurczy si¢ do zera wraz z uplywem czasu, tzn. lim V(¢) = 0.
t—roo

Dysypatywnos$¢ uktadéw fizycznych (np. mechanicznych lub elektrycznych) ozna-
cza, ze w trakcie ruchu traca one energi¢ catkowita.
Atraktorami uktadow dysypatywnych moga by¢:

— punkty rownowagi;

4 . . ,
Z j. ang. attract oznacza przyciqgac.
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— orbity okresowe;
— orbity quasi-okresowe;
— dziwne atraktory.

Atraktor nazywamy dziwnym, jezeli [15, 16]:

— ma on zlozong struktur¢ geometryczna;
— jest generowany przez uktad dynamiczny wrazliwy na zmiany warunkow po-
czatkowych.

Miara ,,skomplikowanej” (dziwnej, fraktalnej) struktury geometrycznej ta-
kiego atraktora, zanurzonego w pewnej przestrzeni fazowej, jest jego wymiar, ktory
jest zawsze mniejszy od wymiaru rozpatrywanej przestrzeni. Ma to zwiazek z kur-
czeniem sig objetosci fazowej uktadu dysypatywnego.

Miara wrazliwosci na warunki poczatkowe sa dodatnie wartosci tzw. wy-
ktadnikow Lapunowa. W ewolucji uktadu charakteryzuja one wyktadnicze tempo
zblizania si¢ lub oddalania dwoch jego trajektorii, ktére w chwili poczatkowej byty
dowolnie blisko siebie.

Niech x;(t), z;(t) oznaczaja i-te sktadowe wektoréw stanu (1), (¢) uktadu
(1), ktére w chwili poczatkowej przyjmowaty wartosci x;(to), =i (to). Jezeli \; € R
jest taka liczba, ze

pi(t) = lim {J,-(tn)f.”\"".
pilto)—0

gdzie p;(t) := d(x;(t), 7;(1)), to
p,(f)

1
A= lim lim —In ——
t—o0 pi(to)—0 £ pi(to)

nazywamy wykiadnikiem Lapunowa ukladu (1) wzgledem i-tej osi przestrzeni fazo-
wej Z atraktorem zanurzonym w przestrzeni R” zwiazanych jest n wyktadnikow
Lapunowa, ktére mozemy przedstawi¢ w sposob uporzadkowany

/\12/\'22---2/\m

tworzac tzw. spektrum Lapunowa.
Dla matej objetosci fazowej mamy
5 At
V(t) =V(0)ei=t . 4)

Na podstawie (3) i (4) otrzymujemy

DA =divf(x).
=1
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Zatem dla uktadu dysypatywnego suma wyktadnikéw Lapunowa jest zawsze
ujemna. Ponadto, jezeli w spektrum Lapunowa wystgpuje co najmniej jeden wy-
ktadnik dodatni, to pobliskie trajektorie uktadu rozbiegaja si¢ w miarg uptywu czasu.

Deterministyczny autonomiczny uktad dynamiczny (1) nazywamy chaotycz-
nym, jezeli ma dziwny atraktor.

Z twierdzenia Poincarego-Bendixsona [9] wynika, ze uklad (1) moze by¢
chaotyczny tylko w przypadku, gdy jego dynamike beda opisywaty co najmniej trzy
roOwnania rézniczkowe (tzn., gdy n = 3), z ktorych co najmniej jedno jest nielinio-
we. Jezeli dysypatywny uktad (1) jest chaotyczny, to jego spektrum Lapunowa ma
postac: A1 > 0, A2 =0, A3 < 0.

Chaos deterministyczny zostal po raz pierwszy dostrzezony w 1963 roku
przez meteorologa i matematyka amerykanskiego Edwarda Lorenza w uproszczo-
nym modelu przewodzenia ciepta w atmosferze. Otrzymany przez niego atraktor
nazywamy dzisiaj atraktorem lub motylem Lorenza.

ZAGADNIENIE REKONSTRUKCJI

Zatozmy, ze model matematyczny uktadu dynamicznego nie jest znany.
Dysponujemy natomiast pomiarami jednej skladowej x;(f) wektora stanu
x(t) = [z1(t), 22(t), ..., 2,(t)]" tego uktadu. W tym momencie pojawia si¢ natu-
ralne pytanie:

Czy mozliwa jest rekonstrukcja trajektorii atraktora na podstawie szeregu czasowego
sli] == wj(to +iAt), i€O.N° (5)

(w stanie ustalonym, czyli po wygasnigciu efektow przejsciowych)?

Odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca. W 1980 roku fizyk amerykanski
Norman H. Pacard wraz z kolegami J. P. Crutchfieldem, J. D. Farmerem i1 R. S. Sha-
wem zauwazyli [14], Ze na szereg czasowy (5) majgq wpltyw prawie wszystkie zmienne
stanu uktadu (1) i liczby te musza si¢ zachowywac zgodnie z jaka$ ukryta reguta.

Rozwinigta juz dzisiaj idea Pacarda polega na tym, ze nie znajac wymiaru
przestrzeni fazowej R", zanurza sig poszukiwany atraktor w przestrzeni R"™ metoda
opoznienia czasowego T = [ At, ¢ € N, tworzac m — 1 fafszywych obserwabli uktadu
wedlug nastgpujacego schematu:

*0,N :=1{0,1,...N}.
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s[0] s[1] s[2] s(3] e szereg czasowy (5)
s[r] | s[L+7] | s[24+7] | s[3+7] | ... falszywe

s[27] | s[1+27) | s[2427] | s[3+ 27] obserwable

Wyznaczaja one tzw. m-historie lub wspotrzedne stroboskopowe punktow
Y, = (s[i],s[li + 7). s[i + 27], ..., 8[i + (m — 1)7]) € R™

nalezacych do zrekonstruowanego atraktora A.,., tzn.

gdzie k := N — (m — 1)1 (jezeli N — oc, to punkty te wypelniaja caty atraktor A,.).

W 1980 roku matematyk holenderski Floris Takens sformulowatl i udowodnit
tzw. twierdzenie o zanurzeniu [19], z ktorego wynika uzasadnienie konstrukcji Pacarda.
Mianowicie, jezeli m = 2n + 1, to

A=A = \/ A==a.

dyfeomorfizm h

Zanurzenie h przeksztalca homeomorficznie oryginalng przestrzen fazowa R"
w przestrzen R™. Zatem atraktory A i A, sa topologicznie rownowazne. Oryginalny
atraktor A moze by¢ Sciskany, rozciagany, wyginany lub skrecany z zachowaniem
jego gladkosci, poniewaz h jest odwzorowaniem roézniczkowalnym z rézniczkowalna
odwrotnoscia. W zrekonstruowanym atraktorze A, zachowane zostaja topologiczne
wlasnosci atraktora A, czyli jego wymiar, entropia itp., natomiast geometrycznie A,
moze ulec znieksztalceniu. Niezmiennikami sg réwniez wiasno$ci dynamiczne
atraktora, np. wlasnos$¢ nieprzecinania si¢ trajektorii startujacych z réoznych punktow
basenu przyciagania czy tez wartosci liczbowe wyktadnikow Lapunowa.

Twierdzenie Takensa wymaga, aby N — oo. W praktyce dane eksperymen-
talne nie spetniaja tego warunku. Stad tez wazny jest wtasciwy dobor podstawowych
parametréw metody Pacarda, jakimi s opdznienie czasowe T 1 wymiar zanurzenia .
O skutecznosci i jakosci rekonstrukeji decyduja optymalne wartosci tych wskaznikow.

Jezeli T jest zbyt mate, to s[i] & s[i + 7]. Wowczas punkty Y; € A, staja si¢
liniowo zalezne i leza blisko przekatnej przestrzeni R™, co wskazuje na bezuzytecz-
nos$¢ rekonstrukcji. Z kolei jezeli T jest za duze, to wspotrzedne punktow Y'; stajq si¢
nieskorelowane i zwiazki przyczynowe migdzy nimi ulegaja zatraceniu, co w efekcie
prowadzi do znieksztatcenia zrekonstruowanego atraktora.
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W 1985 roku fizycy amerykanscy Andrew Fraser i Harry Swinney, wpro-
wadzajac dyskretne zmienne losowe S, o wartosciach s[i + 7], rozwazali funkcje

Sredniej informacji wzajemnej miedzy S i S
[)(SU = S[F] Sr = ‘)[? -+ T])
P(So = s P(S; = sli+ 7))’

A.\/II(T)::ZP(SU = si], S; = s[i + 7])logs (6)
ktora okresla ilos¢ informacji o Sy, jaka uzyskujemy, obserwujac .S [7]. Ich badania
sugeruja optymalne opdznienie czasowe, zapewniajace niezaleznos¢ wspotrzednych
punktow Y'; jako tg liczbg 7%, dla ktorej funkcja (6) przyjmuje pierwsze minimum
lokalne.

Warunek Takensa m = 2n + 1 nie jest warunkiem koniecznym catkowitego
wyeksponowania atraktora A, w przestrzeni R™. Jezeli badany szereg czasowy
{s]i]} jest dostatecznie dtugi, to do prawidlowego rozwinigcia atraktora czesto wy-
starcza nizszy wymiar zanurzenia m°. Dla takiego przypadku opracowano dwie me-
tody jego ustalania:

— falszywych najblizszych sasiadow;
— stabilizacji wymiaru korelacyjnego.

W 1991 roku fizyk amerykanski Matthew B. Kennel wraz z R. Brownem
oraz H. D. J. Abarbanelem wykorzystali ideg fatszywych najblizszych sasiadow,
badajac ich zachowanie na trajektorii rekonstruowanego atraktora przy przejsciu
z wymiaru zanurzenia m do m + 1 [10]. Istot¢ tego pojgcia wyjasnia rysunek 1.
Odcinek 77 jest tam rzutem ortogonalnym trajektorii 7 C R? na przestrzen R
Punkt C’ jest falszywym najblizszym sasiadem punktéw A’ i B’ na odcinku 77,
poniewaz punkt C' nie jest bliskim sasiadem punktow A i B na trajektorii 7 .

"
A'C' B
Rys. 1. C’ jako falszywy najblizszy sasiad punktow A’ i B’

Zrodto: opracowanie wiasne.

% W pracy [1] podano warunek wystarczajacy postaci m > D, gdzie D jest jednym
z wymiarow atraktora.
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Niech Y:”“ . Y}”*l beda dwoma réznymi punktami atraktora A, zanurzo-
nego w przestrzeni R+, natomiast Y, Y ich rzutami ortogonalnymi na prze-

strzen R™. W metodzie najblizszych sasiadow, dla opdznienia czasowego 7%, obli-
cza sig

’ It m ’ T T 1/2 . P
(Y Y - (YY) / _|s[i +mT*] — s[j 4+ m7|

"‘-I'.r"‘ m-= .
(= (iZ(Y;”. Yj-”) (I{(Yin. Y;-”)

Jezeli d.- ,, przekracza pewien ustalony poziom, to uznaje sig, ze punkt Y}”
jest fatszywym najblizszym sqsiadem punktu Y. Jako wymiar zanurzenia
m € {1,2,..., M} nalezy przyja¢ ten parametr m*, dla ktérego liczba falszywych
najblizszych sasiadow jest najmniejsza.

Druga metoda ustalania wymiaru zanurzenia opracowana zostata w 1982
roku przez fizyka niemieckiego Petera Grassbergera i chemika izraelskiego Itamara
Procaccie, ktorzy w tym celu wprowadzili pojecia calki korelacyjnej i wymiaru ko-
relacyjnego atraktora [8].

Catkq korelacyjng C(g) nazywamy prawdopodobienistwo tego, ze losowo
wybrana para punktéw atraktora znajduje si¢ w odlegtosci mniejszej od =. Zaktada-
jac, ze w punkcie £ = 0 jest ono asymptotycznie rowne objetosci £ hiperkostki
o krawedzi £, gdzie D> jest wymiarem korelacyjnym atraktora, mozemy napisac

lim Cle)

e—=0 g+2

=1, cyli Ce) ~eP2, gdy e—0. (7)

Calka korelacyjna moze by¢ aproksymowana sumgq korelacyjng

k=1 k
> > H(e—d(Y.Y)))
j=1i=j+1

Cr(r*,m,e) =

k
2
gdzie H (-) jest funkcja jednostkowa Heaviside’a’. Mamy wowczas

C(g) = lim Ci(7*,m,e).
k—o0

Stad, na podstawie (7), otrzymujemy wzor na wymiar korelacyjny atraktora

log Ci.(T*,m, £)
. . 5 Yk ISR
D5 = lim lim

£—0 k—o0 loge

TH(x):={l:2>0;0:2 <0}
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Algorytm Grassbergera-Procaccii polega na tym, ze dla danego (niskiego)
m oblicza si¢ Da. Nastepnie zwigksza si¢ o jeden wymiar zanurzenia i ponownie
oblicza D, itd. Minimalnym wymiarem zanurzenia jest liczba m*, powyzej ktorej
wymiar korelacyjny juz sig¢ praktycznie nie zmienia. Z praktyki wynika jednak, ze
w wielu przypadkach podany algorytm jest mato doktadny. Czgsto bowiem wymiar
zanurzenia, gwarantujacy prawidtowe ,,rozprostowanie” si¢ atraktora, jest nadal
nizszy od wymiaru wyznaczonego za pomoca tego algorytmu.

REKONSTRUKCJA MONARCHY SAFYE

W 1997 roku ekonomista tunezyjski Safieddine Bouali modelujac cykle
ekonomiczne, rozwazat nastepujacy uktad rownan rézniczkowych
dx

y7ie ky + pz(a — y?)

dy
dt
dz
dt

= —x+bz , teRy :=[0,+00)°

=pr—qy

o rzeczywistych i dodatnich wspotczynnikach (k. . a. b, p, q) [4].
W szczegolno$ci zauwazyl, ze parametry (0.02,0.4,0.2,b,10,0.1) generuja
chaos deterministyczny dla dowolnego b > 0. Mimo ze warunek dysypatywnosci

divf(z,y,x) =0.4(0.2 - %) <0

jest speliony wtedy i tylko wtedy, gdy |y| > v/0.2 ~ 0.447, wartosci najwickszego
wyktadnika Lapunowa (NWL) sq dodatnie dla kazdego parametru b > 0 (rys. 2.).

W dalszym ciagu rozwaza¢ bedziemy przypadek, gdy h = 35. Wowczas
trajektoria uktadu

dx .

— =0.02y + 0.42(0.2 — %)

dt '

dr

Y 2 +352 . tEeR,, (8)
dt

0w — 01

—_— = T — U1t

dt 4

¥ Jezeli t € R, to mowimy o uktadzie semidynamicznym.
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majaca swoj poczatek w punkcie
(2:(0), y(0), 2(0)) = (0,0.01,0), )

z uplywem czasu wypetnia dziwny atraktor, ktéry nazywamy Monarchq Safye [22]
(rys. 3.).

M| Py

=
s s
= =

0.2 0.2

0.1 0.1

0 0k 5
35 36 37 38 39 40 0 200 400 600 800 1000
Parametr b Parametr b

Rys. 2. NWL w zaleznosci od wartosci parametru b

Zrédlo: obliczenia NWL i wykresy wykonano za pomocq programu E&F Chaos dostepnego
na: http://wwwl.fee.uva.nl/cendef/whoiswho/makehp/page.asp ?ilD=19.

Rys. 3. Dziwny atraktor Monarcha Safye

Zrédlo: S. Bouali, J. Leys, Sculptures du chaos — Images des Mathématiques, CNRS, 2010,
http://images.math.cnrs.fr/Sculptures-du-chaos.html.

Rysunek 4. przedstawia zmiang znaku div f () w czasie ¢, gdzie © = (x.y, z)
jest rozwiazaniem uktadu (8), (9). Jest to uklad niezachowawczy, ktory nie jest glo-

balnie dysypatywny. W krotkich przedziatach czasowych staje si¢ uktadem samo-
wzbudnym, probujacym odzyskiwac energig.
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1.07=
05

0.0/

signidiv f(x, y, 2))

-0.5

10 | UL I L ! | —
0 20 40 60 80 100
Czast

Rys. 4. Wykres funkeji sign[div f[x(t), y(t), z(¢)]]
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Szeregi czasowe odpowiadajace uktadowi (8), (9) uzyskamy, rozwiazujac
g0 numerycznie za pomoca programu Mathematica. Stosujac polecenie

NDSolve[{x[t] == 0.02 y[t] + 0.4 x[t] (0.2 - y[t]*2),

Y'[t] == -X[t] + 35 z[t], z'[t] == 10 x[t] - 0.1 y[t], x[0] == 0O,

y[0] == 0.01, z[0] == 0}, {X, y, z}, {t, 1000},

MaxSteps -> Infinity, AccuracyGoal -> 12, PrecisionGoal -> 30]
otrzymujemy trzy funkcje interpolacyjne x(t), y(t), z(t) przedstawiajace rozwiazanie
w przedziale [0, 1000]. Na rysunku 5. zamieszczono przebiegi tych sygnatow w oknie
czasowym [0, 150]. Z kolei rysunek 6. zawiera przebieg trajektorii 7 (a(0)) atraktora
A uktadu (8), (9) w przestrzeni fazowej {x, y, z}, gdy ¢ € [0,400]. Rysunek 7. przed-
stawia jej rzuty odpowiednio w ptaszczyznach {y, 2}, {y, 2} i{z, x}, gdy t € [0, 1000].

Do rekonstrukcji uzyjemy szeregéw czasowych liczacych po 20 001 probek
wygenerowanych ze sktadowych z(t), y(t), z(t) otrzymanego rozwiazania, przyjmu-
jac okres probkowania At = 0.05, tzn.

zfi] = 2(0.057), y[i] = y(0.057), z[i] = 2(0.054), i€ 0,20000. (10)

Przeszukujac §wiatowe zasoby Internetu, mozemy bez trudu uzyskac adresy
darmowego lub komercyjnego oprogramowania do rekonstrukcji atraktoréw metoda
Pacarda. W istocie rzeczy chodzi o optymalny dobor parametrow 7 i m. Pod tym
wzgledem na szczegdlna uwage zastuguja nastepujace programy: Auguri’, Dataplore'’,
Nonlinear Dynamics Toolbox (NDT)"', Nonlinear Time Series Analysis (TISEAN)'"? oraz
Visual Recurrence Analysis (VRA)". Wersja niekomercyjna VRA jest rozbudowanym

? http://aag-auguri.com.

' http://www.ixellence.com/.

" http://www.physics.gatech.edu/chaos/research/NDT.html.
"2 http://www.mpipks-dresden.mpg.de/~tisean/.

" http://nonlinear.110mb.com/vra/.
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1 jednocze$nie prostym w uzyciu narzgdziem do nieliniowej analizy szeregéw cza-
sowych. Jako program darmowy zostanie wykorzystana w tej pracy.
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Rys. 5. Skladowe rozwiazania uktadu (8), (9) w przedziale [0, 150]

-0.15

Zrodto: opracowanie wiasne.

.y
Rys. 6. Monarcha Safye w przestrzeni
fazowej {x, y, =} jako numeryczne
rozwiazanie uktadu (8), (9),
gdy t € [0,400]

Zrodto: opracowanie wiasne.
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(a) {y.} | (b) {2}

0.03} 1

-0.03

-015 -010 -005 000 005 010 015
i

Rys. 7. Monarcha Safye w przestrzeniach fazowych {y, x}, {y, 2z}, {z, 2}
jako numeryczne rozwiazanie uktadu (8), (9), gdy ¢ € [0, 1000]

Zrodto: opracowanie wiasne.

Rysunek 8. przedstawia wyniki zastosowania programu VRA do ustalenia
optymalnego opo6znienia 7* dla szeregéw czasowych (10) metoda wyznaczania
pierwszego minimum funkcji AMI(7). Opdznienia te wynosza odpowiednio 22, 19
oraz 16. Z kolei rysunek 9. zawiera graficzna interpretacj¢ liczby falszywych naj-
blizszych sasiadow, wyrazona w procentach, w zaleznos$ci od wymiaru zanurzenia.
Wynika stad, ze optymalny wymiar zanurzenia m* dla kazdego z szeregow (10)
wynosi 3 1 jest rOwny wymiarowi przestrzeni fazowej, w ktorej rzeczywiscie jest
zanurzony atraktor Monarcha Safye. Jak wspomniano wcze$niej, wyznaczanie wy-
miaru zanurzenia metoda stabilizacji wymiaru korelacyjnego jest czgsto niedokladne.
Idea ta moze by¢ jednak sprawdzianem wlasciwego doboru opdznienia czasowego.
Poniewaz tylko w tym przypadku, jezeli rozwazany uklad jest deterministyczny,
nastgpuje ustalanie si¢ wymiaru korelacyjnego wraz ze wzrostem wymiaru zanurze-
nia. Rysunek 10. potwierdza t¢ wlasnosc¢.
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(b) yli]: 7 =19
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(¢) z[i]: 7° =16

Average Mutual Information (bits)
)
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The first AMI minimum was found attime lag 16
Rys. 8. Optymalne opdznienia czasowe dla szeregow (10)

Zrodto: opracowanie wiasne.
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(a) x[i]: m*=3
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Rys. 9. Optymalne wymiary zanurzenia dla szeregdw (10)

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Rys. 10. Stabilizacja wymiaru korelacyjnego dla szeregow (10)

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Kolejne rysunki przedstawiaja efekty rekonstrukcji Monarchy Safye w prze-
strzeniach R? i R3. Zostaly one wykonane w programie Mathematica. Dostrzegamy
tutaj pewne podobienstwo miedzy uzyskanymi obrazami (a) i (b), zamieszczonymi
na rysunku 11., a rzutami atraktora Monarchy Safye na przestrzenie fazowe {y, x}
oraz {y, z} (rys. 7a, b). Podobienstwo to widoczne jest rowniez w zestawieniu ry-
sunkéw 12—14 z rysunkiem 6'*.

Z przeprowadzonych rekonstrukcji wynika, ze pewne sktadowe wektora stanu
uktadu dynamicznego generuja szeregi czasowe bardziej ,,podatne” na homeomor-
ficzne dziatania $ciskania, rozciagania, wyginania i skrecania, a inne mniej. W efekcie
otrzymujemy obrazy komputerowe zrekonstruowanego atraktora, ktore w mniej-
szym lub wigkszym stopniu odzwierciedlaja jego oryginalny ksztalt.

(a) a[i] (b) yli]

0.03}

0.02

0.01)

0.00:

xli+r]

001!
-0.02}
-0.03

003 -0 -001 000 0.01 0.02 003
0l

Z|f+r]

-2t

015 -010 -005 000 005 010 015
2]

Rys. 11. Dwuwymiarowa rekonstrukcja Monarchy Safye
na podstawie szeregéw czasowych (10)

Zrodto: opracowanie wiasne.

4 Z uwagi na niewielkie rozmiary rysunkéw w celu zwigkszenia ich czytelnosci, zre-
konstruowane trajektorie zawieraja ,,tylko” 10 000 punktow.
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X[

x[i+27]

; .....;[!4-!]

Rys. 12. Trojwymiarowa rekonstrukcja Monarchy Safye
na podstawie szeregu czasowego {x[i]}

Zrodto: opracowanie wiasne.

ylisr]

ul

yli+2r] J_.' Vii+27]

yiil

yli+2r]

Rys. 13. Trojwymiarowa rekonstrukcja Monarchy Safye
na podstawie szeregu czasowego {y[i]}

Zrodto: opracowanie wiasne.
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2[i+2r]
i

20

2[i+r]
2[i+r) zZ[i+2r)

zli+2r]

zZli+r]

z[i]

Rys. 14. Trojwymiarowa rekonstrukcja Monarchy Safye
na podstawie szeregu czasowego {z[i]}

Zrodto: opracowanie wiasne.

Na rysunku 15. przedstawiono efekty rekonstrukeji Monarchy Safye w prze-
strzeni R? na podstawie szeregu czasowego {y[i]} w przypadku nieprawidtowo do-

branego opdznienia czasowego. Zaréwno za mate, jak i za duze T powoduje, ze
rekonstrukcja staje si¢ bezuzyteczna.

yli+2r] |
|
|
|

i

Rys. 15. Trojwymiarowa rekonstrukcja Monarchy Safye

na podstawie szeregu czasowego {y[i]} w przypadku Zle dobranego op6Znienia czasowego

Zrodto: opracowanie wiasne.
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ZAKONCZENIE

Rekonstrukcja atraktora ma zastosowanie gtownie do tych szeregdw czaso-
wych, ktore ,,podejrzewamy”, ze ukrywaja w sobie chaotyczna dynamike. Tego
typu zachowanie mozemy zaobserwowaé¢ mig¢dzy innymi w laserach (réwnania
Maxwella-Plancka), niektorych reakcjach chemicznych (rownania kinetyczne), dy-
namice ptynoéw, dynamice trzgsien ziemi, sygnatach EKG (elektrokardiograficznych),
sygnatach EEG (elektroencefalograficznych) oraz modelach ekonometrycznych.
Pozostaje ona w $cistym zwiazku z tzw. analizq rekurencyjng [12] bazujaca na ocenie
odlegtosci migdzy punktami Y;,i € 1,k trajektorii zrekonstruowanego atraktora A,

Moéwimy, ze para punktow (Y ;. Y ;) € A, x A, tworzy rekurencje (por. [17]),
co zapisujemy Y; =~ Y ;, wtedy i tylko wtedy gdy

rf(Y,'.YJ') g+ ¢e— f'f{Yf'.YJ') > 0, (11)

gdzie ¢ jest zadanym progiem wspomnianej odleglosci (parametrem odciecia)'. 1dea
analizy rekurencyjnej nawiazuje do ewolucji uktadu zachowawczego, ktora cechuje
powtarzalnos$¢. Z twierdzenia Poincarego o powracaniu [2] wynika bowiem, ze po
pewnym czasie punkt biezacy trajektorii takiego uktadu powraca w poblize prawie
kazdego stanu poczatkowego. Oznacza to, ze z uptywem czasu na trajektorii atraktora
znajduja si¢ punkty tworzace rekurencje, czyli bedace dostatecznie blisko siebie.

Z relacja rekurencji zwiazana jest macierz kwadratowa R. = [R;;(¢)]ixn
o elementach

1 dla Y; =Y, —

R,‘_;‘(E) = H(e —d(Y;,, Y;)) = 0 dla Y% YJ. , 1,7 €1k,
ktora nazywamy macierzq rekurencyjnq. Podstawa analizy rekurencyjnej jest dia-
gram (wykres) rekurencyjny, ktory w dalszej kolejnosci poddawany jest analizie
ilosciowej. Diagram rekurencyjny jest uporzadkowana tablica czarnych i bialych
punktow, ktora powstaje z macierzy . w ten sposob, ze 1 zastgpujemy czarnym
pikselem, natomiast 0 — biatym. Utworzona tekstura jest swojego rodzaju
,»zdjeciem rentgenowskim” badanego szeregu czasowego ujawniajacym mniejsze
struktury pojedynczych punktéw i linii, ktore moga by¢ diagonalne, wertykalne lub
horyzontalne. Jej analiza typologiczna odzwierciedla dynamike uktadu, z ktérym ten
szereg jest zwigzany.

' Zasady doboru parametru < opisano m.in. w [12].
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Rysunek 16. przedstawia realizacj¢ procesu niestacjonarnego, jakim jest
btadzenie przypadkowe z dryfem

w(t+1) =0.05+w(t) +up, w ~N(0,1),w(0) =0 (12)

oraz diagram rekurencyjny tej realizacji. Koncentracja otrzymanej struktury wzdtuz

glownej przekatnej $wiadczy o niestacjonarnosci szeregu {w(t)} ;2%

(a) w(t), t € 0,1000 (b)
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Rys. 16. Przyktadowa realizacja btadzenia przypadkowego
z dryfem (12) i jej diagram rekurencyjny

Zrodto: opracowanie wiasne.

Bardziej zaawansowane diagramy rekurencyjne sa wielobarwne. W tym
przypadku odlegtosciom d(Y;, Y ;) przyporzadkowane sa odpowiednie barwy z przy-
jetej palety kolorow. Mowimy wowczas o tzw. diagramach odleglosci [12].

Na rysunku 17. zamieszczono takie diagramy dla szeregu czasowego {y[i] } 2%
generujacego atraktor Monarche Safye. Liczne, lecz krotkie linie rownoleglte do
gtéwnej diagonali, tworzace tekstury w postaci waskich pasow, potwierdzaja deter-
ministyczna i chaotyczna naturg tego szeregu. Diagram z rysunku 17a wykonano,
stosujac opisany wczesniej program VRA. Diagram z rysunku 17b (oraz diagram
16b) otrzymano za pomoca Cross Recurrence Plot Toolbox (CRP Toolbox)'. Istnie-
je rowniez okrojona wersja online tego programu dost¢pna na stronie internetowe;j
http://www.recurrence-plot.tk/online/. Analiz¢ rekurencyjna szeregéw czasowych
mozna takze przeprowadzi€, korzystajac ze wspomnianych juz programow Auguri,
Dataplore, NDT oraz za pomoca Recurrence Quantification Analysis Software

(ROA)".

' http://www.agnld.uni-potsdam.de/~marwan/toolbox/.
' http://homepages.luc.edu/~cwebber/.
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(b) CRPToolbox
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Rys. 17. Diagram rekurencyjny szeregu czasowego y|i], i € 0, 1000 Monarchy Safye
dlar=19,m =3
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Stosujac ilosciowq analize rekurencyjng, otrzymanemu diagramowi reku-
rencyjnemu przypisujemy pewne parametry liczbowe (np. wspotczynnik rekurencii,
entropi¢, determinizm, laminarno$¢, dywergencje i trend), na podstawie ktorych mo-
zemy wnioskowa¢ o losowej badz deterministycznej naturze badanego uktadu, o jego
stacjonarnosci badz niestacjonarnos$ci, o regularno$ci badz chaotycznosci.

Od 1987 roku, kiedy to fizyk szwajcarski Jean-Pierre Eckmann wraz z S. O. Kam-
phorst i D. Ruellem wprowadzili pojgcie diagramu rekurencyjnego [6], a zwlaszcza od
1992 roku, gdy fizjolodzy amerykanscy Josheph P. Zbilut i Charles L. Webber pod-
dali diagramy rekurencyjne analizie ilosciowej [21], nieustannie zwigksza si¢ zakres
zastosowan analizy rekurencyjnej. Dzisiaj mozemy juz twierdzi¢, ze wpisala si¢ ona na
trwate do zestawu narzedzi stuzacych do badania szeregow czasowych. Oprocz za-
gadnien wspomnianych na poczatku tego punktu, analiz¢ rekurencyjna stosuje si¢ z
powodzeniem réwniez w astrofizyce i geofizyce, w fizjologii, genetyce i biologii, w
meteorologii, finansach i inzynierii. Od 2005 roku, w dwuletnich odstgpach, organi-
zowane sa migdzynarodowe sympozja dotyczace teorii i zastosowan analizy reku-
rencyjnej. Istnieje rowniez strona internetowa (http://www.reccurrence-plot.tk/)
poswigcona tym zagadnieniom.
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RECONSTRUCTION
OF THE MONARCH SAFYE ATTRACTOR
ON THE BASIS OF TIME SERIES

ABSTRACT

The paper describes the problem of attractor reconstruction on the basis of a time series and
presents software allowing to specify the reconstruction parameters. The above problem has been
applied to reconstruct the Monarch Safye attractor on the basis of time series obtained from a nume-
rical solution of a dynamic system describing that attractor. It has also been indicated that there
exists a relation between the attractor reconstruction and the recurrence analysis of a time series.

Keywords:
reconstruction, attractor, time series, time delay, embedding dimension, recurrence plot, recurrence
quantification analysis.
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