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STRESZCZENIE

W artykule zastosowano metode kopuli do dwuwymiarowej analizy wezbran sztormo-
wych. Wezbrania sztormowe scharakteryzowano dwuwymiarowg zmienng losowa: maksymalnym
poziomem morza ponad napetnienie w profilach wodowskazowych Swinoujscie PMswi i Kotobrzeg
PMkov. Préba losowa zostata wyznaczona na podstawie zidentyfikowanych wezbran sztormowych
wzdtuz potudniowych wybrzezy Battyku w latach 1976-2000. Celem artykutu byto znalezienie
najlepszego dwuwymiarowego rozktadu prawdopodobienistwa badanej zmiennej losowej (PMsw,
PMkor). Badaniu poddano eliptyczng kopule gaussowska i archimedesowskg jednoparametrowg
Gumela-Hougaarda. Do badania zgodnosci kopuli z zaobserwowanymi realizacjami zmienne;
losowej (PMswi, PMkor) uzyto wspotczynnika korelacji rang Spearmana. Najlepszg zgodnos¢
uzyskano dla kopuli Gumbela-Hougaarda ps = 0,9871.

Stowa kluczowe:
metoda kopuli, wezbrania sztormowe, profile wodowskazowe, Swinoujécie, Kotobrzeg.

WSTEP

Najczestszymi przyczynami okresowych zmian poziomu morza sa plywy
morskie oraz wezbrania sztormowe. W wielu morzach srédladowych o matych masach
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wody plywy maja znaczenie marginalne. Wynika to ze znikomego wptywu grawita-
cyjnego przyciagania Ksi¢zyca i reakcji sity odsrodkowej mas wody wywolanej ruchem
okreznym Ziemi wokot srodka mas Ziemi i1 Ksigzyca na spigtrzanie wody i w kon-
sekwencji na jej przepltyw. Przykltadem morza $srédladowego o nieistotnym znacze-
niu zjawiska ptywow jest Morze Battyckie. W obszarze potudniowego Battyku,
gdzie glebokosci nie przekraczaja 100 m, poziom wody podczas przyptywu podnosi
si¢ zaledwie o kilka centymetrow.

Podstawowa przyczyna duzych zmian poziomu morza w takiej sytuacji jest
oddziatywanie niskiego ci$nienia atmosferycznego oraz wiatru. Ryzyko pojawienia si¢
ekstremalnych pozioméw morza wzdhiz potudniowych wybrzezy Battyku zwigksza
wysokie napetnienie Baltyku w okresie poprzedzajacym wezbranie sztormowe.

Powodzie sztormowe zwigzane sa z przemieszczajacymi si¢ sztormowymi
uktadami barycznymi z zachodu na wschod. Najwigksze wezbrania sztormowe na
potudniowym wybrzezu Baltyku zwiazane sa z przemieszczaniem sig¢ uktadu niskie-
go cis$nienia wraz z towarzyszacymi frontami atmosferycznymi od Morza Norwe-
skiego, przez Skandynawi¢ i Morze Baltyckie. W miarg przemieszczania si¢ nizu na
potudnie i potudniowy-wschod, Battyk wraz z poludniowym wybrzezem po krotkim
okresie wiatrow odladowych przedostaje si¢ w sektor sztormowych wiatréw z kie-
runkéw potnocno-zachodnich do péinocno-wschodnich. Tego typu zdarzenie moze
trwaé od kilku do kilkudziesigciu godzin.

Rézne tory przemieszczania si¢ uktadéw niskiego cisnienia oraz rozna eks-
pozycja linii brzegowej poszczegolnych akwendéw Baltyku wywotuja wzrosty po-
ziomu morza w wielu czgsciach wybrzeza. W takiej sytuacji wezbranie sztormowe
powinno zosta¢ scharakteryzowane wigcej niz jedna zmienna losowa. W artykule
wezbranie sztormowe scharakteryzowano dwuwymiarowa zmienng losowa: mak-
symalnym poziomem morza ponad napetienie w Swinoujsciu PMsy; i w Kotobrze-
gu PMkor.

Celem artykutu jest znalezienie najlepszego dwuwymiarowego rozkladu
prawdopodobienstwa zmiennej losowej (PMsy; , PMyor). Funkcje gestosci prawdo-
podobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej zbudowano z zastosowaniem ko-
puli (copula). W badaniu uzyto eliptyczna kopulg gaussowska i archimedesowska
jednoparametrowa Gumbela-Hougaarda'.

' Zob. E. J. Gumbel, Distributions des valeurs extremes en plusiers dimensions, Publ.
Inst. Statist. Univ., Paris 1960, No 9, pp. 171-173; P. Houggard, 4 class of multivariate failure
time distributions, ‘Biometrika’, 1986, No 73, pp. 671-678; S. Smiech, Analiza zaleznosci eks-
tremalnych, ,,Zeszyty Naukowe” Akademii Ekonomicznej, Krakow 2006, nr 726, s. 91-101.
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Zastosowanie metody kopuli do dwuwymiarowej analizy wezbran sztormowych...

MATERIALY I METODY

Do dwuwymiarowej analizy wezbran sztormowych przygotowano ciagi po-
miarowe maksymalnych pozioméw morza zaobserwowanych na posterunkach po-
miarowych w Swinoujsciu i Kolobrzegu (rys. 1.) w latach 1976-2000. Wejsciowe
dane do opracowania uzyskano z katalogu wezbran i obnizen sztormowych poziomoéw
morza oraz ekstremalnych pozioméw wod na polskim wybrzezu® oraz z monografii
Sztobryn i Stigge (2005). Jej autorzy przyjeli definicj¢ wezbrania sztormowego (wg
Hydrological Aspects of Combined Effects of Storm Surges and Heavy Rainfall on
River Flow, WMO, No 704, Geneva 1988) jako gwattowny wzrost poziomu morza
powyzej poziomu, ktdry bylby zaobserwowany w tym samym miejscu i czasie, gdyby
nie wystapily silne wiatry doladowe. Do identyfikacji wezbran sztormowych przyjeto
warto$¢ progowa poziomu morza® odpowiadajaca poziomowi 570 cm N.N. (Normal
Null), tj. w odniesieniu do poziomu morza wyznaczonego dla Amsterdamu.
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Rys. 1. Polska czg$¢ potudniowego wybrzeza Baltyku, porty morskie
oznaczone sa symbolem kotwicy

Zrodto: opracowanie wiasne.

* B. Wisniewski, T. Wolski, Katalogi wezbrar i obnizer: sztormowych pozioméw morza oraz
ekstremalne poziomy wod na polskim wybrzezu, Wyd. Akademii Morskiej, Szczecin 2009, s. 156.

> A. Majewski, Z. Dziadziuszko, A. Wisniewska, Monografia powodzi sztormowych
1951-1975. Ogolna charakterystyka powodzi sztormowych u polskiego wybrzeza Baltyku, WKiL,
Warszawa 1983.
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Za poczatek wezbrania sztormowego przyjeto moment, w ktorym poziom mo-
rza przekracza warto$¢ dziennego poziomu odniesienia, tzw. napelienia®. Powyzszy
parametr okresla hipotetyczny poziom morza, ktory zostalby odnotowany, gdyby
nad morzem nie wystepowaty czynniki meteorologiczne majace wpltyw na spigtrza-
nie wody.

W artykule analizie czgstotliwosci poddawana jest dwuwymiarowa zmienna
losowa (rys. 2.), ktora tworzy maksymalny poziom morza ponad napetnienie w Swi-
noujsciu PMgy; [m] i w Kolobrzegu PMyo, [m] zanotowany przy danym zdarzeniu
sztormowym.

profil wodowskazowy: Kolobrzeg PMo; «— profil wodowskazowy: Swinoujscie PM
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Maksymalny poziom morza ponad napelnienie [m]

Rys. 2. Maksymalny poziom morza ponad napetnienie zaobserwowany na posterunkach
pomiarowych Swinoujscie i Kotobrzeg w latach 19762000

Zrodto: opracowanie wiasne.

Ogolna postaé kopuli dla rozkladu m-wymiarowego

Zatozmy, ze dysponujemy m zmiennymi losowymi: Xj, X,..., X, z funkcja-
mi rozktadow odpowiednio: F(X)), Fa(X2),..., Fu(X,). Celem jest otrzymanie funk-
cji m-wymiarowego rozktadu F(X,, X,.., X,,). Sklar (1959) udowodnit, ze istnieje
funkcja C (kopula) taka, Ze:

FXy = x1, Xo = X2, . X = X)) = C(F1(x1), Fa(x2),. ..o Fon(Xon) (D
jest dystrybuanta taczna posiadajaca rozklady brzegowe F1(X)), Fo(X2),..., Fu(X,).

Dla m-wymiarowego przypadku dla kazdego u [0, 11", C(u) = 0, jezeli
przynajmniej jeden element u jest rowny 0. Natomiast C(u) = u; dlaj =1, 2,.., m, jezeli

* Wezbrania sztormowe wzdlz poludniowego Baltyku (zachodnia i Srodkowa czesé), red.
M. Sztobryn, H.-J. Stigge, IMGW, Warszawa 2005, s. 9.
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Zastosowanie metody kopuli do dwuwymiarowej analizy wezbran sztormowych...

wszystkie elementy u sq rowne 1, z wyjatkiem u;. Funkcja taczaca C powinna by¢
m-niemalejaca, czyli niemalejaca we wszystkich m argumentach.

Rola funkcji taczacej C jest okreslenie zaleznosci pomigdzy zmiennymi X,
Xa,..., Xn. W przypadku rozkladow brzegowych ciaglych zmiennych losowych,
rozniczkujac rownanie (1), otrzymujemy m-wymiarowa gestosc:

Xy = x1, X5 = X2, Xy = X) = c(F1(x1), Fo(x2),.., FuXa)1(x1)2(02)- - funxm), - (2)
gdzie:
wyrazenie c(F(x;), Fa(x2),..., Fu(x,)) nazywane jest gestoscia kopuli, ktorej wzor
otrzymujemy, obliczajac m-ta pochodna czastkowa kopuli wzgledem m zmiennych:
0"C

C(F (x)),..F, (x,)) =————— Wu = Fi(x1),...,un= Fin(Xn). 3)
ou,0u,...ou,,

O wyborze kopuli jako metody estymacji parametréw wielowymiarowych
rozktadow prawdopodobienstwa zadecydowaty nastgpujace jej wlasnosci:

— kopula pozwala taczy¢ dowolne rozktady brzegowe;

— teoria kopuli umozliwia budowanie statystyk wielowymiarowych, dysponujac
statystykami brzegowymi, zwlaszcza wtedy kiedy rozwazane zmienne losowe sa
od siebie statystycznie zalezne.

Posta¢ eliptycznej kopuli gaussowskiej dwuwymiarowej
zmiennej losowej (PMgswyy, PMgoyr)

Kopule gaussowska definiuje si¢’ za pomoca catki podwojne;:

Cy (r,2)=0 (D7 (»),d7(2)), (4)

D! (2) 2p5u—5°

2731-p? eXp( 2(1-p%)

v = F\(PMsy)) 1 z = F>5(PMxor), zmienne losowe PMgy; i PMyo, moga podlegaé do-

adzie: @, (@ ()0 ()= Mj U dsd

wolnym rozktadom prawdopodobienstwa.

3 Zob. U. Cherubini, E. Luciano, W. Vecchiato, Copula Method in Finance, John Wiley
& Sons, Ltd, 2004; Garcia A., Gengay R., Managing Adverse Dependence for Portofolios of
Collateral In Financial Infrastructures, Bank of Canada, 2007, s. 25.
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Posta¢ archimedesowskiej kopuli Gumbela-Hougaarda dla
rozkladu dwuwymiarowej zmiennej losowej (PMsy;, PMgoy)

Kopula Gumbela-Hougaarda® stuzaca do wyznaczania ekstremalnych warto-
$ci zmiennej losowej w pewnym okresie czasu wyrazona jest wzorem:

CS"(v,2) = exp{— [(~logv)’ + (—1ogz)‘9]9}, 6))

gdzie: 0 €[l;+0).

WYNIKI BADAN

Wejsciem do analizy byta dwuwymiarowa zmienna losowa (PMsy; , PMyor).
W badaniu estymacje parametréw kopuli wykonano w dwoch etapach. W pierwszym
etapie wykonano estymacjg parametrow brzegowych rozktadow prawdopodobienstwa
metoda najwigkszej wiarygodnosci. W drugim etapie, w przypadku eliptycznej kopuli
gaussowskiej, estymacje wspotczynnika korelacji p wykonano metoda symulacji
bayesowskiej’, natomiast parametry archimedesowskiej kopuli Gumbela-Hougaarda
wykonano metoda IEM (Inference Functions for the Margins)®.

W opracowaniu do obliczenia miary zaleznos$ci migdzy zaobserwowanymi
realizacjami zmiennej losowej (PMsy; , PMxor) zastosowano wspotczynnik korelacji
liniowej oraz korelacjg nieparametryczng w postaci wspotczynnika rang Spearmana.

Do obliczenia miary zalezno$ci migdzy wygenerowanymi realizacjami zmien-
nej losowej (PMsy; , PMxor) zastosowano nieparametryczny wspotczynnik korelacji
rang Spearmana p,, ktory mozna wyrazi¢ za pomoca kopuli’ w nastepujacy sposob:

def .
ps = 12[ [C(v.2)dviz -3 (6)

Estymacja parametrow rozkladow brzegowych
metoda najwiekszej wiarygodnos$ci (MNW)

W pierwszym etapie procedury zestawiono probe losowa Z = {PMsy;, PMxor}
o liczebnosci n = 71. Dla kazdej zmiennej losowej okreslono miary rozktadu: asy-
metrii, koncentracji, rozproszenia i potozenia (tabela 1.).

% Zob. E. J. Gumbel, wyd. cyt., pp. 171-173; P. Houggard, wyd. cyt., pp. 671—678; tenze,
Analysis of ‘Multivariate Survival Data, Springer Verlag, New York — Berlin — Heidelberg 2000.
P. J. Danaher, M. S. Smith, Modeling Multivariate Distribution Using Copulas: Appli-
cations in Marketing, Melbourne Business School, University of Melbourn, 2009, s. 47.
¥ U. Cherubini, E. Luciano, W. Vecchiato, wyd. cyt.
’P. I. Danaher, M. S. Smith, wyd. cyt.
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Zastosowanie metody kopuli do dwuwymiarowej analizy wezbran sztormowych...

Tabela 1. Miary rozktadu zmiennej losowej: maksymalnego poziomu morza
ponad napetienie w Swinoujsciu PMsy; 1 w Kotobrzegu PMyo; w latach 19762000

| PMy [m] | PMyo, [m]
Miara asymetrii rozkladu
Wspoltczynnik skognosci | 0,509 | 0,591
Miara koncentracji rozktadu
Wspotczynnik skupienia -0,322 -0,334
(kurtoza)
Miary rozproszenia rozktadu
Odchylenie standardowe 0,212 [m] 0,258 [m]
Wariancja 0,067 [m] 0,066 [m]
Miary potozenia rozktadu
Srednia arytmetyczna 0,565 [m] 0,568 [m]
Mediana 0,575 [m] 0,520 [m]

Zrodto: opracowanie wlasne.

Ujemna warto$¢ kurtozy obu zmiennych $wiadczy o sptaszczeniu rozktadu
i tym samym o mniejszej koncentracji wartosci cechy. Obie analizowane zmienne
maja sko$no$¢ dodatnia, co wskazuje na niewielka prawostronna asymetri¢ (wydtu-
zone prawe ramig rozktadu).

Zbadano zalezno$¢ miedzy analizowanymi zmiennymi losowymi. Warto$¢
wspotczynnika korelacji liniowej p, = 0,878, natomiast wspotczynnik korelacji rang
Spearmana p; = 0,866. Diagram korelacyjny zaobserwowanych realizacji zmiennej
losowej (PMsy; , PMyor) w okresie od 1976 do 2000 roku przedstawiono na rysunku 3.

Wspotczynnik korelacji rang Spearmana jest w niewielkim stopniu wrazliwy
na obserwacje odstajace. W zwiazku z tym wykonano badanie jednorodnosci obu
zmiennych losowych'’. W badaniu jednorodnosci zaktada sig, Ze nie jest znany roz-
ktad badanej zmiennej losowej. Do weryfikacji charakterystyk statystycznych naj-
wygodniejszymi i jednocze$nie najprostszymi w uzyciu sa nieparametryczne testy
statystyczne. Najczestszymi charakterystykami statystycznymi ciagdéw pomiarowych
ulegajacymi zmianom sg warto$¢ §rednia i wariancja. Zmiany tych warto$ci maja cha-
rakter skokowy lub wystgpuja w postaci zmiennych trendow. Najskuteczniejszymi
testami w wykrywaniu zaburzen zjawisk hydrologicznych sg test sumy rang Kruskala-
-Wallisa oraz test wspotczynnika Spearmana korelacji rangowej na trend warto$ci
sredniej i trend wariancji zmiennej losowej. Ciagi pomiarowe zostaly sprawdzone pod
katem wystgpowania w nich elementéw odstajacych przy uzyciu testu Grubbsa-Becka.

' B. Ozga-Zielinski, Metody analizy niejednorodnosci ciqgéw pomiarowych zjawisk
hydrologicznych, ,,Wiadomo$ci IMGW”, 1999, z. 2, s. 3.
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Na podstawie testow statystycznych przyjeto, ze ciagi pomiarowe zmien-
nych losowych PMgy; i PMyo, sa statystycznie jednorodne.

P gy [m]

0.5

0.0 - =
00 0 Pt oy, [m] 1.0

Rys. 3. Diagram korelacyjny zaobserwowanych realizacji zmiennej losowej (PMgy; , PMyor):
maksymalnego poziomu morza powyzej poziomu napetnienia
w profilach wodowskazowych: Swinoujscie i Kotobrzeg w latach 1976-2000

Zrodto: opracowanie wiasne.

Estymacj¢ parametréw rozpoczeto od doboru odpowiednich teoretycznych
funkcji rozktadu prawdopodobienstwa f,(PMgy, g1,..., ) 1 fo(PMkor, g1,. .., 2) ma-
jacych stanowi¢ matematyczny model wlasnosci losowych zmiennych PMsy; i PMxor,
oddzielnie dla kazdego rozktadu brzegowego'.

Rozpatrywane byly nastgpujace rozklady prawdopodobienstwa: trdjparame-
trowy logarytmiczno-normalny, dwuparametrowy gamma, Weibulla, Gumbela maksi-
mum, Gumbela minimum, logistyczny, Cauchy’ego, Laplace’a i jednoparametrowa
funkcja bledoéw'?, ktorej funkcja gestosci wyrazona jest wzorem:

f(x)=hr e ™, (7
gdzie:

h — parametr skali & > 0;
e — podstawa logarytmu naturalnego.

ML Ozga-Zielinska, J. Brzezinski, Hydrologia stosowana, PWN, Warszawa, 1994, 1997.
"2 M. Abramowitz, 1. A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions with Formulas.
Graphs and Mathematical Tables, New York 1972, s. 297-309.
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Zastosowanie metody kopuli do dwuwymiarowej analizy wezbran sztormowych...

Do estymacji parametrow rozktadow prawdopodobiefistwa zastosowano me-
todg najwigkszej wiarygodnosci. Dobrano odpowiednia teoretyczng funkcje ggstosci
rozktadu prawdopodobienstwa f(Z, gi,..., gx) z parametrami g,..., g, gdzie k =2 —
liczba parametrow. Rozpatrywano trojparametrowy rozktad logarytmiczno-normalny
z dolnym ograniczeniem rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej réwnym
zero. Wynikiem zastosowanej metody estymacji nieznanego parametru g; byto znale-
zienie odpowiedniej funkcji zaleznej od elementoéw proby losowej g, =g . (Z,,...,.Z,)

dlaj=1,.., kin="71 —liczebnos¢ proby losowe;j.

Sprawdzenie zgodnosci przyjetego rozktadu teoretycznego z rozktadem
empirycznym wykonano przez zastosowanie testu zgodnosci 4 Kotmogorowa z obni-
zona warto$cia krytyczna'® oraz testu zgodnosci y* Pearsona przy poziomie istotnosci
o = 0,05. Wyniki sprawdzenia zawarto w tabeli 2. Najlepsza zgodno$¢ przyjetego
rozktadu teoretycznego z rozkladem empirycznym dla obu zmiennych losowych
PMgw;1 PMyopuzyskano za pomoca funkceji rozktadu Gumbela maksimum.

Tabela 2. Wyniki testow zgodnosci empirycznych rozktadow z rozktadami teoretycznymi
dla zmiennej losowej maksymalnego poziomu morza ponad napenienie
w Swinoujs$ciu PMgy; 1 w Kotobrzegu PMy; w latach 1976-2000

Testy zgodnosci
Teoretyczne rozktady |~ e ST
. A Kolmogorowa x~ Pearsona
prawdopodobienstwa
PMgy [m] PMkoy, [m] PMgy [m] PMkoy, [m]

log-normalny (3P) 1,515 0,766 7,789 9,273
dlag=0
Gamma (2P) 0,918 1,604 7,763 16,038
Weibull (2P) 0,987 0,828 7,321 8,894
Gumbel maksimum (2P) 0,748 0,723 7,205 8,887
Gumbel minimum (2P) 1,305 1,382 115,399 90,816
logistyczny (2P) 1,108 1,009 11,478 21,560
Laplace (2P) 1,429 1,366 22,829 32,678
Cauchy (2P) 8,303 8368 | emem | e
funkcja btedu (1P) 6,222 6,572 4037,695 6090,522

Zrodio: opracowanie wiasne.

Na podstawie powyzszych wynikéw do dalszej analizy wezbran sztormo-
wych przyjeto zmienne losowe: PMsy; 1 PMko, podlegajace dwuparametrowemu
rozktadowi Gumbela maksimum. Uzyskane wartosci parametrow rozkladow brze-
gowych dla obu zmiennych losowych przedstawiono w tabeli 3.

'S, Weglarczyk, Test zgodnosci testowania rozkladéw z parametrami estymowanymi,
»Przeglad Geofizyczny”, 1993, z. 3-4.
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Tabela 3. Parametry brzegowych rozktadéw teoretycznych
estymowanych metoda najwigkszej wiarygodnosci (MNW)

Parametry rozktadow brzegowych
PMy; — rozklad Gumbela maksimum PMyo; — rozktad Gumbela maksimum
1 =0,4481 — parametr potozenia [m] 1 =0,4514 [m]
S =0,2024 — parametr skali [m] £=10,2014 [m]

Zrodto: opracowanie wiasne.

Na rysunkach 4. i 5. przedstawiono proste metody graficzne stuzace do wery-
fikacji hipotezy o zgodno$ci empirycznego rozktadu prawdopodobienstwa z badanym
rozktadem hipotetycznym.

Funkeja gestosei f{x)

02 04 0.6 08 1 1.2

Funkeja gestosei f(x)

04 05 08 07 08 09 1
Zmienna losowa x

Rys. 4. Histogramy z dopasowanymi funkcjami ggstosci prawdopodobienstwa
maksymalnego poziomu morza ponad poziom napetnienia w Swinouj$ciu PMgy; ()
i w Kotobrzegu PMyo, (b) w latach 1976-2000

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rys. 5. Wykresy prawdopodobienstwo-prawdopodobienstwo (P-P) porownujace zgodnosc
rozktadu badanej zmiennej (kropki): PMgy; (a) i PMkor (b)
z rozktadem teoretycznym Gumbela maksimum (linia prosta)

Zrodio: opracowanie wilasne.

Rysunek 4. prezentuje wyniki badan w postaci histograméw liczebnosci
zmiennej losowej: PMsy; (a) 1 PMgor (b) z zaznaczona funkcja gestosci rozktadu
Gumbela maksimum. Na rysunku 5. przedstawiono wykresy prawdopodobienstwo-
-prawdopodobienstwo (P-P) badanych zmiennych losowych. Prawdziwos¢ posta-
wionej hipotezy ocenia ulozenie punktow wzdtuz prostej. W przypadku zmiennej

losowej PMxo,, (b) punkty uktadaja si¢ dos¢ wyraznie wzdhuz prostej, a dla zmiennej
PMgy; (a) znacznie gorze;j.
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Estymacja parametrow kopuli oraz generowanie
realizacji zmiennej losowej (v, z)=(F{(pmswyr),
Fy(pmkot))

Estymacja eliptycznej kopuli gaussowskiej

W przypadku dwuwymiarowej eliptycznej kopuli gaussowskiej nalezy es-

tymowac jeden parametr — wspolczynnik korelacji p. Estymacje wartosci parametru
eliptycznej kopuli wykonano metoda bayesowska z zastosowaniem symulacji kom-

puterowej, stosujac metode Monte Carlo'* oparta na tancuchu Markowa (Markov
chain Monte Carlo, MCMC). Wykonano nastepujaca procedure obliczeniowa:

1.

Podwojna tansformacja zmiennych losowych:

PMS‘W] i PMKOL wg wzoru x:’i = @71 (1'71 (pm,i )) i x;’i = @71 (F2 (t )) dla
i=1,..., n, gdzie F; i F, sa funkcjami brzegowych rozktadow prawdopodobien-
stwa, a @' jest funkcja odwrotnego rozkladu normalnego.

w,i

Wynikiem procedury jest zbior realizacji zmiennych losowych x' = {xl* i,x;i}
dlai =1,..., n, wygenerowanych za pomoca eliptycznej kopuli transformowanych
do R*=R"xR". Zbior zaobserwowanych realizacji zmiennych losowych
PMy;1 PMyor 0znaczono x = {pm,[,tw,i} dlai=1,...,n o liczebnosci n="71.
Estymacja wspolczynnika korelacji » uwarunkowanego zbiorami x* i x'° za po-
moca metody Metropolisa-Hastingsa'®.

Rozktad Choleskiego macierzy X~ o wymiarach 2x2 wedtug wzoru ¥ = (RT R)_1 ,

gdzie R jest transponowana macierza trojkatna gorng o wymiarach 2x2, ktorej
elementami jest estymowany wspdtczynnik korelacji » otrzymany w drugim
kroku procedury.

1 1

Obliczenie macierzy korelacji I' 0 wymiarach 2x2 T" = a’iag(Z)_E )y diag(Z)_E ,
gdzie diag(X)jest macierza diagonalna o elementach bgdacych warto$ciami

wlasnymi .

'* P. J. Danaher, M. S. Smith, wyd. cyt., s. 47.
"> L. Dalla Valle, Bayesian Copulae Distributions with Application to Operational Risk

Management, ‘Methodology and Computing in Applied Probability’, 2009, Vol. 11, No 1, pp. 95-115;

P. J. Danaher, M. S. Smith, wyd. cyt., s. 47.

' S. Chib, E. Greenberg, Understanding the Metropolis-Hastings Algorithm, ‘The America

Statistician’, 1995, Vol. 49, No 4, pp. 327-335.
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Po wykonaniu powyzszych przeksztalcen, warto§¢ wspotczynnika korelacji p

-r

otrzymywana jest na podstawie wzoru p = e

3. Losowanie realizacji zmiennych losowych o normalnym rozktadzie prawdopo-
dobienstwa Z ~ N(0, p).

4. Generowanie realizacji dwuwymiarowej zmiennej losowej za pomoca kopuli
gaussowskiej wedtug wzoru U = (O(Z,), ®(Z,)) (goérna czesé rys. 6.).

5. Transformacja zmiennych losowych U otrzymanych za pomoca kopuli gaus-
sowskiej do przestrzeni R* =R xR", czyli X = (F'(U,),F,"'(U,)) (dolna
czesé rys. 6.).

= A =

Punkty na plaszczyznie (v, z) wylosowane za pomoca kopuli gaussowskiej

1':]:—‘|(:pmgmj

0 z=Fy (pm1 zo;) 1

Dane kopuli gaussowskiej transformowane do R Z=R*'xR*

R
PP gor=F; (2)

Rys. 6. Gorny rysunek — punkty na ptaszczyznie (v, z) wylosowane za pomoca
kopuli gaussowskiej; dolny rysunek — dane kopuli gaussowskiej transformowane
do R*=R"'x R" za pomoca odwrotnego rozktadu brzegowego

Zrodto: opracowanie wlasne.

W przypadku gdy brzegowe rozktady prawdopodobienstwa sa rozktadami
normalnymi, kopula gaussowska generuje taczny standardowy rozktad normalny
(rownomierne zaggszczenie punktéw), w przeciwnym wypadku wylosowane za
pomoca kopuli gaussowskiej punkty na ptaszczyznie (v, z) nie sa rOwnomiernie roz-
lozone (gorna czegsé rys. 6.).
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Wykonano £ = 10000 powtdrzen opisanej procedury. Uzyskano nastepujacy
zbidr zmiennych losowych {(P(l), X*(l), U(l), X(l)),..., (P(k), X*(k), U(k), X(k))}. Estyma-
torem warto$ci oczekiwane] wykorzystujacym realizacj¢ tancucha generowanego
przez algorytm M-H jest $rednia warto§¢ wspotczynnika korelacji p obliczona we-

1 k
—Z ®)

Na rysunku 7. przedstawiono diagram korelacyjny zaobserwowanych i wygene-
rowanych realizacji zmiennej losowej (PMsy; , PMgor) za pomoca kopuli gaussowskie;.

dtug wzoru

k‘

» Zaobserwowane realizacje z:mien.nejilosowej (PM gy, PM 1)

Wygenerowane realizacje zmiennej losoweJ (PM gy, PM o)

za pomoca kopuli gaussowskle]

P o [m]

Rys. 7. Diagram korelacyjny zaobserwowanych i wygenerowanych realizacji
zmiennej losowej (PMsy;, PMyo;). za pomoca kopuli gaussowskiej

Zrodto: opracowanie wiasne.

Estymacja archimedesowskiej kopuli Gumbela-Hougaarda

Estymacj¢ parametrow archimedesowskiej kopuli Gumbela-Hougaarda wy-
konano metoda IFM (Inference Functions for the Margins)'’ ztozona z dwoch etapow.

7U. Cherubini, E. Luciano, W. Vecchiato, wyd. cyt.

28 Zeszyty Naukowe AMW



Zastosowanie metody kopuli do dwuwymiarowej analizy wezbran sztormowych...

W pierwszym etapie procedury oszacowano parametry brzegowych rozkladow
prawdopodobienstwa 6;:

0, =argmax, Y logf,(x,:0,) dlaj=12, )
t=1

gdzie:

n =71 — liczebno$¢ proby losowe;.

W drugim etapie, na podstawie zbioru estymowanych parametréw brzego-

A

wych rozktadow prawdopodobienstwa & ., szacowane sg parametry kopuli ®:

@ = argmax,, Zlog c(F,(x, ,él ), F, (x,,, éz )) - (10)
t=1

Do generowania realizacji dwuwymiarowej zmiennej losowej (PMsy; , PMyor)
(rys. 8.) za pomoca kopuli Gumbela-Hougaarda uzyto jej generatora g(u) = (—logu)’

1

z funkcja odwrotna ¢ ' (1) = exp( —1°) .

1'=]F|(pmgwg)

2=Fy (pmgy)

Dane kopuli Gumbela-Hougaarda transformowane do R 2-R**R*

P gor= Fél(z)

Rys. 8. Gorny rysunek — punkty na ptaszczyznie (v, z) wylosowane za pomoca kopuli
Gumbela-Hougaarda; dolny rysunek — dane kopuli Gumbela-Hougaarda transformowane
do R*=R'x R" za pomoca odwrotnego rozktadu brzegowego

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Teoria kopuli oraz wykorzystujace ja symulacje Monte Carlo stosowane sa do
okreslania stopnia pogrubienia ogonéw dystrybuant wielowymiarowych jak tez do
wzajemnej zaleznosci ogondéw dystrybuant brzegowych. Skoncentrowane punkty na
plaszczyznie (v, z) w obszarze o wspotrzednych (0, 0) 1 (1, 1) (goérna czgsé rys. 8.) mo-
ga $wiadczy¢ o pogrubionym lewym i prawym ogonie dystrybuanty dwuwymiarowe;.

Na rysunku 9. przedstawiono diagram korelacyjny zaobserwowanych i wyge-

nerowanych realizacji zmiennej losowej (PMsy; , PMyor) za pomoca kopuli Gumbela-
-Hougaarda.

2 ‘
¢ Zaobserwowane realizacje zmiennej losowej (PMSWI, PM )
Wygenerowane realizacje zmiennej losowej ( PAL gy, PM o) )
za pomoca kopuli Gumbela-Hougaarda

g

o

B
g
&

Rys. 9. Diagram korelacyjny zaobserwowanych i wygenerowanych realizacji
zmiennej losowej (PMsy;, PMyo;) za pomoca kopuli Gumbela-Hougaarda

Zrodto: opracowanie wiasne.

W tabeli 4. przedstawiono warto$ci wspotczynnika korelacji rang Spearmana
ps oraz parametry estymowanych rozktadow prawdopodobienstwa. Wspotczynnik p;
przyjmuje warto$¢ zero dla zmiennych niezaleznych oraz 1, —1 odpowiednio dla
idealnej zalezno$ci rosnacej, malejacej. Najlepsza zgodnos$¢ p, = 0,9871 uzyskano
w przypadku kopuli Gumbela-Hougaarda, natomiast zdecydowanie najgorsza dla
kopuli gaussowskiej p; = 0,02.
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Tabela 4. Wartosci uzyskanych parametrow statystycznych

Parametry estymowanych rozktadow Wsptezynnik korelacji rang
Spearmana p;
Kopula gaussowska
= 0,0200
P 0,647 ’
Kopula Gumbela-Hougaarda
7 | 2252 0,9871

Warto$¢ parametru 8 kopuli Gumbela-Hougaarda moze zmieniaé si¢ w za-
kresie [1, +o0). 8 = 1 oznacza brak zaleznos$ci, natomiast uzyskana warto§¢ 6 = 2,252
oznacza zalezno$¢ rosnaca. W przypadku kopuli gaussowskiej p = —0,647 wskazuje

na zalezno$¢ malejaca.

PODSUMOWANIE

1. Wezbrania sztormowe wzdtuz potudniowych wybrzezy Battyku scharakteryzo-
wano dwuwymiarowa zmienna losowa (PMgy;, PMxor): maksymalnym pozio-
mem morza ponad napelnienie w profilach wodowskazowych Swinoujscie
i Kotobrzeg.

2. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (PMsyy,
PMyo;) zbudowano z zastosowaniem kopuli, gdyz metoda ta pozwala taczy¢ do-
wolne rozktady brzegowe oraz umozliwia budowanie statystyk wielowymiaro-
wych, kiedy rozwazane sa zmienne losowe statystycznie od siebie zalezne.

3. Warto$¢ wspotczynnika korelacji liniowej migdzy PMsy; i PMyor pp = 0,878, na-
tomiast wspotczynnik korelacji rang Spearmana p,= 0,866.

4. W badaniu uzyto eliptyczna kopulg gaussowska i archimedesowska jednopara-
metrowa Gumbela-Hougaarda. Zastosowany algorytm estymacji parametrow
obu kopuli ztozony byt z dwoch etapow.

5. W pierwszym etapie wykonano estymacj¢ parametrow brzegowych rozkltadow
prawdopodobienstwa metoda najwigkszej wiarygodnosci. Na podstawie wyni-
kow testow zgodnosci 4 Kotmogorowa i y* Pearsona ustalono, ze najlepsza
zgodno$¢ rozktadu teoretycznego z rozktadem empirycznym dla obu zmiennych
losowych (PMgp; 1 PMgor) uzyskano za pomoca dwuparametrowego rozkladu
Gumbela maksimum.

6. W drugim etapie do estymacji eliptycznej kopuli gaussowskiej zastosowano
podejscie bayesowskie, natomiast parametry archimedesowskiej kopuli Gumbela-
-Hougaarda estymowano metoda IFM. Do obliczenia miary zaleznosci migdzy
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(1]

(2]

(3]

(3]

(6]

(7]

(9]
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wygenerowanymi realizacjami zmiennej losowej (PMgy;, PMkoL) zastosowano
nieparametryczny wspotczynnik korelacji rang Spearmana. Uzyskane wyniki
pokazuja, ze zalezno$ci migdzy zmiennymi najlepiej uwzglednia kopula Gum-
bela-Hougaarda p, = 0,9871, najgorzej kopula gaussowska p, = 0,02. Warto$¢
parametru kopuli Gumbela-Hougaarda 6 = 2,252 oznacza zalezno$¢ rosnaca.
Nalezy stwierdzi¢, ze dwuwymiarowa archimedesowska kopula Gumbela-Hougaarda
dobrze estymuje dwuwymiarowy rozktad maksymalnego poziomu morza ponad
napetnienie w profilach wodowskazowych Swinoujscie i Kotobrzeg.

W celu zastosowania opisanej w artykule metody kopuli do estymacji dwuwy-
miarowego rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej (PMsy;, PMkor)
nalezy opracowac metodyke jej interpretacji probabilistyczne;.
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APPLICATION OF COPULA METHOD
IN TWODIMENSIONAL STORM SURGES
ANALYSIS AT SWINOUJSCIE
AND AT KOLOBRZEG

ABSTRACT

The copula method was applied to analyze 2D storm surges. Storm surges were described
with 2D variable: the maximum water level above the filling level at Swinoujscie PMsw and
at Kotobrzeg PMkor. The identified storm surges along of southern Baltic coasts in the period
1976-2000 were used to set the random sample. The aim of this paper is to find the best fit 2D
probability distribution of the variable (PMswi, PMkor). Two copula functions: elliptical Gaussian
and Archimedean Gumbel-Hougaard copula were investigated. To verify copula conformity with
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the data observed the non-parametric dependence measure such as Spearman’s ps was used.
The best conformity was recorded for Gumbel-Hougaard copula ps= 0,9871.

Keywords:

storm surge, the maximum water level above the filling level, bayesian method, Southern Baltic,
Gaussian copula, Gumbel-Hougaard copula.
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