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MACIERZE FIBONACCIEGO GENEROWANE
PRZEZ OPERACJE ROZNICOWE

STRESZCZENIE

Na gruncie teorii sterowania cigg Fibonacciego mozna traktowac jako rozwigzanie dys-
kretnego uktadu dynamicznego okreslonego za pomoca réwnania stanu i réwnania wyjscia. R6zne
operacje réznicowe generujg rézne macierze stanu takiego uktadu. W szczegolnosci otrzymujemy
macierz odpowiadajaca roznicy wstecznej. W pracy omdwiono jej zastosowania do wyznaczania
pewnych wiasno$ci ciggu Fibonacciego.

Stowa kluczowe:
liczby, macierze i tozsamos$ci Fibonacciego, operacje réznicowe.

UKLAD DYNAMICZNY FIBONACCIEGO

Dwustronny ciqg Fibonacciego

.,—8,5,-3,2,-1,1,0,1,1,2.3,5,8,....
jest jednoznacznie okreslony za pomocg réwnania réznicowego

fk)y=fk—=1)+ f(k-2), keZ (1
1 warunkéw poczatkowych

f(=1)=1,f(0) =0. 2

! Z oznacza zbiér liczb catkowitych.
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Mozna wykazaé, ze wyraz og6lny ciagu { f (k) }1.ez dany jest wzorem Bineta

f(k) = —=(o" — %), ke, (3)

gdzie

Ponadto zachodzi zalezno$¢
f(=k) = (=) fk), keZ. (4)

W dalszej czgsci pracy ciag f = {f(k)}rez bedziemy rozwazaé jako roz-
wiazanie autonomicznego i jednorodnego dyskretnego uktadu dynamicznego o row-
naniu stanu

Sz =Fx )
1 rownaniu wyjscia

f=Cx, (6)
gdzie & = [ 1

] jest wektorem o elementach @y = {x1(k)}. 22 = {x2(k)} nalezacych
T2

do przestrzeni rzeczywistych nieskonczonych ciagéw dwustronnych C'(Z), natomiast
macierz stanu F' 1 macierz wyjscia C' sa danymi macierzami liczbowymi odpowiednio
o wymiarach 2 x 211 x 2 oraz .S jest jedna z nastgpujacych operacji réznicowych:

o S:= DB, gdzie Bz
o S:=A gdzie Az :
o S:=F gdzie Ex:
o S:=V, gdzieVz:

T 1 )} — przesumqme W prawo;

v 1) — x(k)} — roznica progresywna;

(k —
(k+

r(k+1 )} — przesunigcie w lewo;
(k

{:
{:
{:
{

x(k) — x(k — 1)} — rdznica wsteczna,

gdzie v = {z(k)} € C(Z)

Operacje te generuja réozne macierze F' rownania stanu (5). Bedziemy je
nazywali macierzami Fibonacciego, poniewaz ich elementy beda si¢ wyrazaty za
pomoca odpowiednich wyrazoéw ciagu { f(k)}.

Rysunek 1. przedstawia schemat blokowy wspomnianego uktadu, gdzie T
oznacza operacje prawa odwrotna do S

? Zagadnienia zwiazane z prawymi odwrotno$ciami do rozwazanych w tej pracy opera-
cji réznicowych S sa przedmiotem badan analizy algebraicznej [7] i nicklasycznego rachunku
operatorow [2, 12, 13].
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Macierze Fibonacciego generowane przez operacje roznicowe

Sx x f

DT

F -

Rys. 1. Schemat blokowy uktadu Fibonacciego (5), (6)

Zrodto: opracowanie wiasne.

MACIERZE Fp 1 F 5

Stosujac operacjg przesunigcia 3, rownanie (1) mozemy przedstawi¢ w postaci
B’f+Bf - [f=0. (7)

Wprowadzajac tzw. fazowe zmienne stanu

T = f,
ro = Ba,
otrzymujemy By = x9 = B f oraz, na podstawie (7), Bz = Bf=f-Bf = — 2.
Mamy wigc
] _ 0 1 (]
sln]=10 0]
oraz

Zatem w tym przypadku macierz stanu i macierz wyjscia sa odpowiednio rowne

ng{[] 1]. Cp=|[1 0].

I -1

Aby zastosowaé roznicg A, zamiast (1), (2) nalezy rozwazy¢ nastgpujace
zagadnienie poczatkowe

fk+2)=f(k+1)+ f(k), keZ, (8)
J(0) =0, f(1) = L.

Wowczas

A2f+Af—f=0.
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Otrzymane réwnanie ma postac (7). Zatem przy

T = f,
ro =Ar

wnioskujemy, ze F'Ao = FgorazCa = Cop.

Historia zastosowan macierzy
Q=F;' =| ©)
A TN

w zwiazku z liczbami Fibonacciego zostala opisana w pracy [4]. Migdzy innymi
wykazuje sig, ze

Qk:[ﬁ;;n ﬂg?n]‘kez' a0
skad wynika tozsamosé¢ Cassiniego [6]
Fk=1)f(k+1) = f2(k) = (-1)*, kez (11)
Z (9) i (10) otrzymujemy
Fj = !f(;(i:-)l} f(f_[;:i)l)] . kez

W szczegblnosci

MACIERZ Fg

Stosujac przesunigcie F, rownanie (8) zapisujemy w postaci

E*’f—Ef—f=0,
ktora przy
T = f,

To = Fan
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Macierze Fibonacciego generowane przez operacje roznicowe

SpI'OW&dZﬁ SIQ do uktadu (5), (6), gdzie
E = 11 . E = .

Macierz F' g byla rozwazana migdzy innymi w pracach [6, 8, 9]. Stosujac
indukcje¢, mozna wykazac, ze

P [ fk=1)  f(k)

skad wynika

MACIERZ Fy

Po zastosowaniu roznicy V réwnanie (1) przyjmuje postac

V2f-3Vf+f=0,

skad wnioskujemy, ze

0 1 f0) f(2)
Fo = = , Cov=|1 0].
v [_1 3} Lf(z) f(él)} v=lt o]

Z przegladu literatury wynika, ze macierz F'y; nie byta dotad stosowana do
badania liczb Fibonacciego. Ninigjszy artykul jest wigc, w jakim$ stopniu, uzupet-
nieniem tej luki. Udowodnimy najpierw nastgpujacy
Lemat 1.

i —f(2k -2 f(2k
F% = ( ) (2F) k€ Z. (12)
—f(2Fk) f(2k+2)

Dowo6d. Wzor (12) wykazemy najpierw dla k € Ny’, stosujac zasade
indukcji.

* Njy oznacza zbiér liczb catkowitych nieujemnych.
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Poniewaz
F%z[—f(—?) f(o)lzll OI:I'
—f(0)  f(2) 01

zatem (12) zachodzi dla k& = 0. Ponadto
0 1
-1 3

—f(2k)  3f(2k)—f(2k=2)]| .
S-Sk 2) 3f(2k+2)—_f(2k)] = [fii(k+1) |-

[ —f(2k—2)  f(2k)

FEl - FiFy =
v vev —f(2k)  f(2k+2)

Dokonajmy przeksztalcenia elementéw f;;(k + 1) otrzymanej macierzy.
Najpierw zauwazmy, ze

fulk+1)=—f2k+1)=2), fua(k+1)=—f2(k+1)).

Ponadto, korzystajac ze okreslenia (1) ciagu Fibonacciego, uzyskujemy

Fro(k +1) = 3f(2k) — f(2k — 2) = 3£(2k) — (f(2k) — f(2k — 1))
= 2(2k) + f(2k — 1) = £(2k) + (F(2k) + f(2k - 1))
=f(2k)+ f2k+1)=f(2k+2)= f(2(k+1)). (13)

Ostatecznie wnioskujemy, ze wzor (12) zachodzi dla kazdego k € Nj.

Jezeli k € Z \ Ny, to k = —/, gdzie { = |k|. Biorac pod uwage, ze |FS|=|Fv| =1,
mamy wigc

B o [ree+2) —f20
B == —f(%—?)]

f(=2k+2)  —f(=2k) | ..,
- | f(—2k) —f(—‘Zk—‘Z)] = [ i g)]sz'

Na podstawie wlasnosci (4) mamy dalej
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Macierze Fibonacciego generowane przez operacje roznicowe

Ostatecznie Fo' = FL. ®

Whiosek 1.
f2(2k) — f(2k—2)f(2k+2) =1, keZ. (14)

Dowod. Poniewaz F'v jest macierza nieosobliwa, wigc na podstawie
twierdzenia Cauchy’ego |AB| = |A||B|, wiasno$¢ |FL| = |Fy|* zachodzi dla
kazdego k € Z. Stad z lematu 1. otrzymujemy wzor (14). H

Wiasnos¢ (14) jest szczegolnym przypadkiem tozsamosci Catalana [11]
f2(n) = fn =) f(n+7) = (=1)"" f2(r),

jezeli przyjmiemy n = 2k, r = 2,k € Z.
Whiosek 2.

Jk=1)fk+1)—f(k=2)f(k+2)=2, keZ,:={20:0€Z}. (15)

Dowod. Jezeli k € Z, to z whasnosci Cassiniego (11) otrzymujemy

f(2k —1)f(2k + 1) — f2(2k) = 1.
Stad i z (14) wynika tozsamos¢ (15). H
Whiosek 3.
Jlk+0)=f(k)f(t+2)— f(k—=2)f(0), Fk.lE€Z, (16)

Dowoéd. Przyjmujac A = [r:.,-J-] = F’{—__Jr; oraz B = [b;_;] = FXFL,

gdzie k.l € Z, mamy A = B. W szczegolnosci a12 = b2 0znacza, ze
F2k+20) = f(2R)f(20+2) — f(2k—2)f(20), k. leZ,
czyli wzor (16). W
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Whiosek 4.

k
F2)=f2k+1) =1 dla k>0
1=0

ke Z.

Y f@iy=1-f2k-1) dla k<0

(17)

(18)

ko
Dowod. Jezeli k >0 oraz A:= Y Fg,B:= (I — Fo™')(I - Fy)™},

1=0
to A = B. W szczegdlnosci a;s = by 0znacza, ze

£(2i) = f(2k +2) — f(2k) — 1,

I
1=0

skad, na podstawie (1), wynika wzor (17).

0
Analogicznie, dlak < Ooraz A := Y Fo, B := (I — F%‘l)(f - F;l)_1

i=k
otrzymujemy A = B. Stad, w szczegdlnosci as1 = bay, czyli

0
S S =1+ f(2k—2) - f(2k) 21— f(2k—1). m
1=k
Lemat 2.
F% = f(2k)Fy — f(2k—2)I, keZ.

Dowod. Korzystajac z (12) oraz (13), otrzymujemy

[ —f(2k —2) f(2k)

B 0 f(2k) [ f(2k —2) 0
S -se2k) 3f2K)) | o F(2k —2)

=f(2k)Fv — f(2k =2)I, keZ.

—f(2k) 3f(2k) — f(2k —2)

(19)

|
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Macierze Fibonacciego generowane przez operacje roznicowe

Whiosek 5.

FEn) =Y (=1)" (") f1 (k) f" (k= 2) f(2i), k€ Z,,n € Ny,0":= 1. (20)
=0

Dowo6d. Z lematu 2. wynika, ze

=Fkr _Z (M) FU2K) [T (2k = 2)Fg =B, k€ Z,neNy, (21)

skad, w szczeg6lnosci a2 = b2 oznacza wlasnos¢ (20). Z tozsamosci (20), miedzy
innymi dla k& = 2, otrzymujemy

f(2n) = ["(2)1°(0) f (2n).

Stad wynika, ze musimy przyja¢ 0° := 1. W
Whiosek 6.
f(kn+0)= y (=)™ (M R)f T (R =2)f (2i40), kL €Z,.n€Ny, 0%:=1. (22)
i=0
Dowodd. Na podstawie (21) otrzymujemy
A=FIM'=FGFY Z ) 2K T 2k —2)FS ‘=B, k,(€Z. (23)

1=0

ROwNos$¢ a12 = bys oznacza wlasnos¢ (22). M

Z (19) mamy w szczegolnosci

F2y =3Fv — 1. (24)

Nietrudno sprawdzi¢, ze wzor (24) wynika rowniez z twierdzenia Cayleya-Hamiltona.

Whiosek 7.
= 1R ki 0 dla k¢ Z,
> (=1 ()3 (20) = keNy. (25
o 2f(2k) dla keZ,
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Dowo6d. Z (24) dla k € Ny otrzymujemy
;‘I . . .
A:=F" = @BI-Fy)f =) (-1)(})3"'F¢ = B.
1=0
Z (12) oraz z rownoSci aj2 = bia 1 wlasnosci (4) mamy dalej
]" . .
F(2R) =D (=1 (535 £ (20),
i=0

skad wynika wzor (25). W
Whiosek 8. Jezeli k+ ¢ = m +n, gdzie k.{.m,n € Z,, to dla dowolnego r € Z
zachodzi

FRYF(O) = f(m)f(n) = f(k—=2r)f(€ —2r)— f(m—2r)f(n—2r). (26)

Dowo6d. Dlak,/,m,n € Ztakich, ze k + ¢ = m + n mamy A := Ft FL
= FgF¢ =: B. Stad, wobec (12), réwnos$¢ a11 = b1 oznacza, ze

F2R)f(20) — f(2m) f(2n) = f(2k —2)f(2( —2) — f(2m — 2) f(2n — 2).

Iterujac uzyskany wzoér, otrzymujemy (26) dla dowolnego » € N. Wlasnos¢
ta zachodzi réowniez dla r € Z\ N, poniewaz dla k,/ € Z,, wobec (4), mamy

fk+2r)f(l+2r)= f(=k—=2r)f(—(—2r). WA

Zauwazmy, ze Fv Py = PvJvy, gdzie

@2 *,-92 992 0
v [ 1 1 ] v {0 P?

Otrzymujemy stad dekompozycjg Jordana
Fy = PyJyPZl, (27)
gdzie @2, ©? sa wartosciami wiasnymi macierzy F'v.
Whiosek 9.
fh+2) —fk—-2)=0"+¢" ke, (28)
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Macierze Fibonacciego generowane przez operacje roznicowe

Dowéd. Z rozktadu (27) otrzymujemy F& = PoJEPC! k € Z, a stad

wynika rownosé tr(F) = tr(J%), k € Z, ktora oznacza whasnosé (28).

Nietrudno sprawdzi¢, ze tozsamos¢ (28) zachodzi rowniez dla k € Z \ Z,, [3].

Stad ze wzoru Bineta (3) oraz (28) wynika kolejny

Whiosek 10.

£ (2k)

I B

f(k)

ZWIAZEK Fvy Z MACIERZA ERCOLANO

W [3] Ercolano rozwazal macierz Fibonacciego

Fz{—f(—l) f’(l)]z[—l 1]_
-1 @] -1 2

dla ktorej

Otrzymujemy stad
Whiosek 11.
f2k+2) = f2(k) = f(2k+2), keZ.
Dowo6d.Z(31) mamy

A= (FF? = FL

B, kel

Stad @25 = bss 0znacza wzoér (32). W
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Zgodnie z twierdzeniem Cayleya-Hamiltona F? = F + I. Stad z (31) mamy

Fo=F*=F+1. (33)

Whiosek 12.
_I‘-

Fek)=>"("f6). keN. (34)

i=0
Dowdd. Z (33) otrzymujemy rdwnos¢ macierzy
]‘,

A=F,=(F+IDf=) ()F' =B,

i

1=0

ktora pociaga za sobg réwno$¢ elementow aia = bya, czyli wlasno$¢ (34). W

ZWIAZEK Fyv Z MACIERZA G

Z (33) wynika, ze F jest pierwiastkiem kwadratowym z macierzy F'y. Inny
jej pierwiastek otrzymujemy, korzystajac z dekompozycji Jordana (27). Mamy
wowczas

. , @ 2 [—¢ 0] 1 1 —¢?
1/2 1/2 poy— ¥
G:=F =PvJv’fPT1=L 1]' 06| V5|-1 @&

]

1 1 1]
VB -1 4
Macierz G' mozemy réwniez wyznaczy¢ explicite ze wzoru Cayleya ([5],
problem 6.2).

Lemat 3.

[P (1R (1)t

keZ. (35
_[(pk _ (_1)!.-\,{:.1.‘] d’,k-}—Q _ (_1)&-{9.&‘#2 ( )
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Macierze Fibonacciego generowane przez operacje roznicowe

Dowo6d. Wykazemy najpierw, ze wzor (35) jest stuszny dla & € Z,. Niech
wiec k = 2/, ¢ € Z. Poniewaz G*' = F'L, zatem na podstawie (12) i wzoru Bineta

(3) otrzymujemy (35). Zkoleidlak € Z \ Zj, tzn. k = 2( + 1, € Z, mamy

=

2-2 _ 202 2 _ 2t
G2‘r+1:G2‘rG:l{_[@ —*7] ¥ - ]l 1 1}
B

_[@2{ _ 992{] @2+2 _ 992!’—{—'2 —1 4
1 —@QE_I(@_l—i—@]—992{_1(—99_1—97) @2(4'1(4@_1—@_3)4-{;;2("'1(99_3_499_1)
T 5|2 b1 ) — 2 ol — ) BUHB (41 —B3) 42K o3 — 4o 1)

1 { _[(p(-zf+1)-2 _ (_1)2r+1¢{2r+1)-2] $2+1 _ (_1)2r+1¢25+1 ]

V5

_[@2(4»1 _ (—1)2(“992”1] PRAFNH2 _ ()21 5(2041)+2

co konczy dowod. M

W zalezno$ci od parzystosci liczby %, macierz G moze by¢ wyrazona przez
wyrazy ciagu Fibonacciego lub ciagu Lucasa.
Dwustronny ciqg Lucasa

e, 18, -11,7,-4,3,-1,2,1,3,4,7,11, 18, . ..
spetnia rownanie roznicowe
Wk)y=lk-=1)4+1(k-2), keZ (36)
1 warunki poczatkowe
f(=1) = -1, f(0) = 2. (37)
Odpowiednik wzoru Bineta na ogdlny wyraz ciagu {/(k)} ez ma postaé
I(k)=d"+¢" kel (38)
Mamy przy tym
I(—k) = (-1)*I(k), keZ.

Korzystajac z (3) 1 (38), na podstawie lematu 3. otrzymujemy
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Whiosek 13.
F* dla kez,
G' = . (39)
%L*‘ dla k€Z\Z,

gdzie F'* jest macierza Ercolano (30) oraz

—I(k—2) I(k)
—I(k) Ik +2)

LF =

Z twierdzenia Cayleya-Hamiltona mamy G = /5 G — I. Zatem
Fe=G’=V5G-1.

Poréwnujac te rownos¢ z (33), uzyskujemy

G= %(F + 2I), co implikuje G* = V5-F(F + 2I)*, k€ Z.
)

Stad oraz z (39), podobnie jak wnioski 7. i 12., otrzymujemy

Whiosek 14.
_I‘-

Jk) = V5721 60) dla keZ, (40)

1=0
k € Np.
=V5 *+1Z 2K f (i) dla k€7, (41)

1=0
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FIBONACCI MATRICES GENERATED
BY DIFFERENCE OPERATIONS

ABSTRACT

On the basis of the control theory, the Fibonacci sequence can be treated as a solution

of a discrete dynamic system defined by means of state and output equations. Distinct difference
operations generate distinct state matrices of such a system. In particular, we obtain the matrix
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corresponding to the backward difference. In this paper, the applications of such a matrix to de-
termining certain properties of the Fibonacci sequence have been discussed.

Keywords:
Fibonacci numbers, matrices and identities, difference operations.
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