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UOGOLNIONE LICZBY HORADAMA
I RACHUNEK ROZNIC WSTECZNYCH

STRESZCZENIE

W artykule wprowadzono pojecie dwustronnego ciagu {A(")(k)} liczb Horadama
n-tego rzedu. Za pomocg dyskretnego modelu nieklasycznego rachunku operatoréw Bittnera
opartego na roznicy wstecznej Vu(k) = u(k) — u(k — 1) wyprowadzono wzoér na ogélny
wyraz ciagu {h(™ (1)} bedacy odpowiednikiem wzoru Bineta dla ciagu Fibonacciego.

Stowa kluczowe:
rachunek operatoréw, pochodna, pierwotne, warunki graniczne, réznica wsteczna, liczby Fibonacciego,
liczby Horadama.

PODSTAWY RACHUNKU OPERATOROW

Rachunkiem operatorow Bittnera [1-3] nazywamy zespot
CO(L°, L', 8, T,, 5, Q). (1)

gdzie L i L' sa przestrzeniami liniowymi (nad tym samym ciatem skalarow I''),
takimi ze L' C L°. Operacja liniowa S : L' — L° (co zapisujemy S € £(L', L)),
nazywana pochodnq (abstrakcyjna), jest surjekcja. Ponadto @ jest zbiorem wskazni-
kow ¢ dla operacji T, € £(L", L), takich ze ST,w = w,w € L° zwanych pier-
wotnymi, i dla operacji s, € L(L', L"), takich ze s,u = u — T,Su,u € L, zwanych
warunkami granicznymi. Jadro operacji .S, tzn. Ker .S nazywamy zbiorem stafych

dla pochodnej S.

' Bedziemy zakladali, ze L°i L' sa przestrzeniami zespolonymi, tzn. I' := C.
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Latwo sprawdzi¢, ze warunki graniczne s, q € @ sa rzutami L' na podprze-
strzen Ker S.
Przez indukcje okresla si¢ ciag przestrzeni L™, n € N* w taki sposob, ze

L":={ue " ':Sue "'}

Wowczas
..cLhcrtec...ctcI®
oraz
Sm(Lm—l-—n) — Lm
gdzie

L(L", L% 38" :=S0S0...08, neN, meNy:=NU{0}.
N et

n—razy

Kazdy rachunek operatoréw okreslony przez zadanie obiektow (1) nazywa-
my jego reprezentacjq lub modelem.

Przyklad 1. Niech Z bedzie zbiorem liczb catkowitych. Ponadto niech C'(Z) oznacza
przestrzen liniowa nieskonczonych dwustronnych ciagéw zespolonych {u(k)}rez ze
zwyktymi dziataniami dodawania ciagdw i mnozenia ciagow przez liczby zespolone.
W pracy [9] wykazano, ze zespot (1), gdzie u = {u(k)} € L' = L' :=C(Z).q=k € Q=7

oraz

Su = Vu:= {u(k) —u(k — 1)}, )
kg
— > u(i) dla k<k
i=k+1
Thou = 0 dla k=ky . ke, 3)
A.
Sooow(i) dla k> ko
i=kp+1
Skoll 1= {u(ko)} “4)

tworzy dyskretny nabla-model rachunku operatorow Bittnera z pochodna jako rdoz-
nica wsteczng V°.

N oznacza zbior liczb catkowitych dodatnich.
ko

? Z uwagi na definicje pierwotnych T}, zaktada sig, ze Zi:&vn +

qu(i) ==0.
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Elementem wyktadniczym (o wyktadniku \) w tym modelu nazywamy ciag
2= {expy (k)e} :={(1-N)F"F¢c}, gdzie c€e RAEC oraz c#0.N#1, (5)
bedacy rozwiazaniem zagadnienia

{ Sr = \r — { (I=XNaz(k) —a(k-1)=0  kez?

x(ko) = ¢ ©)

Skl = €

LICZBY HORADAMA n-TEGO RZEDU

Uogolnieniem liczb Fibonacciego fi. = f(k) sa liczby Fibonacciego n-tego
rzedu fi_”} = §(") (k) [7] oraz liczby Horadama by, = h(k) [5].

Ciagi {§™) (k) }reng 1 {B(E) }ren, sa rozwiazaniami nastepujacych zagadnien
poczatkowych

(k) = §0 (k= 1) 4§00 (k= 2) -+ 4§k —n), k>n>2
Fm(k) =0,k en—2 fMn-1)=1

oraz

Naturalnym uogolnieniem liczb §) (k) oraz b(k) sa liczby Horadama n-tego
rzedu h'™ (k), gdzie k € Z. Mianowicie zaktadamy, ze dla ustalonych by. bs. . . .. b, € Q°,

gdzie b, # 0, ciag dwustronny {h(") (k) } ez jest rozwiazaniem réwnania
R (k) = byh™ (k= 1) + boh™ (k= 2) + -+« + b,h " (k —n), keZ (7)
1 spelnia warunki poczatkowe
h(0)=hd, (1) =k, ... A (=nt+2)=h0 o, K (—n4+1) =10, 1, (8)

gdzie h, h%,, ..., hY .0, hY,, 1 € Qsadanymi warto$ciami poczatkowymi.

*W (6) i w dalszej czesci pracy ciag staty {¢} utozsamiamy z liczba ¢ [10].
‘i = {mom+1,..., n}.
% @ oznacza zbiér liczb wymiernych.

1 (184) 2011 93



Hubert Wysocki

W modelu nabla, na podstawie twierdzenia 1. [10], relacje (7) mozna spro-
wadzi¢ do postaci rownania jednorodnego

anS™h + ap_1S" *h+ -+ + a1 Sh + agh = 0, )
gdzie h := {h"™)(k)}1ez oraz
n ) n i o
ag=1-— bi, aj=(=1)y"! (,)h,-. Jj € ln. (10)

Z kolei warunki poczatkowe (8) sprowadzamy do warunkoéw granicznych (przy
ko = 0) postaci [10]

¢i = 50S'h = {Z(—I)J (;)h[l!} i €0,n—1. (11

j=0

Przyklad 2. Zagadnienie poczatkowe

h®) (k) = h®)(k — 1) + 203 (k — 2) 4+ 303 (k — 3)
. . . Jk 12
{ 3 (0) = B3 (=1) = 0,3 (-2) =1 kez (12)
w V-modelu przyjmuje postac¢
35%h —118%h +14Sh —5h =0, ¢g=¢; =0,c3 = 1. (13)
A

Obok pochodnej, pierwotnych i warunkow granicznych podstawowymi
obiektami rachunku operatoréw Bittnera sa wyniki i operatory [2, 3, 8], ktore wyko-
rzystamy do rozwigzania zagadnienia (9), (11).

WYNIKI I OPERATORY

Przy danej przestrzeni liniowej L (nad ciatem I') i przemiennej potgrupie
multiplikatywnej 7(L) endomorfizméw i zarazem injekcji przestrzeni L staje si¢
mozliwe wprowadzenie uporzadkowanych par

E=[f.U], felL Uen(l)
i relacji rownosci

(f,Ul=[9.V]) &L (Vvf=Ug), f.geL, UV en(l),
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ktora jest typu rownowaznosci. Relacja ta dzieli zbior wszystkich rozpatrywanych
par na klasy abstrakcji, ktore nazywamy wynikami. Wynikiem nazywamy réwniez
dowolnego reprezentanta & danej klasy i uzywamy dla niego zapisu utamkowego

f -

== :=|f,U].

£ L"r I:f ]
Zbior wynikow Z( L, w(L)) (oznaczany krotko przez Z(L)) z dziataniami
f,9 Vi+Ug [y _of
7 Ty T f( ) U

U + Vo TV f.geL,vel', UV en(L)

jest przestrzenia liniowa nad cialem T".
Elementy przestrzeni L mozemy traktowac jako wyniki, poniewaz odwzo-

rowanie

Uf

U’

fr— felL Uen(L)

jest izomorfizmem.
W E(L) okresla si¢ ponadto dziatanie

R
r(Ly =1L

gdzie f € L, Re L(L,L), U en(L), UR= RU.

Element & € L. nazywamy wynikiem regularnym, natomiast element
& € Z(L) \ L wynikiem singularnym [8].

Niech bedzie dany endomorfizm R € L(L, L) przemienny z operacjami
nalezacymi do polgrupy m(L). Operacj¢ liniowa okreslong wzorem

[ Rf o
== L, UV L
)” L(r [).'—‘,f' .f € { € ﬂ-( )
. . R
nazywamy operatorem i oznaczamy symbolem /1= 7.

Operator jest wiec endomorfizmem przestrzeni wynikéw Z(L). Operator
o == 2_";?’ gdzie U € w(L), utozsamiamy z endomorfizmem R. Latwo sprawdzi¢,

ze suma operatorow, iloczyn operatora przez element z ciata I' i zlozenie operatorow
jest operatorem. Ponadto dzielenie przez operator, ktorego licznik jest injekcja,
W nastepujacy sposob
13 U
S=—¢
L R

prowadzi réwniez do operatora.
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ABSTRAKCYJNE PRZEKSZTALCENIE LAPLACE’A-CARSONA

Dla elementu = € L" zachodzi nastepujacy wzor Taylora (tw. 6 [3])
z=co+Tyer+ -+ T Leuoy + T, 5", (14)
gdzie
ci=s,5%, i€0,n— L
Mamy stad (tw. 9 [3])
Sy = Py — Plcyg— P ey = — Pycn—1, (15)

gdzie

jest i-ta iteracja tzw. operatora Heaviside'a P, natomiast I := ido jest operacja
identyczno$ciowa okre$lona na L°.

Przedstawienie wyniku ¢ jako funkcji operatora Heaviside’a w postaci
£=X(P,)c, gdzie ¢ € Ker S, nazywamy abstrakcyjnym przeksztatceniem Laplace’a-
-Carsona. Natomiast operator X (P,) nazywamy transformatq Laplace’a-Carsona

wyniku . Jezeli X (F) := L) oznacza funkcj¢ wymierna operatora Heaviside’a,

M(P,)
to przez \_L [([1;‘;}} ¢ lub \’;‘{(f::)} ¢, gdzie v € C, bedziemy rozumieli wynik %‘%(’}"(:).

Przyklad 3. Nietrudno sprawdzi¢, ze dla elementu wyktadniczego (5) nie istnieje
dwustronne przeksztalcenie Z [10]. Istnieje natomiast abstrakcyjna transformata
Laplace’a-Carsona. Istotnie, zauwazmy najpierw, ze w modelu nabla zagadnienie

Sz =Ar, sp,x=0
ma tylko rozwiazanie zerowe, co jest rownowazne implikacji
[(I=\},)r=0]=[2=0].
Mozemy zatem rozwazaé polgrupg 7y, (L") zawierajaca injekcje I — AT,
i rozwiaza¢ zagadnienie (6) w przestrzeni wynikow Z(L°, T, (L")). Mianowicie
z (6) otrzymujemy = — ¢ = AT}, x, czyli

C
T
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. Pry 7 .
Ostatecznie operator %j—; jest transformata Laplace’a-Carsona elementu
‘0

wyktadniczego {exp, (k)c}, tzn.

{(1=N)roke} = 20 (16)

CIAG HORADAMA JAKO ELEMENT PRZESTRZENI WYNIKOW

Rozwazmy ponownie V-model rachunku operatorow opisany w przyktadzie 1.
Rownaniu (9) odpowiada kombinacja liniowa

M(S) := apS™ + ap_1S" ' 4 -+ a1S + apl,

ktorej wspotczynniki okreslone sg wzorami (10).
Roéwnanie réznicowe (7) z warunkami poczatkowymi (8) ma doktadnie jedno
rozwiazanie. Istotnie, pozostate wartosci ciagu {h\") (k) } ez mozemy jednoznacznie

okresli¢ na podstawie nastgpujacych zaleznosci rekurencyjnych
R (k) =byh™ (k=1) + boh™ (k=2) 4 - - - + byh™ (k=n) dla k >0 (17)

oraz

1
h-(”}(ﬂ.'—'N-]:b—[h-[”)[f\?)—[bl h.(”)(f\-' —1)+-- “H},,_lfi.{’*)(ﬂ?_'3*'+1]]] dla k£ < 0. (18)

n

Z (17) 1 (18) wynika w szczegolnosci, ze rownanie (7) z jednorodnymi wa-
runkami poczatkowymi

R"(—i)=0, i€0,n—1 (19)
ma tylko rozwiazanie zerowe. Warunki (19) indukuja jednorodne warunki graniczne

s0S'h =0, i€0.n—1. (20)
To z kolei, na podstawie (9) oznacza, ze prawdziwa jest implikacja

[ M(S)h=0,5S'h=0,ic0,n—1]=[h=0]. 1)

7 Jezeli V' jest operacja A (lub operatorem 1) i o € C, to bedziemy pisali umownie
V + aoraz v — V zamiast V + al oraz ol — V.
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Ze wzoru Taylora (14), dla m < 7 mamy

m—1

T[I}! SH! h — .TCF'!—N! (i{“-t;HSN!;l TN IH"! Z TIF IN+!(' 15 h

skad, po uwzglednieniu (20), otrzymujemy 73'S™h = T~ h,m € 0,n. Korzysta-
jac z tej wlasnosci, nietrudno sprawdzié¢, ze implikacje (21) oraz
[M*(To)h=0]=[h=0],
gdzie
M*(Ty) :== apd + ap1Tp+ -+ alT[;’_l + aoTy',

sa rownowazne.

Mozemy zatem rownanie roznicowe (9) z warunkami granicznymi (11)
rozwiaza¢ w przestrzeni wynikow Z(L°, 77, (L°)), gdzie 77, (L") jest polgrupa za-
wierajaca endomorfizm M*(Ty) = T M (Fy). Mianowicie korzystajac z (9) i (15),

otrzymujemy
an(Pyh — Pico — Py ey — -+ — Poca1)
“+a,_ I(P” 11;? ” 1 P(;J_z(.'l—' . '—PU(:,,_2)+' . '—i—(fl(Puh.—Pu(?U)—l—(LUh =0,
czyli
H—l
M(Po)h =" Mi(Py)es,
i=0
gdzie
M;(Py) := Z f.!‘;PJ_’.. i€0,n—1.
J=i+1
Ostatecznie
n—1
=3 %) Mih)., (22)

M(Py)
jest ciagiem Horadama zanurzonym w przestrzeni wynikéow (LY, wp, (L°)).

W szczegolnosci, jezeli

A (0) =0,k (=1)=0,....h" (=n+2) = 0. (=n+1) =1, (23)

to
M(Py)h = an, Po{(-1)""1},
skad
N anpﬂ -1
"=yt V 24)
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Przedstawiajac wynik (22) jako element przestrzeni C'(Z), otrzymujemy
rozwiazanie zagadnienia (9), (11) w przestrzeni ciagéw C'(Z).

Przyklad 4. Z (13) i (24) wynika, Ze ciag Horadama h = {h®)(k)} bedacy rozwia-
zaniem zagadnienia (12) ma nastgpujace przedstawienie w przestrzeni wynikow

3P,
3P3 —11P2 + 1« ALE
3y — 0+14P0—-J

h =

Stosujac rozktad I /M (Fy) na utamki proste, otrzymujemy

Py Py Py

h=(A A- A 1},

1 (IPU—/\1+ ZPU_)\2+ ‘}PU_/\E;){}
gdzie

1 1 1

A = .A' = ,A- =
SRNG VIS VS5 VD VS Lt § VD W T VS Ve e R § VR VT VR V)

oraz

3
n=5-5Unvs3

11 /D 5
/\-3:?——1+\/_ +9(1—3\/_—.

11 ,‘ 5
/\3:?—— —!\/_ + (J.+=’\/_—,_D
D = —281 4 27v109.

j

Korzystajac z (16), otrzymujemy ostatecznie
A3 (k) = A1 (1= M) 7"+ As(1 = X)) "+ A3(1 = X3)7F, kezZ. (25

Zastosowanie programu Mathematica pozwala wyznacza¢ dowolne wyrazy
ciagu (25). Na przyklad h(®)(—25) = L2800 oraz 1,()(30) = 129517012251.
Ponizsza tabela zawiera liczby Horadama (25) dla & € —10, 12.

ko |...-10 -9 -8 -7 —6 -5 -4 -3 -2 —1 0
(: 1936 875 130 64 7T 13 1 p)
h'“)(;"')““ G561 —Di%7 790 243 5T 3¢ 5 —3 1 00

k [1234 5 6 7 8 9 10 11 12 ..
n®(k)[3 39 24 51 126 300 705 1683 3993 9474 22500 ...
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ANALOGON WZORU BINETA

Niech
M(Py) = an(Po— M) (Po = A2) ... (Po — \n) =1 ap, W ().
Rozwazmy przypadek najogoélniejszy, gdy A1, Ao, ..., An sa roznymi liczbami rze-
czywistymi lub zespolonymi. Stosujac do funkcji wymiernych operator Heaviside’a

M;(Po)

, 1€0n—1
M (Py)

pierwsze twierdzenie Heaviside’a (tw. 21 [3]) i korzystajac z postaci (16) elementu
wyktadniczego, otrzymujemy

Mi(Po) —— fMi(0) |~ Mi(\) . & } JRU——
M{Pu)("*_{[_.-w(u)+;Aj_-w(/\j)(l )T ep. el

gdzie M'()\;) = dM();)/dP,.

Ostatecznie na podstawie (22), otrzymujemy ogdlna postac¢ liczb Horadama
n-tego rzedu

n—1

o RGO I M)
h (M—Z[ﬂ’f(m+j:1/\y'1'f"(;\;)(l Aj) ](_.;. ke, (26)

=0

W szczegoblnosci, mamy stad

(n)ry — _1yn—1 - 1 1y Ak .
(k) = (1) ;w,(/\j)u M)7E ke, 27)

gdy zachodza warunki poczatkowe (23). Wzor (26) jest odpowiednikiem wzoru
Bineta na ogoélny wyraz ciagu Fibonacciego. Zauwazmy, ze (25) jest szczegdlnym
przypadkiem wzoru (27).

Przyklad 5. Ciag dwustronny {b(k)}.cz bedacy rozwiazaniem zagadnienia

b(k+3)=2b(k+2) —4b(k + 1) +4b(k)
{ b(0) = b(1) = 0,b(2) = 1 kel (28)
nazywamy ciqgiem Berstela [4, 6].

Liczby Berstela b(k) mozemy potraktowa¢ jako uogélnione liczby Horadama
trzeciego rzedu 7(®) (k). W tym celu nalezy zagadnienie (28) przedstawi¢ w postaci
(7), (8). Mamy wowczas
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h3) (k) = 2nB (a —1) = 4h® (k - 2) + 4h®) (k - 3)
. . Lk . 29
{ 3 (0) = 0,h3)(=1) = K3 (=2) = 1 hel 29)
W V-modelu zagadnienie (29) przyjmuje postaé
» 5 1
45°h —=8S*h +6Sh—h =0, c¢y=0.c;=cy = -7 (30)

Ponizej przedstawiono kod programu Mathematica 7 obliczajacego kolejne
wyrazy ciagu Horadama (30) wedtug wzoru (26):

a[0] = -1; a[1] = 6; a[2] = -8; a[3] =

c[0] = 0; c[1] = -1/4; c[2] = -1/4;

MI[i_, p_] := Sum[a[i] p*G - i), {i, 1 + 1, 3}];

M[p_] := a[3] p"3 + a[2] p"2 + a[1] p + a[0];

char = Solve[M[p] == 0, p];

root = p /. char;

Ili_] := root{[j]];

h[k_] := FullSimplify[Sum[M][i, 0]/M[0]

+ Sum[(MIi, I[i]] (1 - IGD)*CK))/AL M0, 4, 33 cfil, {i, 0, 2}1I;
Table[h[K], {k, -50, 52}]

W szczegdlnoscei otrzymujemy b(0) = b(1) = b(4) = b(6) = b(13) = b(52) =0
oraz b(51) = —884763262976 (por. 4]). Zalaczona tabela zawiera wyrazy ciagu
{h'3)(k)} = {b(k)} dla wybranych liczb catkowitych k.

k| =50 | —-43 | —-36 | —29 | —26 | —10 | —14]—6
I (3)(;‘. 10609 4063 389 149 | T |
! 17179869184 | 1073741824 | 16777216 | 1048576 )b71-1—l leS—l 1024 | 16

k|8 17| 21 | 34 | 46 | 50
h® (k)| 16| 3072 | —393216 20360128 | —50465865728 | ~201863462912

A
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GENERALIZED HORADAM NUMBERS
AND THE BACKWARD DIFFERENCES CALCULUS

ABSTRACT

The paper introduces the notion of a two-sided sequence {h'")(k)} of n'-order

Horadam numbers. Using of the non-classical Bittner operational calculus discrete model based
on the backward difference Vu(k) = u(k) — u(k — 1), the general term of {n(")(k)} has
been derived. The term is a parallel of Binet's formula for the Fibonacci sequence.

Keywords:
operational calculus, derivative, integrals, limit conditions, backward difference, Fibonacci numbers,
Horadam numbers.
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