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WSPOLCZYNNIK BEZPIECZE}(ISTWA
ZMECZENIOWEGO WALOW
PRZY LOSOWYM ZGINANIU I SKRECANIU

STRESZCZENIE

Artykut dotyczy bezpieczenstwa zmeczeniowego watdw poddanych réwnoczesnemu
dziataniu momentéw gnacych i skrecajacych o losowym charakterze i stacjonarnych w szerszym
sensie. Zaktada sie, ze wynikajace stad naprezenia normalne i thace sg nieskorelowane oraz ze
majq znane wartosci Srednie i gestosci widmowe mocy. Pozwala to oba te naprezenia rozpatry-
wac oddzielnie i wykorzystywaé znany wzdr na wspotczynnik bezpieczenstwa zmeczeniowego
watdw na podstawie obliczen czastkowych wspdtczynnikéw bezpieczenistwa zmeczeniowego przy
zginaniu i skrecaniu. W tym celu wyznaczono ekwiwalentne naprezenia normalne i tnace jako
procesy Gaussa oraz wartosci oczekiwane czastkowych wspétczynnikdw bezpieczenstwa. Prze-
prowadzono obliczenia przyktadowe.

Stowa kluczowe:
waly, obcigzenia losowe, wytrzymatos¢ zmeczeniowa.

WSTEP

Na skutek obciazen zewngtrznych w poprzecznych przekrojach watéw po-
wstaja napre¢zenia:

— normalne o, od momentéw gnacych;
— tnace 0, od momentow skrecajacych;
— tnace 0, od sil poprzecznych;

— normalne o, od sit wzdluznych (Sciskajacych badz rozciagajacych).
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Zazwyczaj naprezenia tnace od sil poprzecznych nie sa uwzgledniane w ob-
liczeniach wytrzymatosciowych walow z powodu ich malej wartosci w poréwnaniu
do naprezen wywotanych zginaniem i skrecaniem. Rowniez obciazenia wzdhuzne
waléw poddanych znacznym momentom skrecajacym i gnacym sa zwykle pomijane
W tego typu obliczeniach [5]. To samo dotyczy obliczen zme¢czeniowych, przy czym
w najbardziej ,,zgrubnym” algorytmie rzeczywiste wspotczynniki bezpieczenstwa
zmeczeniowego na zginanie O, i na skrgcanie 5xy liczy si¢ dla kazdego rodzaju

napr¢zen osobno, a nastgpnie okresla taczny rzeczywisty wspotczynnik bezpieczen-
stwa zmeczeniowego O ze wzoru [1, 2, 5]:

00
S=—22 (1)

o[, o2
\O, tO,,
Wzor (1) jest wazny dla ogoélnego przypadku ptaskiego stanu napre¢zenia ze
sktadowymi o 10, , a zatem rowniez dla cykli niesymetrycznych. Nie zachodzi

przy tym konieczno$¢ spetnienia zatozenia o zgodno$ci faz i czestosSci naprezen
sktadowych [2].

Z uwzglednieniem takich czynnikéw wpltywajacych na wytrzymatos¢ zme-
czeniowa, jak dziatanie karbu, wielko$¢ przedmiotu 1 wrazliwos¢ materialu na asy-
metri¢ cyklu, wystepujace w (1) wspdlczynniki wyznaczane sa za pomoca Wzorow:

Zy, 4
6.~ S , @)
—x Xy
g O_xa + l//X O-xm 6‘7 o-xya + W.Xy O-xym
X xy
gdzie:
0.0, — nominalne amplitudy naprezen skladowych;
O 1> O, — Wartosci Srednie naprezen sktadowych;
p,e — wspotczynniki dziatania karbu 1 wielkosci przedmiotu, ktorych wartosci
okreslone sa w literaturze specjalistycznej [2, 5];
74 — wspotczynniki wrazliwosci materiatu na asymetri¢ cyklu definiowane jako
22, -7, 22 -7,
Vo= W= 3)
g 8/
gdzie:

Z,,Z, — granice zmgczenia przy cyklach wahadtowych;

Z,,Z; — granice zmeczenia przy cyklach odzerowo tetniacych.
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Wspotczynnik bezpieczenstwa zmgczeniowego walow przy losowym zginaniu i skrgcaniu

W przypadku gdy naprezenia skladowe o, =& i o, = &W maja charakter

procesow losowych z amplitudami o rozktadach normalnych, prawdopodobienstwo
zniszczenia zmeczeniowego mozna odczyta¢ z wykresow, korzystajac z algorytmu
obliczen opisanego w [2]. W niniejszej pracy przedstawiono mozliwo$¢ wykorzysta-
nia wzordéw (1) — (3) do oszacowania wartosci oczekiwanej wspolczynnika bezpie-
czenstwa zmeczeniowego przy tacznym wystgpowaniu losowego zginania i skrecania.

Zalozono przy tym, ze napr¢zenia sktadowe & i 5xy sa nieskorelowanymi procesami

stacjonarnymi (w szerszym sensie) o znanych wartosciach $rednich i ggstoSciach
widmowych mocy, ktére zamodelowano rownowaznymi w sensie wytrzymatosci

zmeczeniowej naprezeniami ekwiwalentnymi &, 16, , .

EKWIWALENTNE NAPREZENIA SKEADOWE

Rozpatrywane naprezenia normalne & (t) 1 tnace o~'xy (t) mozna zapisa¢ jako:

ol\t)=0,, +o.lt

7.)- ) .
ny (t)_ nym +O—xy (t)

gdzie:

o,,10 — naprezenia $rednie;

xym

o, (t)i o,, (t) — procesy stochastyczne.

Przy zalozeniu stacjonarnosci tych procesOw oraz znajomosci wartosci
oczekiwanych naprezen $rednich E {O'xm }i E{O'xym} poszukiwac¢ bedziemy ekwiwa-

lentnych naprezen sktadowych w postaci dogodnej do obliczen zmeczeniowych [3]:

()= Elo,j+0.()
o (t)—E{O' }+O' () ©)
xye - xym xye
gdzie
o (t)=asin(ot+a,)=aexp(jot)+a exp(-jot) .
O e (t)=b sin(a)xyt ta, ) =b, exp(ja)xyt)jL b, exp(— ja)xyt) (©)

to procesy Gaussa spetniajace warunki:
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K. (7)=K(7)

. (7
nye (T) = ny (T)
W zaleznosciach (6) i (7) oznaczono:
a,b — amplitudy ekwiwalentnych naprezen sktadowych (zmienne losowe);
a,, o, — katy fazowe ekwiwalentnych naprezeh skfadowych (zmienne losowe);
o,, 0, — czgstosci ekwiwalentnych naprezen sktadowych;
al = 2i exp(jax) 4 a—l = al*
J
b ; ®)
b = 2_jexp(jaxy)7 b, =b,
J — jednos¢ urojona;
()* — wielkos¢ zespolona sprz¢zona;
K., (T), K,. (r) — funkcje autokorelacji procesow o, (t)i O e (t);
K, T), K, (T) — funkcje autokorelacji procesow o, t)i o, (t);
T — odstep czasu,
przy czym
E{al}: E{a_l}: E{al*a_1 }: E{a:a1 = 0'
* * 4 (9)
Ep)=Ep }=Epb,|=Ep b }=0
E {} — warto$¢ oczekiwana.
Warunki (7) prowadza do relacji:
Ella ol jos )+, expljon o, expljos,) a expl- oyt )]} -
=Eio.(t)o.(t
{O-x(l)o-x(Z)} ’ (10)

E { [bl* exp(— Jot, )+ b, exp( Jot, )] [bl exp( Jot, )+ b, exp(— Jot, )] }

=F {O- :y (l 1 )O-xy (t2 )}

czyli z uwzglednieniem (8) i (9):
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Wspotczynnik bezpieczenstwa zmgczeniowego walow przy losowym zginaniu i skrgcaniu

Ela? flexp(jo,r) +expl(- jo,0)|= K (r)
(11)

A= A=

£ e, )+ expl- jo, 7= K., ()
Oznaczono tu:

E {a2 }, E {bz} — wartosci $redniokwadratowe amplitud ekwiwalentnych naprgzen
sktadowych;
T=1t,—1.

W wyniku transformacji Fouriera rownan (11) otrzymuje si¢:

L e olo-o)+ ol 0, 5,60

(12)
Lo olo-a, )+ olov 0, )

S, (@)
gdzie:
S, (a)), S, (a)) — gestosci widmowe mocy proceséw o, (t) io,, (t);

o — funkcja delta Diraca.

Na podstawie rownan (12) mozna sformulowac nastgpujace warunki réw-
nowaznosci naprezenh o, (t) 10, (t) oraz o, (t) io, (t) [3,4]:

00

L) lo- o)+l 0,Jdo - |5, (oo

—00 —00

2 » (13)
%E{b2 }.[ [5(60— a)xy)+ 5(a)+ o, )]da) = ijy(a))da)
Zatem
E{az}z 2]2Sx(a))da)
. (14)

Efp*}=2 Tsxy (a))da).
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Zwazywszy, ze amplitudy a i b proceséw (6) jako waskopasmowych proce-
sow Gaussa maja rozktad Rayleigha, ich momenty statystyczne wynosza [6]:

Ela*}= 2’”2r(1 +%ij , k=12,

) 15)
Efpt}= 2’”2r(1 + gjsfgy

gdzie:

r — funkcja gamma;

S.,8, — odchylenia standardowe amplitud a i b.

Stad
Ela)=(057)"s.. Efb}=(057)"s, : (16)
E{a2}=2si , E{bz}:2sfy. (17)

Poréwnujac prawe strony wyrazen (14) i (17), otrzymuje sig:

- 12 - 1/2
s, :{J.Sx(a))da)} Sy ={J.Sxy(a))da)} . (18)

WARTOSCI OCZEKIWANE WSPOLCZYNNIKOW BEZPIECZENSTWA

Na podstawie wzorow (2) wartosci oczekiwane czastkowych wspolczynni-

koéw bezpieczenstwa zmeczeniowego watéw poddanych dziataniu ekwiwalentnych
naprezen sktadowych (5) wynosza:

y4
Es,}= e
e playry Elo, )
o 7 , (19)
£, )=
> Elbl+y  Elo,, |
&

Xy
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Wspotczynnik bezpieczenstwa zmgczeniowego walow przy losowym zginaniu i skrgcaniu

czyli z uwzglednieniem (16) i (18):

Z (o
E{5x } = B £ 172
ﬂx |:0957Z. .[Sx (a))da):| + l//xE{O-xm }
&
) ~ (20)
Z
E{5x3>}: 5 B =TT
xy [0,57[ ijy (a))da)} +y, E {%m}
gxy -0

Wyrazenia (1) i (20) umozliwiaja wyznaczenie wartosci oczekiwanej tacz-
nego wspotczynnika bezpieczenstwa zmeczeniowego watéw w przypadku réwno-
czesnego dziatania momentow gnacych i momentoéw skrecajacych o losowym
charakterze ze wzoru:

E{5}= R . 21)

Przyktlad

Wat poddany jest rownoczesnemu dziataniu stacjonarnych momentéw gna-
cych i skrgcajacych. W analizowanym przekroju wywoluja one naprezenia

G()=0,+0.()
Exy (t) = o_mxy + o_xy (t)’

gdzie 0, 10, to wartosci Srednie o charakterze losowym oraz

o (t)= Zp: (4, cosw,t+ B, sinw,t)
k=

(22)

<

o, (t) = (Axy, cos @t + Bxy, sin a)xy,t)
I=1

W wyrazeniach (22) Axk,Bxk,Axy, inyl sa zmiennymi losowymi 0 zero-

wych warto$ciach srednich, statystycznie niezaleznymi od siebie. Wyznaczy¢ war-
to$¢ oczekiwana lacznego wspoélczynnika bezpieczenstwa zmegczeniowego przy
zalozeniu, Ze znane sa warto$ci oczekiwane £ {am}i E {nym} oraz wartosci $red-

niokwadratowe E{Afk }, E{Bfk }, E{A2 }i E{ny,}.

xyl
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Rozwiazanie

Formuty Eulera
cosor =~ fexpljor)+ expl- jor ]
sin et = [expljoor)—expl- jo ]
pozwalaja zapisa¢ wyrazenia (22) w postaci:

ka eXp Ja) t + D eXp( Ja)xkt)]

- _Mv

: (23)
[ xyl eXp(J a)xylt)+ D exp( ] xyl )]
=1
gdzie:
1 1 .
ka_EAxk-i_?Bxk 2 ka:ka
! i (24)
nyl = E Axyl + Z Bxyl ° nyl = nyl
Oznaczajac
-, =0 , = a)xy, a)_xy, ,
otrzymuje si¢ z (23)
P
O, (t) - Z ka eXp(] a)xkt)
= , (25)

gdzie:
G,=C,dlak=12,..p
G,=D,dlak=-1-2,...,—-p
G, =C,dlal=12,.,r
G, =D, dlal=-1-2,..,
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Wspotczynnik bezpieczenstwa zmgczeniowego walow przy losowym zginaniu i skrgcaniu

Funkcje autokorelacji naprezen (25) wyrazaja si¢ nastepujaco:
{ Zka exp Jout ZG exp ]a) t )}
- Z Z E{G:k me }exp[] (a)xmtz — 04l )]

e . (6)

K, (tl =t {z Gryl exp( JOu1 )Zr: Gy exp(] @Ol )}

n=-r

SDIDICREMEL CRATND)

—F n=—

Na podstawie zatozen i relacji (24) zachodza zwiazki:

E{kame} {ka dlak=m, H, :i(E{Afk}+ E{Bjk })

Odlak #m
1 (27)
£l G, Yol Hordal=n. Hy =g ~(e{22,}+ E{B2,))
Xyl = xyn
Odlal#n
Stad
)= 3 H, expljo,)
- : (28)
ny (r) = Z ny, eXP(ja)xy,T)
I=—r

Poddajac funkcje (28) transformacji Fouriera, otrzymuje si¢ gestosci wid-
mowe mocy naprezen sktadowych:

CU)= szké‘(a)_ka)
e . (29)

Zny,a“( o,,)
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Zatem

- , (30)
.[Sxy(a))da)=22ny, =4 H,,
et I=—r =
czyli z uwzglednieniem oznaczen H , 1 H o W(27)
J5.(@hto=3 (Elai 4 £l5)
et k=1
. . (31)

Oznacza to, ze rozwiazanie postawionego zadania sprowadza si¢ do pod-
stawienia do wzoru (21) nastgpujacych wartosci oczekiwanych czastkowych wspot-
czynnikOw bezpieczenstwa zmgczeniowego watu:

VA
e
fx {O,Sﬂz (Bl )+ E{B })} +y . Elo,,}
. k=1 (32)
E{5Xy}= 3 - Lo 12
gxy {O’Sﬂ-lz: (E{Ajyl}—}- E{nyl })j| +l//xyE{O'xym}
Xy =1

WNIOSKI

Projektowanie watéw napgdowych i posrednich w uktadach maszynowych
jest zadaniem odpowiedzialnym, majacym istotny wplyw na trwalo$¢ i niezawod-
no$¢ uktadu. Stad wynika duze znaczenie obliczen majacych na celu oceng wartosci
wspotczynnika bezpieczenstwa zmegczeniowego watow. Podobnie jak ocena wspot-
czynnika bezpieczenstwa zmeczeniowego w najbardziej obciazonych elementach
czy weztach uktadu powinna ona wchodzi¢ w zakres obliczen sprawdzajacych
uktad. W odniesieniu do elementéw pracujacych w ztozonym stanie naprgzenia
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o zdeterminowanych sktadowych normalnych i tnacych stuzy temu wzor (1). Niniej-
szy artykut jest proba rozszerzenia zakresu zastosowan tego wzoru na stacjonarne
obciazenia losowe. Jak ukazano w przykladzie, moze on w szczegélnosci stuzy¢ do
oceny bezpieczenstwa zmgczeniowego waldow w stosunkowo obszernej klasie ukta-
dow maszynowych, gdzie obciazenia wykazuja losowe fluktuacje i naprgzenia sa
okresowe w sensie §redniokwadratowym.
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COEFFICIENT OF FATIGUE SAFETY
OF SHAFTS UNDER RANDOM BENDING
AND TORSION

ABSTRACT

The paper deals with fatigue safety of shafts subjected to simultaneous bending and tor-
sional loads of random character, stationary in the wide sense. It is assumed that the resulting
normal and shear stresses are not correlated with each other, and that their mean values and power
spectral densities are known. Consequently, both these stresses can be considered separately
and the known formula for the coefficient of fatigue safety of shafts based on the calculations
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of partial coefficients of fatigue safety under bending and torsion can be applied. For this purpose
equivalent normal and shear stresses as Gaussian processes and expected values of the partial
coefficients of fatigue safety are determined. Exemplary calculations are carried out.

Keywords:
shafts, random loads, fatigue strength.

Recenzent dr hab. inz. Janusz Kozak

78 Zeszyty Naukowe AMW



