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MODEL NIEKLASYCZNEGO RACHUNKU
OPERATOROW BITTNERA
DLA ROZNICY WSTECZNEJ

STRESZCZENIE

W pracy skonstruowano V-model rachunku operatoréw Bittnera dla réznicy wsteczne;
Vu(k) = u(k) — u(k — 1) w przestrzeni ciagéw dwustronnych, w kidérym wyprowadzono posta¢ wzoru
Taylora. Dokonano uogdlnienia V-modelu, rozwazajac operacie Vyu(k) = u(k) — b(k)u(k — 1).
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PODSTAWY RACHUNKU OPERATOROW

Rachunkiem operatorow Bittnera [3—5] nazywamy zespot
CO(L°, L', 8,T,, 5., Q), (1)

gdzie L i L' sa przestrzeniami liniowymi (nad tym samym ciatem skalarow I')
takimi, ze L' C L°. Operacja liniowa S : L' —s LY (co zapisujemy S € £(L', L)),
nazywana pochodng (abstrakcyjna), jest surjekcja. Ponadto (2 jest zbiorem wskazni-
kow ¢ dla operacji T, € £(L", L) takich, ze ST,w = w,w € L° zwanych pier-
wotnymi i dla operacji s, € L(L', L) takich, ze s,u = u — T,Su,u € L', zwanych
warunkami granicznymi. Jadro operacji .S, tzn. Ker S nazywamy zbiorem stafych
dla pochodnej S.

' Bedziemy zakladali, ze L°1i L' sa przestrzeniami rzeczywistymi, tzn. T’ := R.
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Latwo sprawdzi¢, ze warunki graniczne s, ¢ € Q sa rzutami L' na podprze-
strzen Ker S.
Przez indukcje okresla sig ciag przestrzeni L™, n € N ? w taki sposob, ze

L" :={ue L' 1. Sue L”_l}.

Wowczas
.cL'cL"lc...cLtcL®
oraz
S'"(Lm.}-”) — Lm
gdzie

L(L", %) 58" :=S0S0...08, neN, meNy:=NU{0}.
—\,_«'

W pracy wykorzystane zostang nastgpujace twierdzenia pomocnicze:

Lemat 1. (Tw. 3. [5]). Abstrakcyjne rownanie rozniczkowe

Su=wv, vel’uell
z warunkiem granicznym

SqU = Upq, Upg € KerS
ma doktadnie jedno rozwigzanie

U= ugq + Tyv. 2)

Lemat 2. (Tw. 4. [5]). Przy danej pochodnej S € L(L', L°) rzut s, € L(L', Ker S)

wyznacza pierwotnq T, € L(L°, L') z warunku
u="Tyv wtedy i tylko wtedy, gdy Su =v,squ=0.
Ponadto rzut s, jest warunkiem granicznym przy pierwotnej T,

Lemat 3. (Tw. 6. [5]). Dla u € L" zachodzi nastepujqcy wzor Taylora

u = squ+ Tysq5u + ’_I:f.f-;qu'rL +-- 4+ T”_lsqS”_lu +T,)S"u, qeQ. (3)

q
Elementy
’ 2 @2 -1 -1
Wh—rqu i=squ+ TysgSu+ T sqS u+ -+ T, 845" u, Ryqu:=T,S"u

q

* N oznacza zbior liczb catkowitych dodatnich.
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nazywamy odpowiednio wielomianem i resztq Taylora dla elementu u« w punkcie ¢.
Mamy oczywiscie W,y qu € Ker ", R, qu € L".
Z (3) otrzymujemy

5 _ _
U — ’I:;’S”'u. = squ+ Tys,Su + '_I"(;.‘-;QSZ'.':. +oee T 1.‘-;(;5” Ly,

q

skad wynika, ze pochodnej S:= 9" odpowiadaja pierwotne fﬁ‘, :=1T,' i warunki
graniczne %, := 5./~ T}s4S", gdzie q € Q oraz T := id 0. S° := idy, sa opera-
cjami identyczno$ciowymi.

Po zdefiniowaniu obiektow (1) méwimy o reprezentacji lub modelu ra-
chunku operatorow.

V-MODEL

Niech Z bedzie zbiorem liczb catkowitych. Jest oczywiste, ze zbior C(Z)
nieskonczonych dwustronnych ciagéow rzeczywistych {u(k)}rez ze zwyktymi dzia-
taniami dodawania ciagéw i mnozenia ciagdw przez liczby rzeczywiste jest prze-
strzenig liniowa.

Twierdzenie 1. Zespot (1), gdzie u = {u(k)}e L' = L' .= C(Z).q=ky € Q :=7Z

oraz

Su=Vu:= {uk) —u(k —1)}, 4
ko
— > u(i) dla k<k
i=k+1
Thou = 0 dla k=k . ke, ®)]
A.
S>ooowu(i) dla k> ko
i=ko+1
Skoll 1= {u(ko)} (6)

tworzy dyskretny V-model rachunku operatorow Bittnera z pochodnq jako roznicq
wsteczng V.

'z uwagi na definicjg pierwotnych T}, bedziemy zaktadali, ze Zf; ko1 u(i) := 0.
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Dowéd. Nietrudno sprawdzié ze operacje (4)—(6) sa liniowe. Niech {v(k)} := Tj,, {u(k)}.

Zatem V{v(k)} = {v(k) —v(k — 1)} idla k = ky mamy
ko
[VU(J"\ )]A =kg = U( 0) — ’E’(J"n() - l =0+ Z u(i) = ul(ko)-
i=kqg

Dla £ < kp mamy

ko ko
(k)}={- Zu —I—Zu )} = {u(k)
i=k+1
Z kolei dla k > kg otrzymujemy
k k—1
Viok)b={ D u@d)~ D ul@)} = {ulk)}.
i=ko+1 i=ko+1

Zatem aksjomat STy, {u(k)} = {u(k)} jest spetniony.
Jezeli k < ko, to
}\'(] f,-{)

Tro V{u(k)} = {— Z u(i) + Z u(i—1)}
i= 3.+1 i=k+1
ko—1
= { Z u(i) + Z w1
i=k+1

= {u(k) —u(ko)} = {u(k)} — Spo{u(k)}.

Podobnie dla k > ky otrzymujemy

k k
Tro V{u(k)} = { Z u(1) — Z u(i—1)}
1= f\n-‘rl i=kp+1
k—1
{3 - T o)
i=kp+1 i=kg

= {u(k) —u(ko)} = {u(k)} — sp{u(k)}.
Z definicji operacji Ty, mamy rowniez Ty, Vu(k) = 0 dla k& = k. Zatem aksjomat

Ty S{u(k)} = {ulk)} — sp,{u(k)} jest takze spetniony. W
Niech

m—1
= H (x—1i), r€RmMmeZ z2:=1, (7)
i=0
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m—1

2" = H (x+1i), zeRmeLZ, 2= 1. (8)
i=0
Symbole (7), (8) nazywamy odpowiednio potegq zstepujqcq oraz potegq
wstepujqcq (symbolami Pochhammera) [6, 8].
Twierdzenie 2. (Dyskretna posta¢ wzoru Cauchy’ego).

'8 Iii'U

i — b —1)=L
(1) Z %u{i} dla k< ko
i=k+1 ' ’
T;f.ﬂ{u(,ﬂ'.)} =4 ) )
k . =
L — 13y6—1
i=ko+1

¢t e N, {u(k)} € C(Z).

Dowoéd wzoru (9) przeprowadzimy przez indukcje wzgledem ¢. Rozwazymy
przypadek k < ko. Dowod dla k = kg przebiega podobnie.
Z definicji pierwotnej T}, dla k < by mamy

ko
Tpo{u(k)} = {— Z u(-f.')},
i=h+1
czyli wzor (9) dla ¢ = 1.
Niech
ko .
N (i-k-1)t
Pt = (-0 3 EEET ),
o

Mamy zatem sy, {ve4+1(k)} = {0}. Ponadto, uwzgledniajac whasno$¢ potegi zstgpujace;

Vet =% — (z—1)2=m(z - 1)2=L, zeRmeN, (10)
otrzymujemy
S{ver1(k)} = {vepa (k) = vepa (k= 1)}
ko ; N ko (- .
_ {(_1)H—1 Z w“(-j) — (1)1 Z (i _T;")Ln(é)}
i=k+1 t i
kp _:_;‘?L_.:_It‘:_'i
_ {(_l)f Z (i ) .E: D) 'r-'-(?'-)}
i=k+1 ’
M (= k- 1)L
(10) {(—l}f Z (!(P——ll)?”(?)} = {ve(k)}.
i=k+1 i '

2 (181) 2010 41



Hubert Wysocki

Wobec tego
S{oesa(k)} = {ve(k)} oraz  spo{vesa(k)} = {0}.
Z (2) wynika, ze rozwigzanie tego zagadnienia ma postac
{vepa(k)} = Tio{ve(k)}-
Korzystajac z zalozenia indukcyjnego, mamy zatem
{ves1(k)} = Tio {ve(k)} = Tieo [T, {u(k)}] = T, {u(k)}. ™
Poniewaz
(—2)™ = (=1)"22, z€R,m € Ny,

co wynika z (7) i (8), dyskretna posta¢ (9) wzoru Cauchy’ego mozemy przedstawié¢
w postaci korzystajacej tylko z jednego symbolu Pochhammera. W ten sposob otrzy-
mujemy nastepujacy

Whiosek 1.
( ko PRy
E—i+1
- Z %u(!) dla k< ko
i=k+1 a )'
T;D{n(h)} = 4 , (11
k : —T
(k—i+ 1)~
Z — 7y —ul(i) dla k> ko
\  i=ko+l (&1

¢t € N, {u(k)} € C(Z).
Zauwazmy, ze
KerS={{clrez: c€eR}

Whiosek 2. Dla dowolnego ¢ € R mamy

AN
Ty {c} = wc. keZteN. (12)

Dowod. Podobnie jak poprzednio rozwazymy tylko przypadek k < kg. Korzysta-
jac z nastepujacej wlasnosci potegi wstepujacej

V2™ = ma™ !, skad 2™ = —= Vet zeR.meN,

dla k1 < ks, gdzie ky, ko € Z, otrzymujemy
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ko 1 ko 1 ko -
ST v;m—}—l — sm+l s 1 m+1
J_:EM.; 1 -:Ek, J T 'EL ¥ (G—1)""]

j=ki
1 — - _
= T = (= 1)) o (R 4 )™ = R
F ((ey +2)™ T = (kg + D)™)o (R = (ky — 1)™F1))]
1 m+1 e
= —|k —(fy — 1) . |
i (k1 —1)""] (13)

Wykorzystujac wniosek 1 oraz wzor (13), ostatecznie uzyskujemy

k N 0 =y
Tote={- 2. —qg=pr—r=1- 2 (;_ et
i=k+1 J=k—Fko+1

(13) (1 wc}z{wc}, n

(o (=1 7

Uwaga. Poniewaz Tf_’a jest operacja identycznos$ciowa, zatem wzor (12) zachodzi
rowniez dla ¢ = 0.
Na podstawie lematu 3., (11) oraz (12) otrzymujemy (por. [1, 9])

Whniosek 3. (Dyskretny wzér Taylora dla rdznicy wstecznej V). Jezeli
{u(k)}ye C(Z), ko € Z,n € N, to

{u(k)} = Wh—1 o {u(k)} + Ry {u(k)},

gdzie
n—1 7
k — ko) .
Wt keu(k) = (TU[V{“(?')]!-ZK'U‘
(=0
( f\'[l (;\'_'.;"_1)”_1
- Y —————V"u(i) dla k< ko
(n—1)!
i=k+1
Ry ggu(k) = <
k .
k—i+ 1)1
Z #V”u(i) dla k> ko
(n—1)!
. i=ko+1
oraz
( .
V(u(k) = Z(—l)‘(i)u.(k —1i), k€Z,leNy.
i=0
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Whiosek 4. Zespot (L°, LY, S, T,, 5,Q), gdzie L' = L' :=C(Z),q=ko € Q :=Z

oraz

S{u(k)} = V*{u(k)},
ko
-y A_’“) -¢;.(;=;) dla k< ko

(n—1)!
= i=k+1
Tio{ulk)} =

L.

kE—i41 n—1 ’
Z ((nfl))l“(f) dla k> ko

N NV
;’TkU {”U‘)} = Z w[vru(i)]i:ku‘ k€ Z,
{u(k)} € C(Z),n € N,

tworzy dyskretny V'"™-model rachunku operatorow Bittnera.

Vi,-MODEL

Uogodlnieniem pochodnej (4) jest operacja
Sp{u(k)} = V{u(k)} := {u(k) — b(k)u(k — 1}} (14)
gdzie b = {b(k)} € C(Z) jest ciagiem danym takim, ze
N\ (k) # 0.
kEZ
Operacje (14) bedziemy nazywali réznicq wsteczng przy podstawie b.

Do konstrukeji modelu rachunku operatoréw zwiazanego z pochodna (14)
wykorzystamy ide¢ rozwiazywania réwnania u(k + 1) — b(k)u(k) = v(k) opisang
w pracy [7].

Niech L° = L' := C(Z). Nietrudno sprawdzi¢, ze ciagi {c(k)} € Ker S,

maja postac:

* W pracy tej mnozenie ciagdw oznacza zwykle mnozenie po wspotrzednych.
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( C
0

I ()

i=k+1

dla k<0

(k) =< C dla k=0 k€Z

k
cIJot) dia k>0
i=1

gdzie C' jest dowolna stata rzeczywista. Niech {e(k)} bedzie ciagiem {c(k)} dla

C = 1. W zwiazku z tym przyjmijmy rowniez, ze H?=1 b(i) := 1.

Rozwazmy réwnanie réoznicowe

Spfu(k)} = Viu(k) = {v(k)},

tzn.
u(k) —b(k)u(k — 1) =v(k), keZ.
Mamy stad
u(k)  b(k)u(k —1) _ v(k) .
e(k) e(k) ~e(k)’ k€Z,
czyli
u(k u(k —1)  w(k ‘
k) ek=1) (k) FEE
Zatem
y(k) —y(k—=1) =w(k), keZ
gdzie
k v(k
y(k) := i"(&; w(k) == :’EL; kez

Rownanie (16) mozemy przedstawi¢ w postaci
S{y(k)} = V{y(k)} = {w(k)}.
Z lematu 1. wynika, ze rozwiazaniem réwnania (18) jest ciag
{y(k)} = sko{y(k)} + Tho {w(k)}.
Z (17) otrzymujemy u(k) = e(k)y(k), k € Z. Ostatecznie

{u(k)} = {‘f“’”“‘o{%} “+ {ce(k)}ifl.l.J{EE—i:i}

jest rozwiazaniem rownania (15).
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Niech
Sprolu(k)} == {(:(k)}s,;.“{:'((—i:))}. ko € Q :=Z,{u(k)} € C(Z). (20)
Korzystajac z definicji (6) warunkow granicznych s, otrzymujemy
oy ate k) u(ko)
Spspkeu(k) = Sple(k)sk, [e(f;.) 11 = Sile(k) e(ku)]
I u(ko) ‘ u(ko) _
= [e(k) — b(k)e(k 1)]6“_0) =02 = O ko € Z.
Zatem s, 3, € L(L', Ker S},). Ponadto
, ulk e(k) s, [L0)
ShkoUE) = sprole(K) sk, [i’&;]] = e(k)sk, [%}
u(k)

= c(ﬁ.'.)s;,.“[ ] = sphoulk), ko € Z,

e(k)
poniewaz s'f,o = Sy, Ostatecznie s 1, jest rzutem L' na Ker S, dla kazdego kg € Z.

Z lematu 2. wynika, ze rzut sy, ;,, Wyznacza pierwotnq Ty, i, ze wzoru (19). Mianowicie

Ty ro{u(k)} = {(_f(f.r)}Tg,,U{%}. ko € Z,{u(k)} € C(Z). (21)

Ponadto sy, jest warunkiem granicznym odpowiadajacym pierwotnej (21). W ten
sposob otrzymujemy

Whiosek 5. Zespot (14), (20), (21) tworzy dyskretny V-model rachunku operato-
row Bittnera

CO(C(Z).C(Z), Sp. Ty g Sbokg L)-
Przyklad. Wyznaczymy rozwiazanie rownania
p(kyu(k) + r(k)u(k — 1) = o(k), k€ Z, (22)
spetniajace warunek poczatkowy
u(ko) = up, ko € Z,up € R, (23)
gdzie {p(k)}.{r(k)}.{v(k)} € C(Z) sa ciagami danymi oraz
A p(k). (k) #0.

kel
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Roéwnanie (22) mozemy przedstawi¢ w postaci
p(k)[u(k) — b(k)u(k —1)] = v(k), keZ,
gdzie

Zatem
p(k)Spu(k) =v(k), keZ.

Stad wnioskujemy, ze rOwnanie (22) jest rtOwnowazne rownaniu
Sp{u(k)} = {w(k)}, (24)
gdzie w(k) := v(k)/p(k). k € Z.

Zauwazmy réwniez, ze warunek poczatkowy (23) jest rownowazny warun-
kowi granicznemu

e(k)
(ko) un}. (25)

Na podstawie lematu 1. wnioskujemy, ze zagadnienie (24), (25) ma jednoznaczne

st {u(k)} = {

rozwigzanie
u(k) = sprou(k) + Throw(k), k€ Z.
Na przyktad rozwiazaniem zagadnienia (22), (23), gdzie u(0) = 1,p(k) = 1,
r(k) = 2" dlak € Z oraz
oMk+3)/2 L dla k>0

(k) = . kez,
o~ kE+1/2 k2 dla k<0

jest ciag
—(_1\k a1.)ok+1
ok(k+1)/2 (=" + (El) + 3k)2 dla k>0
u(k) = ., ke
vk o (1
9—k(k+1)/2 2(-1) _;;"(L' +1) dla k<0
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BITTNER NON-CLASSICAL OPERATIONAL
CALCULUS MODEL
FOR THE BACKWARD DIFFERENCE

ABSTRACT

In this paper there is constructed the V-model of the Bittner operational calculus for the
backward difference Vu(k) = u(k) — u(k — 1)in the space of two-sided sequences, in which a form
of the Taylor's formula is determined. Considering the operation of Vyu(k) = u(k) = b(k)u(k = 1),
the V-model is generalized.
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operational calculus, derivative, integral, limit condition, backward difference, Taylor's formula.
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