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STRESZCZENIE 

Praca dotyczy bezpieczeństwa zmęczeniowego maszyn i konstrukcji poddanych działa-
niu naprężeń nieprzekraczających granicy zmęczenia materiału. Rozpatrywane są jednoosiowe 
stacjonarne naprężenia stochastyczne, które zamodelowano ekwiwalentnym procesem Gaussa. 
Warunek równoważności przyjęto na podstawie teorii systemów transformujących energię. Zało-
żono znajomość wartości średniej i gęstości widmowej mocy naprężenia rzeczywistego. Wyzna-
czono wartość oczekiwaną względnego marginesu bezpieczeństwa zmęczeniowego, która może 
służyć do wizualizacji poziomu bezpieczeństwa zmęczeniowego elementów konstrukcyjnych za 
pomocą warstwic.  

Słowa kluczowe:  
naprężenie stochastyczne, naprężenie ekwiwalentne, margines bezpieczeństwa zmęczeniowego, 
warstwice bezpieczeństwa zmęczeniowego. 

WSTĘP 

Powszechną praktyką stosowaną w trakcie projektowania elementów kon-
strukcyjnych poddanych wieloosiowym obciążeniom statycznym jest numeryczna 
analiza wytrzymałości w oparciu o wybraną hipotezę wytężenia materiału. Wartości 
uzyskanego w jej wyniku naprężenia zredukowanego (ekwiwalentnego złożonemu 
stanowi naprężenia), naniesione na geometrię analizowanego elementu w postaci 
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barwnych warstwic, ułatwiają ocenę poprawności projektu z uwzględnieniem prze-
widywanych obciążeń eksploatacyjnych. 

W przypadku obciążeń dynamicznych zadaniem projektanta jest oszacowa-
nie odporności udarowej i/lub wytrzymałości zmęczeniowej. Analiza wytrzymałości 
zmęczeniowej polega na wyliczeniu przewidywanego naprężenia i porównaniu go  
z granicą zmęczenia lub z naprężeniem dopuszczalnym dla założonego okresu eks-
ploatacji (jeśli przekroczona jest granica zmęczenia) [5, 6]. Przy obciążeniach wie-
loosiowych również i tu niezbędne jest zastosowanie odpowiedniego kryterium  
i wyznaczenie naprężenia ekwiwalentnego. To samo dotyczy obciążeń stochastycz-
nych, przy czym obliczenia prowadzone są bądź w dziedzinie czasu, bądź w dzie-
dzinie częstości. Aktualny stan wiedzy z zakresu metod częstotliwościowych 
scharakteryzowano w pracy [11], podkreślając ich dużą efektywność i obszar zasto-
sowań. W pracy tej nie wspomniano o metodzie opartej na teorii systemów trans-
formujących energię [2], która również prowadzi do stosunkowo prostych 
zależności [7, 8]. Celem niniejszego artykułu jest ukazanie przydatności tej metody 
do analizy wytrzymałości zmęczeniowej, w szczególności do wyznaczania warstwic 
bezpieczeństwa zmęczeniowego elementów konstrukcyjnych przy jednoosiowych 
obciążeniach stochastycznych. 

MARGINES BEZPIECZEŃSTWA ZMĘCZENIOWEGO 

Jeśli w projektowanym elemencie dopuszczalne jest przekroczenie granicy 
zmęczenia przez naprężenie ekwiwalentne, analizie wytrzymałości zmęczeniowej 
może towarzyszyć sporządzanie warstwic (map) uszkodzeń zmęczeniowych we-
wnątrz materiału [1]. Możliwość prezentacji stopnia uszkodzenia zmęczeniowego 
elementów konstrukcyjnych w sposób graficzny może być bardzo przydatna w pro-
cesie projektowania. Dlatego też wśród dostępnych programów komputerowych 
pojawiło się wiele rozwiązań pozwalających na wykonanie niezbędnych obliczeń 
oraz wizualizację ich wyników [4, 3, 10]. Są to między innymi ANSYS (z modułem 
do analizy zmęczeniowej), WinLIFE i FEMFAT. 

Warstwice uszkodzeń zmęczeniowych dotyczą konstrukcji o ograniczonej trwa-
łości zmęczeniowej. Biorąc pod uwagę, że większość dynamicznie obciążonych kon-
strukcji jest projektowana przy założeniu teoretycznie nieograniczonej trwałości 
zmęczeniowej (tj. poniżej granicy zmęczenia), w pracy [9] do wizualizacji poziomu 
bezpieczeństwa zmęczeniowego w takich przypadkach zaproponowano nanoszenie 
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warstwic odpowiadających wartościom współczynnika bezpieczeństwa zmęczeniowego. 
Ograniczono się przy tym do obciążeń okresowych. Niniejszy artykuł również doty-
czy nieograniczonej trwałości zmęczeniowej elementów konstrukcyjnych, lecz przy 
obciążeniach stochastycznych. Dla ilustracji wyników obliczeń proponuje się tu 
warstwice marginesu bezpieczeństwa zmęczeniowego. Uwzględniono przy tym 
możliwość występowania dodatkowych obciążeń stałych. 

Margines bezpieczeństwa zmęczeniowego może być zdefiniowany w ujęciu 
deterministycznym na przykładzie jednoosiowego harmonicznego naprężenia nor-
malnego [8] 

 ( ) ( )αωσσσ ++= tt am sin~ . (1) 

Jego amplituda aσ  i wartość średnia mσ  są określone dwoma kolejnymi ekstrema-

mi jako 

 ( ) ( )minmaxminmax 2
1,

2
1 σσσσσσ +=−= ma . (2) 

 Maksymalna dopuszczalna amplituda naprężenia, przy której trwałość zmę-
czeniowa jest teoretycznie nieograniczona, wynosi [6] 
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dla materiałów kruchych.  

1−Z  to granica zmęczenia przy cyklu wahadłowym (tj. przy 0=mσ ), równa 

goZ  przy zginaniu i rcZ  przy rozciąganiu-ściskaniu, a eR  i mR  to granica plastycz-

ności i wytrzymałość na rozciąganie. W przypadku jednoosiowego naprężenia stycz-

nego należy w (3) zamiast 1−Z  i eR  podstawić 3/i3/ eesgoso RRZZ ==  (dla stali). 

Wprowadzając współczynnik bezpieczeństwa zmęczeniowego 
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i cząstkowe współczynniki bezpieczeństwa dla materiałów elastoplastycznych 
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otrzymuje się 

 ( )11 −−= sd fff . (7) 

Pozwala to zdefiniować marginesy bezpieczeństwa 

 mesada RMZMBM σσσ −=−=−= − ,, 1  (8) 

i bezwymiarowe marginesy bezpieczeństwa 
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oraz względny margines bezpieczeństwa zmęczeniowego [8] 

 11 −−=== f
f
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B
Mμ . (10) 

Mając na celu wyznaczenie warstwic poziomu bezpieczeństwa zmęczenio-
wego elementu konstrukcyjnego przy obciążeniu stochastycznym, w niniejszym 
artykule proponuje się, aby poziom ten był reprezentowany przez wartość oczeki-
waną względnego marginesu bezpieczeństwa zmęczeniowego. 

WARTOŚĆ OCZEKIWANA  
WZGLĘDNEGO MARGINESU BEZPIECZEŃSTWA 

W przypadku jednoosiowego naprężenia stochastycznego ( )txσ~  spotykamy 

się z różnymi formami jego zapisu w dziedzinie czasu, a w szczególności 

 ( ) ( )αωσσ += tt xx sin~ ; (11) 

 ( ) ( )αωσσσ ++= tt xmxx sin~ ; (12) 

 ( ) ( )tt xx σσ =~ ; (13) 
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 ( ) ( )tt xmxx σσσ +=~ , (14) 

gdzie: 

xσ  — amplituda naprężenia (zmienna losowa); 

mxσ  — wartość średnia naprężenia (stała); 
α  — kąt fazowy naprężenia (zmienna losowa); 
ω  — częstość kołowa naprężenia (stała); 

( )txσ  — proces stochastyczny (o zerowej wartości średniej). 

 
Poniżej przyjęto, że ( )txσ  jest procesem stacjonarnym (w szerszym sensie). 
Wartość oczekiwana względnego marginesu bezpieczeństwa zmęczeniowe-

go przy naprężeniu (11) wynosi 

 { } { }xE
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−= , (15) 

gdzie {}⋅E  oznacza wartość oczekiwaną.  

 Występowanie dodatkowego naprężenia średniego w (12) prowadzi do wzoru 
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Przykład 
 Na pryzmatyczny pręt działa osiowa siła wywołująca naprężenie 

( ) tt xmxx ωσσσ sin~ += , 

gdzie xσ  jest zmienną losową o wartości oczekiwanej { } MPa60=xE σ .  
Naprężenie średnie, granica zmęczenia i granica plastyczności materiału pręta wy-
noszą 

 MPa260   , MPa150   ,MPa 70 === ercmx RZσ . 

Wyznaczyć { }μE . 

Rozwiązanie 
 Zgodnie z (16) 

{ } { }
1

111
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

e

mx
x

rc R
E

Z
E σσμ . 



Janusz Kolenda 

38  Zeszyty Naukowe AMW 

Stąd 

{ } 45,0

260
701

150
60

1 =
−

−=μE . 

Wniosek 
Wzór (16) prowadzi do prostych obliczeń, co sugeruje celowość zastąpienia 

naprężenia (14) naprężeniem ekwiwalentnym ( )teσ~  o postaci 
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i obliczenia wartości oczekiwanej względnego marginesu bezpieczeństwa zmęcze-
niowego ze wzoru 
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po uprzednim wyznaczeniu { } meaE σ  i . Przez meσ  oznaczono wartość średnią 

naprężenia ekwiwalentnego, a i ϕ  to zmienne losowe reprezentujące amplitudę i fazę 
naprężenia ekwiwalentnego, natomiast eω  jest jego stałą częstością, przy czym 

( ) *
111 ,exp
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aaj

j
aa == −ϕ ; 

{ } { } { } { } 01
*
11

*
111 ==== −−− aaEaaEaEaE , 

gdzie: 
j — jedność urojona; 

 ( )*⋅  — wielkość zespolona sprzężona. 

EKWIWALENTNE NAPRĘŻENIE STOCHASTYCZNE 

 Z porównania (14) i (17) wynika 

 mxme σσ = , (19) 

co pozwala zamiast (14) i (17) rozpatrywać procesy (13) i 

 ( ) ( ) ( ) ( )tjatjatat eeee ωωϕωσ −+=+= − expexpsin~
11 . (20) 
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W dalszej części artykułu założono, że ( )teσ~  jest procesem Gaussa spełnia-

jącym warunek 

 ( ) ( )ττ σσ xe
KK ~~ = , (21) 

gdzie: 
( )τσ e

K ~  — funkcja autokorelacji procesu (20); 

( )τσ x
K ~  — funkcja autokorelacji procesu (13); 

τ — odstęp czasu. 
 

Warunek (21) prowadzi dla ( ) ( )tt xx σσ =~  do relacji 
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z której wynika 

 { } ( ) ( )[ ] ( )ττωτω σ x
KjjaE ee =−+ expexp

4
1 2 , (23) 

gdzie: 
{ }2 aE  — wartość średniokwadratowa amplitudy naprężenia ekwiwalentnego; 

12 tt −=τ ; 

( ) ( ) ( ){ }21 ttEK x
*
xx

σστσ =  — funkcja autokorelacji procesu ( )txσ . 

 
 Gęstość widmowa mocy ( )ωσ x

S  procesu ( )txσ  określona jest wzorem 

 ( ) ( ) ( ) τωττ
π

ω σσ djKS
xx ∫

∞

∞−

−= exp
2
1 . (24) 

Stąd otrzymuje się po podstawieniu (23) 

 { } ( ) ( )[ ] ( )ωωωδωωδ σ x
SaE ee =++−2

4
1

, (25) 

gdzie δ jest funkcją delta Diraca. 
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Na tym etapie rozważań skorzystamy z teorii systemów transformujących 
energię [4], zgodnie z którą dwa stany naprężenia mogą być traktowane jako rów-
noważne w sensie trwałości zmęczeniowej materiału, jeśli porcje energii rozproszo-
ne w całym okresie eksploatacji wewnątrz i na zewnątrz materiału na jednostkę jego 
objętości w obu tych stanach są odpowiednio jednakowe. Odpowiednikiem tej tezy 
w dziedzinie częstości jest [7, 8]: 
Dwa stany naprężenia mogą być traktowane jako równoważne w sensie trwałości 
zmęczeniowej materiału, jeśli w całym zakresie częstości moc zużyta wewnątrz 
materiału i moc tracona na zewnątrz materiału na jednostkę jego objętości w obu 
tych stanach są odpowiednio jednakowe. 

W rozpatrywanym przypadku moc tracona na zewnątrz materiału jest pro-
porcjonalna do całki z gęstości widmowej mocy procesu ( )txσ  w aktualnym zakre-

sie częstości. Stąd wynika jeden z warunków równoważności procesów 
( ) ( )tt ex σσ  i  (zapisany z uwzględnieniem (25)) 

 { } ( ) ( )[ ] ( ) ωωωωωδωωδ σ dSdaE
xee∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

=++−2

4
1

. (26) 

Zatem 

 { } ( )∫
∞

∞−

= ωωσ dSaE
x

22 . (27) 

Zważywszy, że amplituda a procesu (20) jako wąskopasmowego procesu 
Gaussa ma rozkład Rayleigha [13], jej momenty statystyczne wynoszą [12] 

 { } ,...,k,skaE k
e

/kk 21
2

12 2 =⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛ += Γ , (28) 

gdzie: 
Γ — funkcja gamma; 
se — odchylenie standardowe amplitudy a. 
 
Stąd 

 { } ( ) esaE 2/15,0 π= ; (29) 

 { } 22 2 esaE = . (30) 
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Porównując prawe strony wyrażeń (27) i (30), otrzymuje się 

 ( )
21 /

e dSs
x ⎥
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⎢
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⎡
= ∫
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ωωσ . (31) 

 Z powyższego wynika, że do rozwiązania postawionego zadania niezbędna 
jest znajomość wartości średniej naprężenia ( )txσ~  i gęstości widmowej mocy pro-
cesu ( )txσ , gdyż poszukiwana wartość oczekiwana względnego marginesu bezpie-
czeństwa zmęczeniowego (18) określona jest wzorem 
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UWAGI KOŃCOWE 

Naprężenie ekwiwalentne (17) jest w pełni określone, jeśli znana jest jego 
wartość średnia meσ , odchylenie standardowe se amplitudy tego naprężenia i jego 

częstość ωe. Rozwiązanie sformułowanego w niniejszym artykule zadania wymaga 
znajomości eme s i σ , czemu służą wzory (19) i (31). Z kolei znajomość ωe jest nie-
zbędna do wyznaczenia warstwic uszkodzeń zmęczeniowych, kumulujących się  
w materiale w trakcie eksploatacji pod obciążeniem wywołującym naprężenie prze-
kraczające granicę zmęczenia. Jeden ze sposobów obliczenia ωe, również oparty na 
teorii systemów transformujących energię, przedstawiono w [8]. 
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O N  D E T E R M I N A T I O N  O F  M A P S  O F  F A T I G U E  
S A F E T Y  F O R  S T R U C T U R A L  E L E M E N T S   
U N D E R  U N I A X I A L  S T O C H A S T I C  L O A D S  

ABSTRACT 

The paper deals with fatigue safety of machines and structures subjected to stresses not 
exceeding the fatigue limit of the material. Uniaxial stationary stochastic stresses modeled by an 
equivalent Gaussian process are considered. The equivalence condition is based on the theory  
of energy transformation systems. It is assumed that the mean value and the power spectral den-
sity of the actual stress is known. The expected value of the relative fatigue safety margin is de-
termined. It can be used for visualization of fatigue safety level of structural elements on maps. 

Keywords: 
stochastic stress, equivalent stress, margin of fatigue safety, maps of fatigue safety. 
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