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O WYZNACZANIU WARSTWIC
BEZPIECZENSTWA ZMECZENIOWEGO
ELEMENTOW KONSTRUKCYJNYCH
PRZY JEDNOOSIOWYCH OBCIAZENIACH
STOCHASTYCZNYCH

STRESZCZENIE

Praca dotyczy bezpieczerstwa zmeczeniowego maszyn i konstrukcji poddanych dziata-
niu naprezen nieprzekraczajacych granicy zmeczenia materiatu. Rozpatrywane sg jednoosiowe
stacjonarne naprezenia stochastyczne, ktére zamodelowano ekwiwalentnym procesem Gaussa.
Warunek rdwnowaznosci przyjeto na podstawie teorii systemow transformujacych energie. Zato-
zono znajomos$¢ wartosci Sredniej i gesto$ci widmowej mocy naprezenia rzeczywistego. Wyzna-
czono warto$¢ oczekiwang wzglednego marginesu bezpieczenstwa zmeczeniowego, ktdra moze
stuzyé do wizualizacji poziomu bezpieczefistwa zmeczeniowego elementow konstrukcyjnych za
pomoca warstwic.

Stowa kluczowe:

naprezenie stochastyczne, naprezenie ekwiwalentne, margines bezpieczenstwa zmeczeniowego,
warstwice bezpieczeristwa zmeczeniowego.

WSTEP

Powszechna praktyka stosowana w trakcie projektowania elementéw kon-
strukcyjnych poddanych wieloosiowym obciazeniom statycznym jest numeryczna
analiza wytrzymalo$ci w oparciu o wybrana hipotezg wytgzenia materiatu. Wartos$ci
uzyskanego w jej wyniku naprgzenia zredukowanego (ekwiwalentnego zlozonemu
stanowi naprezenia), naniesione na geometri¢ analizowanego elementu w postaci
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barwnych warstwic, utatwiaja oceng poprawnosci projektu z uwzglednieniem prze-
widywanych obciazen eksploatacyjnych.

W przypadku obciazen dynamicznych zadaniem projektanta jest oszacowa-
nie odpornosci udarowej i/lub wytrzymatosci zmeczeniowej. Analiza wytrzymatosci
zmegczeniowej polega na wyliczeniu przewidywanego naprgzenia i pordwnaniu go
z granica zmgczenia lub z napre¢zeniem dopuszcezalnym dla zatozonego okresu eks-
ploatacji (jesli przekroczona jest granica zmeczenia) [5, 6]. Przy obciazeniach wie-
loosiowych réwniez i tu niezbedne jest zastosowanie odpowiedniego kryterium
i wyznaczenie napr¢zenia ekwiwalentnego. To samo dotyczy obciazen stochastycz-
nych, przy czym obliczenia prowadzone s3 badz w dziedzinie czasu, badz w dzie-
dzinie czestosci. Aktualny stan wiedzy z zakresu metod czgstotliwosciowych
scharakteryzowano w pracy [11], podkreslajac ich duza efektywnos¢ i obszar zasto-
sowan. W pracy tej nie wspomniano o metodzie opartej na teorii systemow trans-
formujacych energi¢ [2], ktora réwniez prowadzi do stosunkowo prostych
zaleznos$ci [7, 8]. Celem niniejszego artykutu jest ukazanie przydatnosci tej metody
do analizy wytrzymatosci zmgczeniowej, w szczegodlnosci do wyznaczania warstwic
bezpieczenstwa zmeczeniowego elementéw konstrukcyjnych przy jednoosiowych
obciazeniach stochastycznych.

MARGINES BEZPIECZENSTWA ZMECZENIOWEGO

Jesli w projektowanym elemencie dopuszczalne jest przekroczenie granicy
zmeczenia przez naprezenie ekwiwalentne, analizie wytrzymatosci zmeczeniowe;j
moze towarzyszy¢ sporzadzanie warstwic (map) uszkodzen zmgczeniowych we-
wnatrz materiatu [1]. Mozliwo$¢ prezentacji stopnia uszkodzenia zmgczeniowego
elementow konstrukcyjnych w sposob graficzny moze by¢ bardzo przydatna w pro-
cesie projektowania. Dlatego tez wsrdd dostgpnych programéw komputerowych
pojawilo si¢ wiele rozwiazan pozwalajacych na wykonanie niezbednych obliczen
oraz wizualizacje ich wynikow [4, 3, 10]. Sa to miedzy innymi ANSYS (z modutem
do analizy zmeczeniowej), WinLIFE i FEMFAT.

Warstwice uszkodzen zmeczeniowych dotycza konstrukcji o ograniczonej trwa-
losci zmeczeniowej. Biorac pod uwage, ze wigkszos¢ dynamicznie obciazonych kon-
strukcji jest projektowana przy zalozeniu teoretycznie nieograniczonej trwatosci
zmeczeniowej (tj. ponizej granicy zmeczenia), w pracy [9] do wizualizacji poziomu
bezpieczenstwa zmeczeniowego w takich przypadkach zaproponowano nanoszenie
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warstwic odpowiadajacych warto$ciom wspotczynnika bezpieczenstwa zmeczeniowego.
Ograniczono si¢ przy tym do obciazen okresowych. Niniejszy artykul rowniez doty-
czy nieograniczonej trwato$ci zmgczeniowej elementow konstrukcyjnych, lecz przy
obciazeniach stochastycznych. Dla ilustracji wynikow obliczen proponuje si¢ tu
warstwice marginesu bezpieczenstwa zmeczeniowego. Uwzgledniono przy tym
mozliwos$¢ wystgpowania dodatkowych obciazen statych.

Margines bezpieczenstwa zmeczeniowego moze by¢ zdefiniowany w ujgciu
deterministycznym na przyktadzie jednoosiowego harmonicznego naprgzenia nor-
malnego [8]

5()=0, +0,sin(wt+a). (1)

Jego amplituda o, 1 warto$¢ Srednia o, sa okreSlone dwoma kolejnymi ekstrema-

m

mi jako

O-a =7 (O-max - O-min )7 O-m = %(O-max + O-min ) . (2)

Maksymalna dopuszczalna amplituda naprezenia, przy ktorej trwatos¢ zme-
czeniowa jest teoretycznie nieograniczona, wynosi [6]

o,
B == Z_I(I—R—e] (3)
dla materialow elastoplastycznych oraz
o,
B = Z_l(l—R—mJ (4)

dla materiatow kruchych.

Z_, to granica zmgczenia przy cyklu wahadtowym (tj. przy o, =0), rowna
Z,, przy zginaniu i Z, przy rozciaganiu-Sciskaniu, a R, i R,, to granica plastycz-
nosci 1 wytrzymato$¢ na rozciaganie. W przypadku jednoosiowego naprgzenia stycz-
nego nalezy w (3) zamiast Z_, i R, podstawi¢ Z,=Z, / J3 i R =R/ J3 (dla stali).

Wprowadzajac wspdtczynnik bezpieczenstwa zmeczeniowego

B
f=— )

o

a
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1 czastkowe wspotczynniki bezpieczenstwa dla materiatow elastoplastycznych

Zl Re

fo=—, [ = (6)
O-a O-m
otrzymuje sig
r=10-17) ™
Pozwala to zdefiniowaé marginesy bezpieczenstwa
M=B-o0,, M,=2,-0,, M,=R, -0, (8)
i bezwymiarowe marginesy bezpieczenstwa
m=o gy m =M m M
O-a O-a m
oraz wzgledny margines bezpieczenstwa zmgczeniowego [§]
M m _
/1=E=7=1—f . (10)

Majac na celu wyznaczenie warstwic poziomu bezpieczenstwa zmegczenio-
wego elementu konstrukcyjnego przy obciazeniu stochastycznym, w niniejszym
artykule proponuje si¢, aby poziom ten byl reprezentowany przez warto$¢ oczeki-
wana wzglednego marginesu bezpieczenstwa zmegczeniowego.

WARTOSC OCZEKIWANA
WZGLEDNEGO MARGINESU BEZPIECZENSTWA

W przypadku jednoosiowego naprgzenia stochastycznego o, (t) spotykamy

si¢ z roznymi formami jego zapisu w dziedzinie czasu, a w szczegdlnosci

G.(t)= o, sin(ot+a); (11)
G.(t)=0, +0, sin(wt+a); (12)
5.(1)=0.(); (13)
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.()=0, +0.(). (14)
gdzie:
o, — amplituda napr¢zenia (zmienna losowa);
o, — warto$¢ Srednia naprezenia (stata);
a — kat fazowy napr¢zenia (zmienna losowa);
w — cze¢stos¢ kotowa naprezenia (stala);
o, (l‘) — proces stochastyczny (o zerowej wartosci $redniej).

Ponizej przyjeto, ze o, (t) jest procesem stacjonarnym (W szerszym sensie).
Warto$¢ oczekiwana wzglednego marginesu bezpieczenstwa zmeczeniowe-
go przy naprezeniu (11) wynosi

E{y}=1—ZLE{O'x}, (15)

gdzie £ {} oznacza warto$¢ oczekiwana.

Wystepowanie dodatkowego naprezenia sredniego w (12) prowadzi do wzoru

E{u}=1—ZlE{ax}[1— ;j . (16)

-1

Przyktad
Na pryzmatyczny pret dziata osiowa sita wywotujaca naprezenie

Ex(t)= o, +o, sinwt,

gdzie o jest zmienna losowa o warto$ci oczekiwanej £ {O'x } =60 MPa.

Naprezenie $rednie, granica zmgczenia i granica plastyczno$ci materialu preta wy-
nosza

o, =10MPa, Z _ =150MPa, R,=260MPa.
Wyznaczyé E {,u}

Rozwiazanie
Zgodnie z (16)

=1 el )1 %)

rc e
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Stad
60
Efup=1-—10- = 04s.

1— =
260

Whiosek
Wzér (16) prowadzi do prostych obliczen, co sugeruje celowos¢ zastapienia

naprgzenia (14) naprezeniem ekwiwalentnym &, (t) 0 postaci

G.()=0,, +asin(ojt+p)=
(17)
= o-me + a, eXp(ja)et) + a eXp(_ ‘]a)et)

i obliczenia warto$ci oczekiwanej wzglednego marginesu bezpieczenstwa zmecze-
niowego ze wzoru

E{u}=1 —LE{a}[l—%]_ (18)

e

po uprzednim wyznaczeniu E {a}l o,.. Przez o

me

oznaczono warto$¢ Srednig

naprezenia ekwiwalentnego, @ i ¢ to zmienne losowe reprezentujace amplitudg i faze

naprezenia ekwiwalentnego, natomiast @, jest jego stata czgstoscia, przy czym

a, = %eXp(jqo) , a,=a;
J
E{a1}= E{a_1}= E{a:a 1} E{ailal }= 0,
gdzie:
Jj — jednos¢ urojona;
(-)* — wielko$¢ zespolona sprzgzona.

EKWIWALENTNE NAPREZENIE STOCHASTYCZNE

Z poréwnania (14) i (17) wynika
Ope =0, » (19)
co pozwala zamiast (14) i (17) rozpatrywaé procesy (13) i
o, (t) =a sin(a)et + go) =a, exp(ja)gt) +a_, exp(- ja)et) . (20)
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W dalszej czg$ci artykutu zatozono, ze o, (t) jest procesem Gaussa spetnia-
jacym warunek

K; (r)=K, (7). 1)
gdzie:
K 5 (z') — funkcja autokorelacji procesu (20);
K 5. (2') — funkcja autokorelacji procesu (13);

T — odstep czasu.

Warunek (21) prowadzi dla &, (t) =0, (t) do relacji

Efa} expl- o)+ a2y expljoo ), exp(io.n)+a expl- jooty)]}=

, (22)

= E{Ux (tl )Ux (tz )}
z ktérej wynika

1

ZE{az}[exp(ja)er)+exp(— ja)er)]= K, (r), (23)
gdzie:
E {az } — wartos$¢ $redniokwadratowa amplitudy naprezenia ekwiwalentnego;
T=1,—-1,;

K, (r)= E{O‘: (tl )O'x (t2 )} — funkcja autokorelacji procesu o, (t) .

Gestos¢ widmowa mocy S (a)) procesu O, (t) okreslona jest wzorem

Sgr(a))=L .[Kar(r)exp(— ja)r)dr. (24)
x 20 4 x
Stad otrzymuje si¢ po podstawieniu (23)
LE@o(o-0)+ 80+ o)), (@), 05

gdzie ojest funkcja delta Diraca.
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Na tym etapie rozwazan skorzystamy z teorii systeméw transformujacych

energi¢ [4], zgodnie z ktéra dwa stany naprezenia moga by¢ traktowane jako row-
nowazne w sensie trwalo$ci zmeczeniowej materiatu, jesli porcje energii rozproszo-
ne w catym okresie eksploatacji wewnatrz i na zewnatrz materialu na jednostke jego
objetosci w obu tych stanach sa odpowiednio jednakowe. Odpowiednikiem tej tezy
w dziedzinie czgstosci jest [7, 8]:
Dwa stany naprgzenia moga by¢ traktowane jako rownowazne w sensie trwalosci
zmegczeniowej materialu, jesli w calym zakresie czgstosci moc zuzyta wewnatrz
materiatu i moc tracona na zewnatrz materiatu na jednostke jego objetosci w obu
tych stanach sa odpowiednio jednakowe.

W rozpatrywanym przypadku moc tracona na zewnatrz materiatu jest pro-
porcjonalna do calki z ggstosci widmowej mocy procesu o, (t) w aktualnym zakre-
sie czestosci. Stad wynika jeden z warunkéow rownowaznos$ci procesow

o, (t)i o, (t) (zapisany z uwzglednieniem (25))

%E{QZ}T [6(w-,)+6(0+,)|do = ]SS(,X (0)dw . (26)

—0 -0

Zatem
E{a2}= ZTSGX (w)dw . (27)

Zwazywszy, ze amplituda a procesu (20) jako waskopasmowego procesu
Gaussa ma rozklad Rayleigha [13], jej momenty statystyczne wynosza [12]

k
Eldt}= 2k/2r(1+5js§ k=12, (28)
gdzie:
" — funkcja gamma;
s. — odchylenie standardowe amplitudy a.
Stad
E{a} = (O,Sﬁ)l/zse; (29)
Ela®}=2s2. (30)
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Poréwnujac prawe strony wyrazen (27) i (30), otrzymuje si¢

© 1/2
s, = {J'SUX (a))da)} . (31)

Z powyzszego wynika, ze do rozwigzania postawionego zadania niezbg¢dna
jest znajomos¢ wartoscei $redniej naprezenia &, (t) i gegstosci widmowej mocy pro-
cesu O, (t) , gdyz poszukiwana warto$¢ oczekiwana wzglednego marginesu bezpie-

czenstwa zmeczeniowego (18) okreslona jest wzorem

1/2 -1
| .
E{y}zl—Z—{O,Sﬂ' L Sa‘(a))da)} (1—2”} . (32)

-1

e

UWAGI KONCOWE

Naprezenie ekwiwalentne (17) jest w petni okreslone, jesli znana jest jego

warto$¢ $rednia o, , odchylenie standardowe s, amplitudy tego naprezenia i jego

me
czgsto$¢ @,. Rozwiazanie sformulowanego w niniejszym artykule zadania wymaga
znajomosci o, 15, , czemu stuza wzory (19) i (31). Z kolei znajomo$¢ w, jest nie-
zbedna do wyznaczenia warstwic uszkodzen zmegczeniowych, kumulujacych sig
w materiale w trakcie eksploatacji pod obcigzeniem wywotujacym naprezenie prze-
kraczajace granice zmgczenia. Jeden ze sposobow obliczenia @,, rowniez oparty na
teorii systemow transformujacych energie, przedstawiono w [8].
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ON DETERMINATION OF MAPS OF FATIGUE
SAFETY FOR STRUCTURAL ELEMENTS
UNDER UNIAXIAL STOCHASTIC LOADS

ABSTRACT

The paper deals with fatigue safety of machines and structures subjected to stresses not
exceeding the fatigue limit of the material. Uniaxial stationary stochastic stresses modeled by an
equivalent Gaussian process are considered. The equivalence condition is based on the theory
of energy transformation systems. It is assumed that the mean value and the power spectral den-
sity of the actual stress is known. The expected value of the relative fatigue safety margin is de-
termined. It can be used for visualization of fatigue safety level of structural elements on maps.

Keywords:
stochastic stress, equivalent stress, margin of fatigue safety, maps of fatigue safety.
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