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WYTRZYMALOSC DREWNA MODYFIKOWANEGO
W ZELOZONYCH STANACH NAPREZEN

CZESC II
OPIS MATEMATYCZNY

STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono powierzchnie graniczne wytrzymato$ci drewna naturalnego
i modyfikowanego w oparciu 0 wyniki badan wytrzymato$ciowych zawartych w czesci I. Do opisu
wytrzymato$ci badanych materiatow w zlozonych stanach naprezen wykorzystano kryterium wy-
tezenia Tsai-Wu oraz Goldenblata-Kopnova. Weryfikacje ich adekwatnosci przeprowadzono na
podstawie testu F Sendocora.

Stowa kluczowe:
drewno naturalne i modyfikowane, wytrzymato$¢ graniczna, kryteria wytrzymato$ciowe.

WSTEP

Przewidywanie wytrzymatos$ci drewna jako kompozytu warstwowego jest
potrzebne do projektowania elementéw konstrukcji z drewna. Wazna jest zwlaszcza
wytrzymatos¢ drewna na $cinanie zgodnie z norma PN-79/D-04105 [7]. Podane
w literaturze warto$ci wytrzymatosci na $cinanie ré6znych kompozytow drewna sa
rozbiezne [8, 10]. Brak niezawodnych metod pomiaru wytrzymatosci na $§cinanie
powoduje projektowanie konstrukcji z duza tolerancja.

Konstrukcje wykonane z drewna, nawet przy obciazeniu réwnomiernym,
charakteryzuja si¢ ztozonym stanem napre¢zenia. Istniejace kryteria wytezeniowe dla
materialow anizotropowych w ztozonych stanach naprezen bazuja na modelu matema-
tycznym, ktory oparty jest na wynikach badan doswiadczalnych nieuwzgledniajacych
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mechanizmu zachowania si¢ materialu (niejednoznaczna jest definicja wytrzymato-
$ci na $cinanie) [5, 6]. Whasciwe kryteria dla danej grupy materialdw anizotropowych
przyjmuje si¢ poprzez ich do$§wiadczalna weryfikacjg. W tym celu przeprowadzono
badania drewna w zlozonych stanach napr¢zenia. Wyniki badan przedstawiono
w czesci | pracy.

OPIS WYTRZYMALOSCI KOMPOZYTU
W ZLOZONYM STANIE NAPREZENIA

Jest wiele kryteriow opisujacych wytgzenie materiatéw anizotropowych
[1, 2, 4]. W tej pracy opis wytezenia oparto na dwoch kryteriach: Tsai-Wu oraz
Goldenblata-Kopnova.

Kryterium Tsai-Wu [9]

Kryterium to opiera si¢ na prostych zatozeniach, a mianowicie, jezeli obcia-
zenie zewngtrzne powoduje powstanie w materiale pola odksztalcen (opisanych
przez tensor odksztalcenia £1 zwigzanego z nim pola napr¢zen opisanego za pomoca
tensora naprgzenia o), to naturalne staje si¢ odniesienie wytezenia materiatu do
pewnego stanu powodujacego jego zniszczenie:

Ej o, + Bjklayak, + };klmno'y.aklamn +..=1, (1)
gdzie: g, q; g, — Srednie wartosci skladowych naprezenia (sktadowe tensora naprezen);

BBy B, — wspolrzgdne réwnania powierzchni.

Ze wzgledu na brak mozliwo$ci doswiadczalnego okreslenia wyrazéw wyz-
szych rzedow niz cztery, przyjmowane sg dwa pierwsze wyrazy szeregu tensorowe-
go. Dla ptaskiego stanu naprezen:

F,o,+F,0,0,=1. 2)
Korzystajac z tego kryterium dla dwoch pierwszych wyrazow (2), przy za-
lozeniu ze kierunek napre¢zen stycznych nie wptywa na wytrzymatos¢ przy Scinaniu

(wyraz 2P,0,, =0), uzyskuje sig:

58 Zeszyty Naukowe AMW
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B.o, + P11110'121 +44012120-122 =1. 3)

Przyjmujac, ze rownanie powyzsze jest spetnione dla wytrzymatosci na roz-
ciaganie (Ry1), Sciskanie (R;;) oraz na czyste Scinanie (R12), uzyskuje sig rownanie

dla wyznaczenia statych w zaleznosci (3):

PR +P, R =1 rozciaganie

1111

—PR +P R =1 Sciskanie 4)

1111

4P, R’ =1 §cinanie

1212

Rozwiazujac uktad réwnan (4), otrzymuje si¢
- )

Wartosci: R, R-,R,, podano w tabelach 1-3 [3].

11’
Warto$ci wspotrzednych tensora powierzchni wytrzymatosci, zgodnie
z zaleznosciami (4), z uwzglednieniem wartosci zawartych w tabelach 1-3 [3],

zamieszczono w tabeli 1.

Tabela 1. Wartosci stalych zaleznos$ci (4) wyznaczone na podstawie wzoru (5)

Zawarto$¢ polimeru W Py P P
[kg/kg] [MPa™'] [MPa?] [MPa?]
0 -7.655-10° 1.913-10° 5.165-10"
0.35 —4.481-10° 1.400-10°" 4.340-10"
043 ~3.094-10" 1.136-10" 3.559.10"
0.48 —-2.435-10° 1.014-10* 3.234-10°
0.56 ~1.729-10° 8.64-10° 2.777-10"

Wykorzystujac kryterium (3), wyznaczamy wartosci sktadowych o o,.

Wartosci obliczonych sktadowych o;,, o;, przedstawiono na rysunku 1.
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o, [MPa]
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Rys. 1. Wytrzymato$¢ kompozytu D-PMM w zaleznosci od sktadowych naprezenia o , 0,

dla réznych zawarto$ci polimeru; punktami oznaczono wartosci uzyskane z pomiaro6w

Kryterium Goldenblata-Kopnova [9]

Ogolna postac tego kryterium

(ﬁl/atj)a + (ﬂ’-z/kla le)ﬂ + (ﬂ-tjklmn yakl y Tt = 1 (6)
gdzie: 7, 7,,,... — tensory parzystych rzedow;
1 1.
a:l" :—" = — ltd.
B=77 3

W obliczeniach bierze si¢ tylko dwa pierwsze wyrazy [4], stad postac tego

kryterium jest jak ponizej
T30+ 7300, = 1.

Po uwzglednieniu warto$ci naprezen dla stanu plaskiego otrzymuje si¢

2 2
71101 +\/71'1111011 +47,,00, =1. (7
Podobnie jak w kryterium Tsai-Wu odpowiednie wspotczynniki wynosza

_R.-R, (R11+R . 1
A Tun T T =57
2R, R 1R11 4R,

®)

11—
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Wartosci wspotrzednych tensora powierzchni wytrzymatosci, zgodnie z zalez-
nosciami (8), z uwzglednieniem wartosci w tabelach 1-3 [3], zamieszczono w tabeli 2.

Tabela 2. Wartosci stalych zaleznosci (7) wyznaczone ze wzoru (8)

Zawarto$¢ polimeru W T, T Tio1n
[kg/kg] [MPa] [MPa] [MPa]
0 -3.827-10° 2.060-10™ 5.165-10°*
0.35 —2.240-10" 1.450-10° 4340-10"
0.43 ~1.704-10° 1.165-10" 3.559-10°
8‘5‘2 ~1217-10° 1.029-10" 3.234-10"
: -0.864-10" 8.72-10° 2.777-10°

W celu przedstawienia graficznego opisu wedhug kryterium Tsai-Wu row-
nanie (3) przeksztalcimy do postaci kanonicznej

2
P
(0-11 +2P+J B +4P12120-122 =l+—— ©)

1111

Parametry charakterystyczne tej krzywej (elipsy) przy uwzglednieniu zalez-
nodci (5) 1 wartodci R, R-, R, podano w tabelach 1-3:

— wspolrzedne $rodka

! 2})11” - 2
(10)
o,=0;
— polosie
2
PR N PN O Tl (1)
[)llll 4P1111 2
b:\/ ! [1+ Ay J:R”(R““LRH). (12)
43212 4Pllll 2 R“Rﬁ
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Ponizej w tabeli 3. podano wspotrzedne elipsy charakteryzujacej wytezenie
drewna naturalnego i modyfikowanego

Tabela 3. Wielkosci charakterystyczne elips zgodnie z zaleznosciami (10—-12)

przy wykorzystaniu wartosci z tabel 1-3 (czgs$¢ 1)

Materiat o o) a b
[MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
K0.0 20.10 0 73.40 22.25
K0.35 15.45 0 91.05 26.08
K0.43 13.90 0 95.80 27.08
K0.48 12.85 0 98.95 27.74
K0.56 10.90 0 104.2 28.85

Roéwnania elips drewna naturalnego i kompozytow:

1. Drewno naturalne K0.0

2. Kompozyt K0.35

3. Kompozyt K0.43

4. Kompozyt K.0.48

5. Kompozyt K0.56

(o, —20.10)°

2
Oy

73.40°

(0, —15.45)

+
22.25°

2
Oy

91.05°

(), —13.90)’

+
26.08°

2
Oy

95.80°

(o, —12.85)

+
27.08°

2
O,

98.95°

(o), —10.90)’

+ 2
27.74

2
Oy

104.20°

+
28.857

=1.

=1.

=1.

(13)

(14)

(15)

(16)

(17

Kryterium Tsai-Wu (3) ze statymi (5) oraz kryterium Goldenblata-Kopnova

(7) ze statymi (8) daja tg sama postac elipsy. Dalej przedstawiono dowod.
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Posta¢ kryterium Goldendblata-Kopnova sprowadzono do postaci:
27Z110-11"'(72'1111_72'121)0121"'472'12120-122:1- (18)

Jezeli porownamy wspotczynnik przy g, i q2] z kryterium Tsai-Wu (3)
i Goldenblata-Kopnova (7) przy wykorzystaniu zaleznosci wspotczynnikéw Py,
Pin, Pz 7y, @y, oraz 7, , to zauwazmy, ze

- (R,+R.} (R.-R 1
2, = =B, My~ = I R 121 =
4R R= 4R\ R= R R

1741

=P (19)

Z poréwnania wspotczynnikow wyrazonych w tych kryteriach wynika, iz
obie metody przedstawiaja t¢ sama elips¢. Na rysunku 2. pokazano zbiorczy wykres
wytrzymalosci kompozytu D-PMM w zaleznosci od zawarto$ci polimeru z wyko-
rzystaniem zalezno$ci (13—-17).

LR

60 80 100 120
a., [MPa]

Rys. 2. Wytrzymato$¢ kompozytu D-PMM w zaleznosci od sktadowych naprezen o, o,

dla roznych zawarto$ci polimeru; punktami oznaczono warto$ci uzyskane z pomiarow,
a linia ciagla krzywe okreslone wedtug kryterium Tai-Wu i Goldenblata-Kopnova

WERYFIKACJA STATYSTYCZNA OPISU

W celu dokonania poprawnosci oceny opisu dokonano obliczen $redniego
bezwzglednego btedu kwadratowego oraz blgdu wzglgdnego wedtug wzorow:

S, =\/i zp:(aij—af)z/mp ; (20)

i=l  j=I
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m p
=\/[ZZ((U;—G;)/aff]/mp, (21
i=1 j=1
gdzie: S, — $redni bezwzgledny btad kwadratowy;
S"  — éredni wzgledny blad;
o]  — warto$¢ teoretyczna naprezenia dla i-tego kata;
o, — warto$¢ eksperymentalna naprezenia dla i-tego kata i j-tego powtorzenia;

p
m =6 — liczba katow, przy ktorych okreslono warto$ci naprezen;
p =5 — liczba powtorzen pomiaréw naprezen dla kazdego z katow.

Btedy okreslone wedlug powyzszej zaleznosci porownuje si¢ ze Srednia
bezwzgledna i $rednia wzgledna odchytka pojedynczych spostrzezen na podstawie
zaleznosci:

A=t ST (o, - 0',) 1/q; (22)

aq =l j=l

e

- S Ty 2
1_C¥,q par il ~ q, (23)
O
gdzie: 4 — $rednia bezwzgledna odchytka pojedynczego spostrzezenia;
4" — $rednia wzgledna odchytka pojedynczego spostrzezenia,
o, — érednia warto§é napr¢zenia eksperymentalnego dla i-tego kata;
t — wartos¢ krytyczna rozktadu #-studenta dla poziomu istotnosci & = 0.05

i g = m(p-1) stopni swobody.

Wyniki obliczen statystycznych z wykorzystaniem zalezno$ci na okreslenie

wartosci S, 5", 4, 1 4" zestawiono w tabeli 4.
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Tabela 4. Zestawienie obliczen statystycznych dla $cinania z rozciaganiem
oraz $cinania ze $ciskaniem kompozytu D-PMM

Wedlug kryterium T-W Odchytki standardowe
] oraz G-K
Materiat S, o A Alw
[MPa] ’ [MPa]

K0.0 5.15 0.180 1241, =256 0.0423 -1, =0.087
K0.35 11.01 0254 | 2392-1, . =493 0.081,_, =0.165
K0.43 11.45 0.258 2281, =470 0.087, . =0.165
K0.48 10.69 0.235 1.16-1,, ., =2.39 0.035-1,,, =0.072
K0.56 13.26 0.263 1.97-1, ., =4.06 0.056-7__ =0.115

Z tabeli 4. wynika, ze opisy wytrzymatosci kryterium Tai-Wu oraz Golden-
blata-Kopnova sa poprawne. Najlepszy opis uzyskano dla drewna naturalnego.

UOGOLNIONA POSTAC ROWNANIA ELIPSY OPISUJACA ZMIANE
STANU NAPREZENIA DREWNA MODYFIKOWANEGO

Wykorzystano uogolnione kryterium Tsai-Wu dla ztozonego stanu napreze-
nia skladajacego si¢ z rozciagania, $ciskania i $cinania. Okreslono wspotczynniki
P11, Pi111 1 Pia12 uwzgledniajace zawarto$¢ polimeru W = 0.35-0.56:

_R-R, _ 53.25.01 001w _g3 5,,0-372w; ) (24)
R R; 93.5~e0'372'wf ‘53-25'61'001'“};
1 1
P]Ill = = , (25)
RR: 93500372W, 53 55,,1-001w,
e :4;? ) 11 048w (26)
e 4.45838¢ 1

Wprowadzajac te wspdtczynniki do ogdlnego kryterium Tsai-Wu (1)

2 >
R0+ B,00, + 40,01, =1,
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uzyskuje si¢ rownania w postaci elips opisujacych wplyw zawartosci polimeru
w kompozycie D-PMM na rozklad napre¢zen w materiale probki poddanej ztozone-
mu stanowi naprezenia.

W celu przedstawienia graficznego opisu wedtug kryterium Tsai-Wu (row-
nanie) sprowadzamy do postaci kanonicznej

2
P
(0-11 +2P+J B +4P12120-122 =l+——, (27)

1111
przy czym Pyy, Pi111, Pi212 okreslaja zalezno$ci 24-26.

Parametry charakterystyczne rownania elipsy okreslono za pomoca poniz-
szych zaleznoSci:

— wspohrzedne srodkow elips

. P” R” _Rﬁ 93.580,372% .53.2581,001wi
O == = =

2P, 2 2 (28)

— polosie elips

N ) IR
Blll 4Pllll 2

; (29)
_ B, Ry +R; 93577 45325
2R, 2 2
b= \/ 1 (1 it j_Rlz(RH+RH)_21.4180-524»’L (93,5, +53.25 0 ) 30)
4R VR Ry 2493.5,"72" 453,25,

W tabeli 5. podano wartosci wspotrzednych elips dla drewna naturalnego K0.0
i modyfikowanego o wigkszej zawartosci polimeru K0.56
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Tabela 5. WielkoS$ci charakterystyczne elips zgodnie z zalezno$ciami (28-30)

przy wykorzystaniu wartosci z tabel 1-3 (czgs$¢ 1)

Materiat o o’ a b
i, 12 MPa] [MPa]
[MPa] [MPa] [
K0.0 20.12 0 73.37 22.26
K0.56 10.94 0 104.2 28.87
Roéwnania elips drewna naturalnego i kompozytu:
1. Drewno naturalne K0.0
2 2
(o, 20.212) - 31
73.37 22.26
0(20.12, 0).
2. Kompozytu K0.56
2
(0,-10.94f o _, (32)

104.20° 28.87°

0(10.94, 0).

Na rysunku 3. przedstawiono przyktadowe wykresy wytrzymatosci kompo-
zytu D-PMM w zaleznos$ci od zawarto$ci polimeru z wykorzystaniem kryterium
Tsai-Wu (31, 32).

(o, -10.94y . G,

1042 “oger !

o MPa]]

(o, 2(J_I.2)' . G, 4 . 30 :
73.37 2226

28.8

2226 /

b=
$.(10.94:0)
$,(20.12:0)

A

0 20 40 60 80 100 120
5. [MPa]

-100 -0 -60 -40 -20

Rys. 3. Wytrzymato$¢ kompozytu D-PMMw zaleznosci od skladowych naprezen ¢, 0,

dla dwoch réznych zawarto$ci polimeru; linie ciagle krzywe okreslono z wykorzystaniem
zaleznosci (31) 1 (32)
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WNIOSKI

Celem poréwnania powierzchni granicznych w postaci elips dla drewna natu-
ralnego i modyfikowanego przedstawiono je na wspdlnym rysunku 3. Powierzchnie
tych elips przedstawiaja zakres obciazen dwoch réznych standw naprezen powstatych
w drewnie naturalnym i modyfikowanym. Mozna zaobserwowac, jakie korzysci spo-
wodowata modyfikacja drewna. Wytgzenie materialu modyfikowanego przy $ciskaniu
wzdhiz widkien moze by¢ prawie dwu-, a w poprzek widkien ponad czterokrotnie
wigksze dla analogicznych kierunkéw w stosunku do drewna naturalnego. Stad nasu-
wa si¢ praktyczny wniosek dla konstruktorow, ze gtdéwnie drewno modyfikowane
powinno by¢ stosowane na konstrukcje poddawane Sciskaniu. Rowniez przy rozcia-
ganiu widoczny jest znaczny wzrost wytrzymatosci drewna modyfikowanego.

Przeprowadzone badania wytrzymato$ci na przyrzadzie pomiarowym po-
zwolity na okreslenie wartosci obciazen, przy ktorych wystapit poczatek niszczenia
probek. Wartosci naprezen odpowiadajace obciazeniom pokrywaly si¢ z elipsami
lub lezaty w obszarze opisanym przez elipsy.

Hipoteza wytezeniowa, ktora zastosowano do kompozytéw drewna, jest bar-
dzo rygorystyczna, tzn. mozna zadawa¢ wyzsze wartosci obciazenia niz na to po-
zwala hipoteza. Bylo to wynikiem zalozen, iz dla kazdego kata o obciazenie jest
zalezno$cia liniowa oraz ze geometria probki jest niezmienna.
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MODIFIED WOOD STRENGTH UNDER COM-
PLEX TENSION CONDITIONS

PART II
MATHEMATICAL DESCRITPTION

ABSTRACT

The paper presents boundary surfaces of natural and modified wood strength based on
the results of investigations into strength included in Part I. To describe strength of the materials
under investigated under complex tension conditions Tsai-Wu and Goldenblata-Kopnov criteria
were used. Sendocor’s test F heir was used to verify their adequacy.

Keywords:
natural and modified wood, boundary strength, strength criteria.
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