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MATERIALOW LEPKOSPREZYSTYCH
PODDANYCH OBCIAZENIOM ZLOZONYM

STRESZCZENIE

Praca przedstawia dwie wersje réwnan konstytutywnych materiatow lepkosprezystych
w 0golnym stanie naprezenia. Do ich wyprowadzenia wykorzystano model Kelvina-Voigta oraz
model standardowy, ktdre uogélniono na przestrzen trojwymiarowa, Zastosowano wspétczynniki
umozliwiajgce uwzglednienie relaksacji odksztatcen, relaksacji naprezen i wptywu chwilowych
(nierelaksujacych) modutow sprezystosci na deformacje materiatu przy obciazeniach zlozonych
ponizej granicy plastycznosci.

Stowa kluczowe:

materiat lepkosprezysty, rownania stanu, tréjwymiarowy stan naprezenia.

WSTEP

Odksztatcanie ciat jest procesem czg$ciowo nieodwracalnym w sensie ener-
getycznym, gdyz na skutek thumienia wewngtrznego czg$¢ energii zostaje rozproszona
[1, 2, 4, 6]. Dekrement logarytmiczny thumienia wewngtrznego zalezy od rodzaju ma-
teriatlu, z ktorego zbudowane jest ciato, oraz od amplitudy i czgstosci drgan. Tylko dla
bardzo matych odksztalcen jednostkowych (rzedu 10°) mozna go uwazaé za staly.

Zalezno$¢ dekrementu tlumienia od czgstoSci jest niedostatecznie zbadana
i bardzo ztozona. Szczegoblnie istotny wpltyw na poziom tlumienia wewngtrznego ma
budowa materii. W przypadku metali nieuporzadkowane atomy w siatce krystalicz-
nej staraja si¢ zaja¢ nowe potozenia rownowagi, co wiaze si¢ z dysypacja energii.
Na rozpraszanie energii maja rowniez wptyw defekty struktury krystalicznej oraz
wtracenia obcych atomow w sie¢ krystaliczna. Ponadto na granicach ziaren metalu
krystalicznego czgsto wystepuja poslizgi i mikropeknigcia zuzywajace energie.
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Thumienie wewngtrzne moze by¢ tez zwiazane ze zjawiskami makrotermosprezysto-
sci. Podczas obciazania metalu powstaja lokalne roznice temperatur zwiazane z roz-
proszeniem ciepta, przy czym przy wysokich czgstosciach proces jest adiabatyczny,
a przy niskich — izotermiczny. Podobne r6znice mozna zaobserwowac migdzy sasia-
dujacymi ziarnami i wowczas mowimy o mikrosprezystosci. W bardzo niskich tem-
peraturach tlumienie moze by¢ zwiazane z przeplywem elektronow. Jesli chodzi
o metale, to moga w nich mie¢ takze miejsce drgania linii dyslokacji, ktore przy
duzych napre¢zeniach prowadza do zerwania zaczepien w punktach wewngtrznych
i utworzenia nowych dyslokacji.

ZYozonos$¢ tego typu procesow sprawia, ze budowe ciata przyjmuje si¢ jako
jednorodne kontinuum, ktérego wiasciwos$ci opisuje si¢ uproszczonymi modelami
reologicznymi. Modelem najbardziej elementarnym jest idealna sprezyna, dla ktorej
zwiazek migdzy naprezeniem i odksztalceniem opisuje prawo Hooke’a

o =~F¢. (1

W réwnaniu (1) E jest modulem Younga, ¢ napr¢zeniem normalnym, a € —
wydhluzeniem (lub skroceniem) jednostkowym. Ogolny stan napr¢zenia ciala ideal-
nie sprezystego okresla tensor

X Xy Xz
T'=lt, o, 1,/ 2)
Tz‘c sz cSz

Zgodnie z twierdzeniem o roéwnowarto$ci naprgzen stycznych
Ty =Ty T =T, 1T,, =T, tensor ten jest symetryczny. Znajac tensor (2) 1 stosu-

yx T Yxyo tzx Xz
jac zasadeg superpozycji, mozna wyznaczy¢ skutki dziatania poszczegolnych jego
sktadowych. Dla idealnie spr¢zystego materiatu izotropowego otrzymuje si¢ w ten
sposob uogodlnione prawo Hooke’a [3]:

Sx:%[csx_v(ov+62>]

2, =, v, +0.)] | o
822%[62—\)(6)54-6})]

vxy=rg, w;%, vzx—Tg
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w ktorym G jest modutem odksztatcenia postaciowego, v sa jednostkowymi od-
ksztatceniami poprzecznymi, a v — wspotczynnikiem Poissona. Pomigdzy moduta-
mi £ i G zachodzi zalezno$¢

§=2(1+v). 4)

Plaszczyzny, na ktorych wystepuja jedynie naprezenia normalne, nazywane
sq ptaszczyznami gtownymi, a kierunki do nich prostopadte — kierunkami gtéwny-
mi. Znajomos$¢ kierunkow i naprezen gtéwnych pozwala na wyrazenie stanu napre-
zenia za pomoca trzech naprgzen glownych ©,,0,,6; 1 stanu odksztalcenia za

pomoca gtéwnych odksztatcen jednostkowych €,,¢,,€;
1
€ ZE[Gl -v(o, "'0'3)]

Szzf[cz_v(cl‘*‘cd]. (5)
1
€3 25[53 _V(Gl +02)]

Yi2=Y23=Y3=0

Ponizej podano analogiczne relacje dla materiatu lepkosprezystego oparte
na dwoch reologicznych modelach i dwoch modelach standardowych.

a) b) ©) d)

: 5

-

(o g g g

Rys. 1. Podstawowe modele reologiczne: a) Kelvina-Voigta, b) Maxwella, ¢) i d) standardowe

2 (169) 2007 33



Janusz Kolenda

Model Kelvina-Voigta jest utworzony przez rownolegte potaczenie sprezy-
ny i thumika wiskotycznego (rys. 1a). Rownanie stanu tego modelu ma posta¢

. . dg
c=Fe+ne , |le=—1, 6
n ( dtj (6)

gdzie 1 jest wspotczynnikiem thumienia wiskotycznego przy rozciaganiu ($ciska-
niu). Odpowiednikiem rownania (6) w przypadku deformacji skretnych jest [2, 6]
T=Gy + )Y, )
gdzie: T — naprgzenie styczne;
vy —jednostkowe odksztalcenie poprzeczne zwane posunigciem;
A —wspotczynnik ttumienia wiskotycznego przy skregcaniu.

Innym modelem materiatéw lepkosprezystych jest model standardowy,
utworzony przez idealna sprezyne potaczona réwnolegle z modelem Maxwella (ide-
alna sprezyna polaczona szeregowo z tlumikiem wiskotycznym), zdefiniowany
rownaniem [1]

o +ac =lg +msg , )
gdzie a, [, m — stale.
Zwazywszy na oznaczenia przyjete w rownaniu (6), zastapimy (8) rownaniem

G +ac =FEe +ne )]
1 uzupelnimy rozwazania o naprezenia styczne na podstawie réwnania

T+bt =Gy +Ay, (10)

gdzie b — stala.

ROWNANIA KONSTYTUTYWNE
MATERIALU OKRESLONEGO MODELEM KELVINA-VOIGTA

Przy rozciaganiu w kierunku osi x ciala zbudowanego z materialu lepko-
sprezystego zachodzi, zgodnie z modelem Kelvina-Voigta, rownanie

c,=FE¢e +ng,. (11)
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Odksztalceniom jednostkowym € towarzysza odksztatcenia jednostkowe

w kierunkach poprzecznych

(12)

gdzie v jest wspotczynnikiem Poissona materiatu ciata. Przy zalozeniu, Ze v nie
zalezy od predkosci odksztalcen, poziomu naprgzen, temperatury i innych czynni-
kow podlegajacych zmianom, mozna dla odksztalcen zmiennych w czasie napisac:

sy(t)z—vsx(t) , e.(t)=—ve (¢). (13)

Przyjecie stalej warto$ci v oznacza, ze predkosci odksztatcen jednostkowych spet-
niaja zwiazki

g,()=—ve (1) , €.(t)=—ve, (¢). (14)
Podobnie przy rozciaganiu w kierunku osi y powstaje naprezenie

c,=Ee, +ng, (15)
oraz odksztalcenia jednostkowe w kierunkach osi x i z

€. =-ve,  , & =-vg (16)

£ =—VE  , £.=-VE,. (17)

W wyniku pomnozenia rownania (15) przez -v otrzymuje si¢
-vo , =—Eve —nve , (18)
czyli z uwzglednieniem (16) i (17)
Ee +me, =-vo

(19)

y.

Jesli rozciaganie ciata zachodzi w kierunku osi z, analogicznie do (19) za-
chodzi zalezno$¢

Ee +ne, =-vo (20)

z .
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Kojarzac réwnania (11), (19) i (20) zgodnie z zasada superpozycji, otrzy-
muje si¢ dla odksztatcen jednostkowych w kierunku osi x relacje

Ee +n8'x=c5x—v(cy+cz). (21)

Podobne postgpowanie w odniesieniu do odksztatcen jednostkowych w kierunkach
osi y iz prowadzi do relacji

E8y+n?fy=(sy—v(cx+cz)‘ )
Ee_+me, =0, —v(cx +c5y)

Ich uzupehieniem sa relacje dotyczace naprgzen stycznych i towarzyszacych im
posunigé
Gny + 7\‘ny =Txy
G’sz—‘r)\’y.yz :Tyz' (23)
GYZX + 7\"};2)( =TZX
Gdy kierunki osi x, y i z sa zgodne z kierunkami osi gtownych, nalezy zasta-
pi¢ relacje (21) — (23) rownaniami
Ee, +ng, =0, -V (62 +0,)
E82+n8'2=c72—v(01+c53) (24)
Ee,+mé; =0, —Vv(o,+0,)

oraz
Gy, +Ay =0
Gy 3+ 2753 =0. (25)
Gy +Ays =0

Z réwnan (25) wynika, ze w odrdznieniu od ciata idealnie spr¢zystego po-
mimo braku naprezen stycznych na plaszczyznach gtéwnych moze wystapic relak-
sacja posunie¢ w tych plaszczyznach (pelzanie w kierunkach réwnoleglych do
ptaszczyzn gléwnych). Jesli naprezenia styczne zanikly w chwili ¢ = 0 przy warun-
kach poczatkowych

le(o):Ym > Y23(0):Y20 > V31(0):Y30a (26)

to rozwiazania réwnan (25) przyjmuja postac
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le(t):Aeirt > Y23(t):Bein > V31(t)zceirt: (27)

gdzie 4, B, Cir sa statymi.
W wyniku podstawienia (27) do réwnan (25) otrzymuje si¢

I”ZI, (28)

uwzglednienie zas warunkoéw poczatkowych daje
A=Y,9,B=72,C=75. (29)

Stad

-Gt/\ -Gt/\

le(t):Yloe > st(t)zhoe ) Ysl(t)z”/soe_Gm . (30

Zaleznosci (30) mozna przedstawi¢ w alternatywnej formie

QO = Yo _ Yoo _ Va0 (31

_YIZ(I)_YB(t)_YN(t)’

co pozwala wyznaczy¢ wspodtczynnik thumienia A ze wzoru

_ Gt _ Gt _ Gt
ln[y 10 /le(t)] l”[Y 20V 23 (t)] Z”[Y 30/Y 31(t)]

na podstawie wynikow pomiaru wybranego posunigcia w chwilach 0 i z. Podobnie

A (32)

okresli¢ mozna wspotczynnik tlumienia 1. Nalezy jednak zaznaczyé¢, ze pomigdzy
wspotczynnikami 1 i A zachodzi zalezno$¢ [5]

%: 2(1+v), (33)

€O oznacza, z€

> |3

E
== (34)

Jedna z zalet przedstawionych réwnan jest ich prostota wynikajaca z zasto-
sowania modelu Kelvina-Voigta. Stanowi to rownoczesnie ich wadg, przejawiajaca
si¢ w niemoznosci odwzorowania relaksacji naprezenia, rozréznienia chwilowego
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nierelaksujacego modutu sprezystosci (przy szybkim odksztatceniu) i dlugotrwatego
relaksujacego modutu sprezystosci (przy powolnym odksztatceniu) [1, 7] itp. Usu-
nigcie tych wad wymagatoby zastosowania modeli o wigkszej liczbie stalych mate-
riatowych. Jednym z nich jest model standardowy.

ROWNANIA KONSTYTUTYWNE
MATERIALU OKRESLONEGO MODELEM STANDARDOWYM

W celu uwzglednienia lepkosprezystych wiasnosci materiatu ciata rozciaganego
w kierunku osi x za pomoca modelu standardowego nalezy rownanie (9) zastapi¢ przez

c,+ac,=FEe +ne,. (35)
Analogicznie przy rozciaganiu w kierunku osi y zachodzi rownanie

c,+ac, =E8y+1‘|€fy, (36)
czyli takze robwnanie

-Vvo ,—ave , =—Eve  -nve , 37
ktoére na podstawie (16) i (17) daje

Ee +me, =-vo,—avo . (38)
Podobnie przy rozciaganiu w kierunku osi z otrzymuje si¢

Ee 4+me,=-vo,—avo,. (39)

Réwnania (35), (38) 1 (39) sa liniowe, dzigki czemu do odksztatcen jednostkowych
w kierunku osi x mozna zastosowaé zasadg superpozycji:

E8x+ns'x=Gx—v(cy+cz)+a[dx—v(c§y+c§z)J. (40)

Analogiczne réwnania mozna uzyskac dla odksztatcen jednostkowych w kierunkach
osiyiz:

Ee, +ne, =0, —v(cx+cz)+a[dy—v(c§x+dz)J Al
Ee_+mE, =0, —v(cx+cy)+a[dz—v(dx+dy)] ’ @1
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Z kolei dla wywotanych naprgzeniami stycznymi posunig¢ w plaszczyznach xy, yz
1 xz mamy réwnania

nyy +7»y'xy =1, +br'xy
Gy, + M, =1, +bt . (42)
G’YZX +7\"Y.ZX ZTZX +bT‘ZX

W odréznieniu od rownan (21) — (23) réwnania konstytutywne (40) — (42)
umozliwiaja takze analiz¢ relaksacji napr¢zenia.

UWAGI KONCOWE

Dalsze zwickszanie doktadnosci matematycznego odwzorowania procesu
deformacji danego materiatu lepkosprezystego przy zachowaniu liniowos$ci rownan
konstytutywnych mozna uzyska¢ poprzez dodanie cztonéw z pochodnymi wyzszych
rzedow [4] w rownaniach typu (8)

6 +ao +a,6 +..=FEe +mg +mE +..., (43)

gdzie a,,a,,...,m,,m,,... sa stalymi wyznaczanymi doswiadczalnie, a takze poprzez

wprowadzenie wspolczynnikow poprawkowych. Przykladowo, w pracy [7] stoso-
wany jest mnoznik

A
k=—, 44
2 (44)

gdzie: A — chwilowy modut sprezystosci;
B — dtugotrwaty modut sprezystoscei,

ktory uzaleznia odpowiedZz uktadu na obciazenia ztozone od szybkosci odksztatce-
nia. Zgodnie z ta koncepcja nalezaloby w roéwnaniach (40) — (42) zastapi¢ cztony

néx ’néy ’néz b 7"’Y’xy b 7\’sz b 7\”Y'zx
przez
E' . E' . E' . G’ G’ G’
—&,,N—¢,, _82 77\'_ ‘x 77\‘_ / 2’7\'_ 'z‘c’
Vo Vg Vgt g Mg G
gdzie: E' — chwilowy modut sprezystosci;
G’ — chwilowy modut odksztatcenia postaciowego.
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ABSTRACT

This paper presents two versions of constitutive equations of viscoelastic materials in

the general stress state. To derive them the Kelvin-Voigt's model and the standard model, which
have been generalized for the 3-D space, are used. The coefficients applied make it possible
to take into account the strain relaxation, stress relaxation and the influence of momentary
(non-relaxatory) moduli of elasticity on the material deformations under complex loads below
the yield point.
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