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Przedstawiono  szczegdlowo aparat  budowy charakterystyk rézniczkowych

prognozy i kontroli stanu obiektu zarzqdzania. Takie rozwiqzanie jest trafne z punku

widzenia rozwoju idei systemu PERT, przv planowaniu produkcji w  funkcji
zas — zasoby.

A Model of Managing the Production Process on the Basis
of Integral Characteristics

Key words: integral characteristic (integral, differential), automated management
system, elementary operation, planned trajectory

The apparatus of building integral characteristics for the prognostication
and control of the condition of the management object is presented in this article. Such

solution is successful development of the idea of PERT — system, during production
planning in the function of time-resources.
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Wstep

Dowolny zarzadzany obiekt mozna rozpatrywaé jako zautomatyzowany
system zarzadzania (ASZ) z jednym lub kilkoma wejSciami i wyjéciami.
Do rozwiazania problemu zarzadzania wykorzystuje si¢ modele matematyczne
stosowane w ekonomii [1] (Rys. 1).
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Rys.1. Zautomatyzowany system zarzadzania: x, — wskazniki wejsciowe, przystepujace do obiektu
zarzadzajacego; y,, — dane wyjéciowe, okreslajace efektywno$é pracy obiektu; z; ~ czynniki
wplywajace na pracg obiektu zarzadzajacego; g, — zarzadzajace oddziatywanie na obiekt
Fig. 1. Automated management systen

Jesli na wejSciu zarzadzanego obiektu wystepuja np. objetosci kilku
rodzajow zasobow x(f) = {x,(¢),x, (¢),...,x, ()} w planowych odstepach czasu,
to na wyjsciach mozna wykazac rezultaty pracy obiektu

y(@) = (0,0, 3, ()}

przy oddzialywajacych czynnikach  z(t) = {z,(¢),z,(t),...,z, (¢)}, ktére
wplywaja na zachowanie sig¢ obiektu, gdzie n i m oznacza liczbe wejé¢ i wyjécé
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natomiast & — oddzialywajace czynniki [8]. W zaleznoéci od wystepujacych
objeto$ci zasobow x(1) 1 czasu ich dostarczenia, struktura zarzadzajaca w czasie
momentéw kontrolnych [4] otrzymuje dane wyjsciowe y(¢) o funkcjonowaniu
obiektu zarzadzania.

Struktura zarzadzajaca w ASZ rozwiazuje dwie gtowne grupy zadan:
analizy i syntezy. Zadanie analizy zachowania si¢ zarzadzanego obiektu
znajduje si¢ w prognozach rezultatéw pracy Yi?) [7], wedlug nadanych
zewnetrznych planowych wskaznikéw x;(2). Zadanie syntezy zarzadzanego
obiektu zawiera si¢ w odnajdywaniu przez strukturg zarzadzajaca optymalnego
rozwiazania g(¢) dzieki optymalnym wynikom pracy obiektu ;)
z uwzglednieniem jakiego$ zewnetrznego oddziatywania z,(2).

Wejéciowymi danymi w zadaniu analizy sa: ekwiwalentny model
funkcjonowania obiektu, zbudowany na podstawie specjalizowanych ocen [2-4]
z parametrami  wszystkich wchodzacych do niego elementéw, zadanych
w postaci zbioru specjalizowanych ocen 1 opis zewngtrznego oddziatywania z(?)
[6]. W rezultacie analiza planuje wyj$ciowe dane pracy obiektu y;(¢) w postaci
zbioru objetosci przypuszezalnych wykonanych prac. W poszczegdlnych
przypadkach zadanie analizy moze sprowadza¢ sig do okreslania stosunkéw
pomiedzy wyjsciowymi danymi na oddzielnych wyjsciach y;?) a planowymi
zakresami oddzielnych rodzajow korzystnych $rodkéw xi(t), zastosowanymi
do okre$lonych  wej$¢. Takie stosunki nazywane sa w literaturze
charakterystykami lub funkcjami systemowymi. W zaleznosci od tego, jaka
wielko$§¢ tworzy podstawe (specjalizowane oceny lubczas) 1 ktéra
jest argumentem w wyrazeniach, to okre$lana jest jako charakterystyka
specjalizowana lub czasowa. Okre§lenie 1 badanie specjalizowanych
charakterystyk przedstawia soba zdanie analizy obiektu w specjalizowane;j
dziedzinie. Nagromadzenie charakterystyk czasowych — jest zadaniem analizy
obiektu w dziedzinie czasowe;j.

Wyjsciowymi danymi w zadaniu syntezy jest okreSlenie zewngtrznego
oddziatywania (czynnika) z(z) i jego stopien wplywania na obiekt, ktory
ma odzwierciedlenie w rezultatach pracy obiektu yi(z). Ostatecznie nalezy
koniecznie znalez{ ekwiwalentny model obiektu zarzadzania, parametry,
ktorego okre$lone sa bieglymi ocenami wszystkich wchodzacych do niego
elementéw. W szczegdlnym przypadku zadanie syntezy moze sprowadzac
si¢ do modelowania pracy zarzadzanego obiektu wedlug zadanych stosunkow
migdzy planowymi wejéciowymi wskaznikami x,(2) i danymi wyjsciowymi y;(1),
tzn. do zbudowania modelu obiektu wedlug jego charakterystyk i modelu
zarzadzajacej struktury — wedlug prognoz oddzialywajacych na obiekt czyn-
nikéw 1 okreélenia optymalnego rozwiazania.
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Metoda charakterystyk catkowych

Rozpatrzymy model matematyczny, ktéry przedstawiony jest jako ruch
punktu w ograniczonej dziedzinie nadanej trajektorii w odstepie czasowym.
Schematycznie problem ruchu punktu po nadanej trajektorii mozna zapisaé
w postaci [5]:

J(q, u)—supj <infj, 0
F(g, u) =0, )
ue Ug, 3)

gdzie: J(q, u) : Q x U— R — funkcjonaty;
F(q, uw) : Qx U—V - operator;
O, U V - charakterystyki funkcjonalne trajektorii ruchu punktu
W przestrzeni,
J(g, u) — jest okre$lonym funkcjonatem odzwierciedlajacym charakter
ruchu punktu po nadanej trajektorii;
F(g, u) — nadaje si¢ z pomoca pewnego zadania dla rdéwnad
ze szczegblnymi integralnymi charakterystykami, gdzie u € Ug —
odcinek trajektorii w odstgpie czasu ruchu punktu, nalezacego
do okreslonego funkcjonatu.

Przyktadem modelu opisanego wzorami (1) — (3) jest zadanie okre§lenia
miejsca znajdowania si¢ poruszajacego si¢ punktu, nadanego w ograniczonej
dziedzinie 1 opisanego réwnaniem catkowym, tj.

f

q(t) = u(tz) —u(t,) (%)
u(t) eUq, Aq(t)=q(t, +At), At—0 (6)

Wykazemy, ze dowolny proces produkcyjny, ktéry jest rozdzielony
na oddzielne operacje i odpowiadajace okre§lonym trwaniu wypelnienia prac,
mozna przedstawi¢ jako ruch punktu po nadanej trajektorii w odstepie czasu.
Przyjmiemy q = q(t) — zakres wykonanych prac w okreslonym odstepie czasu ¢.
Rozpatrzymy dwa momenty czasu, ktérym odpowiadaja punkty q(z,) i (¢, + At):

t; — termin rozpoczgeia wykonania prac;
1, — termin zakonczenia wykonania prac.
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Zakres wykonywanych prac w odniesieniu do momentu czasu t; réwny
jest przedzialowi odniesienia ruchu punktu po nadanej trajektorii w odstgpie
czasu t; + At do dlugo$ci tego odcinka czasu przy At—0, wtedy trwanie
wykonania prac () mozna przedstawi¢ jako:

r(t) = B‘rg[q(t[ +A) —q@t)]/ At =dq/dt] _, (7

W taki sposob, trwanie wykonania prac i dowolny moment czasu
¢ stanowi wielko$¢ skalarna. Okre$la ona stosunek pochodnej w czasie
od zakresu wykonanych prac lub liczbowo réwna jest predkosei ruchu punktu
ponadanej trajektorii w czasie, majaca liniowa (a) lub nieliniowg
(b) charakterystyke funkcjonalng (rys. 2).

A A
(v (9
q(t Ay q(ti AL
L T— O %
to t;~ zl+.Ar t > £ ' t, htAr t >
a) liniowa charakterystyka funkcjonalna b) nieliniowa charakterystyka funkcjonalna

Rys. 2. Zalezno$¢ trwania prac od czasu
Fig.2. Relation between work duration and time

W ogblnym przypadku znaczenie trwania wykonywanej pracy r(t)
w dowolnym momencie czasu t mozna przedstawi¢ jako liniowa funkcje czasu
r = r(t), a predko$¢ ruchu punktu po nadanej trajektorii w czasie — jako wielko$§¢
zmieniajaca sie w zalezno$ci od wewnetrznych 1 zewngtrznych oddziatywan.

Wtedy:
r(t)y=dg/dt=qlt 8)

Tak wiec, proces produkcyjny wykonywany w okre§lonym odstgpie
czasu ¢; 1 t; (planowe wyniki wykonania prac) okresla si¢ réwnaniem catkowym:

()= r(e) - r(2,) = [ )

i
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Przedstawimy wykonywana prace, wydzielona z ogdlnego zakresu
procesu produkcyjnego jako przemieszezenie si¢ punktu po nadanej trajektorii
pomiedzy punktami ¢, i 1, tzn. dokonuje si¢ jaki$ proces, ktoéry okreéla sig jako
operacje elementarna, dokonywana w okreslonym odcinku czasu. Dlatego,
w interwale czasowym operacj¢ elementarna u(z) mozna przedstawié jako
roznicg migdzy terminami zakoficzenia wykonania prac a terminami
ich rozpoczgceia:

u(t.):tz - (10)

Ze wzoru (10) wynika, ze operacja elementarna jest wielkoscia skalarna,
ktéra przypisuje si¢ jako okreslona trajektorig ruchu punktu miedzy punktami
fi1 f. Proces produkeyjny, w miarg jego wykonywania, wstepuje w 16Znego
rodzaju zasoby. Operacja elementarna u(z) miedzy punktami # i £, moze by¢
okreslona jako przedzial stosunku zakresu wymaganych rodzajéw zasobéw
w do wykonania danej operacji i zakresu wykonywanych prac, tzn.:

u=dwl/dg an

Przy przemieszczaniu punktu po nadanej trajektorii lezacej miedzy
punktami # 1 #, dokonuje si¢ operacja elementarna, ktéra zalezy od czasu
wstapienia zasobow 1 zgodnie ze wzorami (11) 1 (7) réwna sie:

dw=u-dg=uer-dt (12)

Operacja elementarna charakteryzuje si¢ kontynuacja wykonywanej
pracy, ktéra jest okreslona planowanymi wynikami w zadanym odcinku czasu
1czasem wplywu zasobow. Wtedy proces do momentu czasu ¢ = f; (termin
rozpoczeeia wykonywania prac) przy At — O okresla sig catkujac wzor (12):

f
w:w(t):uej-r-dt (13)
0

Zakres zasobOw konieczny do wykonania procesu przemystowego
mozna przedstawi¢ jako wplyw zasobéw na poczatku wykonywania prac
w momencie czasu y. Proces zuzywania zasobéw p do wykonania operacji
elementarne;j jest opisany nastepujaco:

p=dwl/dt=uer - (14)

Podstawiajac wzor (14) do (13) okreslimy zakres zasobéw na poczatek
wykonywania prac, koniecznych do wykonania kompleksu operacji
W momencie czasu { = 4
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w(t,) = [ p-dt (15)

Oczywiste jest, ze zakres zasobow w tak wplywa na wykonanie operacji
elementarnej w odcinku czasu Af=1¢, —f,, Ze moga one byl wyrazone
charakterystyka integralna:

f
w=w(t,)-w(t,) = | p-dt (16)
f
Rozpatrzymy zarzadzany proces produkcyjny skiadajacy si¢ z operacji
elementarnych, uwzgledniajac wptyw oddzialywajacych czynnikow. Operacja
przedstawiona jest jako ruch punktu po nadanej trajektorii. Wtedy terminy
wykonania operacji elementarnej okreslaja sig:

u=dv/dt a7

Rozpatrzymy predkos¢ sumaryczng wykonania operacji elementarnej
procesu produkcyjnego, wchodzaca do nadanego interwatu [1]:

nt nt

v=u; =) [(r, k) a, +1)] (18)

i=1

gdzie:
r — kontynuacja wykonania prac w okresie czasu t,; 1 t,, tzn. ruch punktu
po nadanej trajektorii w przestrzeni;
k — wspdlezynnik nadwyzki czasu zaplanowanego okresu;
a — wspotczynnik odchylenia ruchu punktu od nadanej trajektorii;
i — liczba punktéw kontrolnych w nadanym interwale;
j — liczba interwalow, okreslonych na osi czasowe;.

Charakterystyka realna moze by¢ przedstawiona predkoscia wykonania
zakresu prac, a wyrazona sumg integralna:

m I m .
V=2, =22 105 ky) Kay + D]AY (19)
Jj=l J=1 i=1
gdzie:
4t;— kontynuacja j-tego interwatu. -
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Detalizacja modelu predkosci wykonania procesu produkcyjnego jako
predkosci ruchu punktu po nadanej trajektorii w kryterialnej przestrzeni,
okreslonej na osi czasowej, prowadzi do krancowego przeksztatcenia w postaci:

V(t)=limAt; -0 (20)

Predko$¢ wykonania zakresu prac wyraza sig charakterystyka integralna:
m s
2V =[q@at 1)
J=l 0

gdzie: : A
¢ — czas ruchu punktu po nadanej trajektorii.

Na proces produkcyjny oddziatuja rézne czynniki okreslajace zaleznosé
wykonania operacji elementame] w czasie. Wtedy wspdtczynnik odchylenia
ruchu punktu a; stosunkiem operacji elementarnej do realnych termindw
wykonania prac:

a;=uy,/lr, (22)

Znaczeniem stopnia wplywu czynnika na czas wykonania operacji
clementarnej jest znaczenie wielko$ci okreslajacej realny termin zakonczenia
wykonania operacji przy Ar—0, tzn. zalezno$¢ potozenia punktu roboczego
w przestrzeni od przyjmowanych znaczen u, 1 i, przedstawionych zalezno$ciami
funkcjonalnymi:

u=ur); r=ru (23)

Wtedy zalezno$¢ miedzy czasem wykonania elementarnej operacji
irealnymi terminami wykonania prac z uwzglednieniem oddziatywajacego
czynnika ma charakter nieliniowy (rys.3).

Wykonanie elementarnej operacji w  wigkszym stopniu zalezy
od wspoétczynnika odchylenia a; ruchu punktu od nadanej (planowej) trajektorii,
tzn. realne terminy wykonania prac w zalezno$ci od wplywu oddziatywajacego
czynnika F,, gdzie:

F,=u/r, (24)
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A A .
4 r(u) / r(u)
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Rys. 3. Integralne charakterystyki wykonania prac w zaleznosci od
wspdtczynnika odchylenia: a) planowa; b), ¢) realne
Fig.3. Integral characteristic of workmanship depending upon deviation factor
aj)planned; b), cj real

Jako szczegélny przypadek, pod oddziatywajacym czynnikiem,
ktéry wplywa na wykonanie prac, rozpatrzymy terminy wplyniecia zasobow
przez odstep czasu £, 1 £, przy wykonaniu elementarnej operacji, wtedy wzor (24)
mozna przedstawi¢ jako charakterystyke integralna, a wykres ruchu punktu
po nadanej dziedzinie przyjmuje wyglad (rys. 4):

£

Fa(z‘)ztj‘padtzalyjradt ,(25)

fi f

Funkcja F,(?) jest funkcja w czasie i oblicza si¢ ja jako powierzchnie
zamknigta krzywa p = p(t) > 0, ktéra zalezy od stopnia wplywu czynnika.
Oddziatywajacy czynnik wyrazony jest przez wspétczynnik odchylenia a; ruchu
punktu od nadanej trajektorii w przestrzeni, co prowadzi do zwickszenia zakresu
wykorzystywanych zasobéw 1 zmiany planowych terminéw wykonania
kompleksu operacji.
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Rys. 4. Charakterystyka catkowa stanu obicktu w kryterialnej przestrzeni oddziatywajacego
czynnika
Fig. 4. Integral characteristic of the object condition in the criterial space of the interacting object

Whioski

Przeprowadzone badania uzmyslowily mozliwo$é wykorzystania
tradycyjnego integralno-rézniczkowego obliczania do planowania i prognozy
stanu obiektéw przemystowych w funkcji czas — zasoby. Dowiedziono,
ze w zasadzie mozliwe jest transformowanie danych aparatem systemu PERT
wzbior  charakterystyk przedstawionych graficznie 1 efektywne jego
wykorzystywanie w zarzadzaniu obiektem. Artykut koficzy wieloletnia prace
wtym kierunku iotwiera mozliwoéci przejscia do budowy produktu
programowego systemu planowania i kontroli nad obiektem zarzadzania
na podstawie danej metody.
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