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Streszczenie. Zaproponowano numeryczny model dynamiki membrany kotowej utwierdzonej na
obwodzie w zakresie ugie¢ trwatych o wartoéci poréwnywalnej z jej gruboscia, az do jej zniszczenia.
Opisano sformutowania problemu, stosowane przy mniejszych ugig¢ciach oraz przytoczono tzw.
wstepny model numeryczny obejmujacy analityczne sformulowanie membranowe z jednym stop-
niem swobody i ciaglym rozkladem masy oraz skalarny wariant réznicowej metody przeganiania.
Przedyskutowano przykltadowe wyniki obliczen wedtug tego modelu, wskazujac na jego pewne
niedogodnosci. W konsekwencji zaproponowano bardziej ztozony model numeryczny obejmujacy
analityczne sformufowanie problemu w ujeciu z dwoma stopniami swobody i ciggtym rozktadem
masy oraz wektorowym wariantem réznicowej metody przeganiania.

Stowa kluczowe: mechanika ciala stalego — dynamika membran sztywno-lepkoplastycznych

1. Wstep

Badanie deformacji konstrukeji poddanych obcigzeniom dynamicznym o duzej
intensywno$ci obejmuja szereg szczegélowych problemoéw, wsrdd ktérych mozemy
wyréznic:

— modelowanie obcigzen oraz ich realizacje w badaniach eksperymental-

nych,

— formulowanie zwigzkow konstytutywnych oraz ich odpowiednie stosowa-

nie,

— modelowanie proceséw deformacji,

— opracowywanie modeli deformowanych konstrukeji,
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— opracowywanie metod rozwigzan zagadnien granicznych formulowanych
w ramach analizowanych problemow,

— opracowywanie metod badan eksperymentalnych,

— zastosowania.

Dotychczasowe badania teoretyczne oraz ograniczone badania eksperymentalne
deformacji niesprezystej membrany kotowej obciazonej falg cisnienia o zadanych
parametrach obejmowaly w réznym stopniu powyzsze zagadnienia.

Przytaczane na potrzeby niniejszej pracy zalozenia czastkowe dotyczace
zwigzkéw materiatowych, formutowania procesu deformacji, funkcji obcigzenia
oraz metod rozwigzywania formulowanych zagadnien zostaty szeroko omdéwione
w przytoczonej literaturze.

2. Przeglad stosowanych sformulowan

Przedmiotem badan jest kolowa membrana o grubosci poczatkowej h,, i pro-
mieniu R, zamocowana na obwodzie, dla ktorej 100 < (2R/h;) < 300. W wyniku
obcigzenia dowolnym impulsem ci$nienia membrana podlega trwalym deforma-
cjom, przy czym przemieszczenie sSrodkowego punktu membrany w, moze znalez¢
sie w zakresie ~h, < (wy/h,) < zniszczenie (rys. 1).

Przedstawiona zostanie koncepcja rozwigzania problemu dla ugie¢ skoniczonych
na tle istniejacych rozwigzan, ktére obejmuja przedzialy trwatych ugie¢ matych
i umiarkowanie duzych.
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Rys. 1. Stosowane opisy procesu deformacji membrany w zaleznosci od zakresu jej trwatych ugie¢
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Tak wiec, w zaleznosci od zakresu przemieszczenia punktu srodkowego mem-
brany, a wiec od zasadniczych zjawisk zachodzacych w deformowanej membranie,
opisywano jej proces deformacji nastepujacymi zestawami sformulowan:

— plytowym dla ugie¢ matych rzedu (wy/h,) < 1,

— plytowo-membranowym dla ugie¢ umiarkowanie duzych rzedu 1 < (w/h,)

<10,

— membranowym dla ugie¢ umiarkowanie duzych rzedu 7 < (wy/h,) < 30,

— membranowym dla ugie¢ skonczonych rzedu 4 < (w,/h,) < zniszczenie.

Rozwigzania ptytowe przedstawiono w pracach [1, 2]. Przyblizone rozwigza-
nie membranowe, ale dla zakresu umiarkowanie duzych ugiec¢ z uwzglednieniem
oddziatywan lepko-plastycznych materialu membrany przedstawiono w pracy [3].
Sformulowanie ptytowo-membranowe dla deformacji umiarkowanie duzych wraz
z weryfikacja eksperymentalng wynikéw obliczen przedstawiono w [4]. W pracy
[5] przedstawiono sformulowanie problemu dotyczace zagadnienia ugie¢ duzych,
podajac wstepne i zarazem bardzo ogdlne, bo dotyczace tylko wynikéw obliczen,
ugiecia centralnego punktu deformowanej membrany.

W pracach [6, 7] przedstawiono metody uproszczonego rozwigzania zagadnie-
nia duzych ugie¢ cienkich sztywno lepko-plastycznych plyt kolowych (membran)
obcigzonych idealnym impulsem poczatkowym, przyjmujac rézne warianty zwigz-
kow konstytutywnych. Po raz pierwszy przedstawiono analiz¢ wplywu parametrow
fali uderzeniowej, wygenerowanej w trakcie detonacji niekontaktowego tadunku
materialu wybuchowego na proces przejmowania obciazenia przez membrane.
Wykazano istotne znaczenie doboru parametréw tadunku z punktu widzenia opty-
malnego wykorzystania fali uderzeniowej, wykonujacej prace trwatych deformacji
membrany lub prace jej zniszczenia.

W pracy [8] dokonano poréwnania metod wstepnego modelowania nume-
rycznego oraz metod przyblizonych typu inzynierskiego stosowanych w dynamice
niesprezystych membran. Sformutowano ogdélne grupy zalozen przyjmowane
w omawianych metodach, podano réwnania probleméw oraz przedstawiono me-
tody ich rozwigzania. Zamieszczono wyniki obliczen charakteryzujace omawiane
metody oraz podano obszary ich zastosowan.

W cytowanych artykulach stosowano teori¢ konstrukeji sztywno-plastycz-
nych wykazujacych wrazliwo$¢ na predkos¢ odksztalcenia, idac za wnioskami
zamieszczonymi w pracy [9], w ktdrej pordwnujac stosunek energii kinetyczne;j
wprowadzonej do uktadu do maksymalnej energii sprezystej, jaka moze by¢ zma-
gazynowana w konstrukcji, wykazano, ze w zakresie trwalych ugie¢ kilkakrotnie
przewyzszajacych poczatkowa grubos¢ deformowanej plyty, ktora przechodzi
w stan membranowy, mozna stosowa¢ zwigzki konstytutywne dla materiatow
sztywno-lepkoplastycznych.

W kolejnych pracach gtéwna uwage skupiono na prébie modelowania
numerycznego dynamiki niesprezystych membran kotowych przy ugieciach
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umiarkowanie duzych. W sformutowaniu zagadnienia uwzgledniono oddzia-
tywanie membranowe, dopuszczajac mozliwo$¢ zmiany grubosci membrany.
Wyprowadzono nieliniowe rézniczkowe réwnanie ruchu, ktére rozwigzano
metodg roznic skonczonych [10]. W ramach rozwazanej teorii badano czaso-
wo-przestrzenne zmiany funkcji ugiecia, odksztalcenia i grubosci membrany.
Przedyskutowano wplyw ostabienia membrany zwigzany ze zmniejszeniem jej
grubosci, wzmocnienia materialowego oraz postaci warunku poczatkowego
na proces ruchu membrany. Wykazano koniecznos¢ uwzglednienia réwniez
wzmocnienia geometrycznego. Omawiane numeryczne modelowanie dynamiki
niesprezystych membran kolowych obciazonych falg ci$nienia o duzej intensyw-
nosci nazwano wstepnym, poniewaz obarczone jest ono pewnymi zalozeniami
upraszczajacymi. I tak, w fazie formutowania réwnan ruchu deformowanej mem-
brany pomini¢to oddzialywanie wzdtuzne, ograniczajac si¢ jedynie do spetnienia
warunkdéw rownowagi sil poprzecznych. Zalozono ponadto, ze sity membranowe
nie sg funkcja wspolrzednej przestrzennej promieniowej r. Tego typu zalozenia
pozwalajg sledzi¢ proces deformacji membrany z pominigciem wzmocnienia
geometrycznego. Dzieki temu mozliwe bylo ustosunkowanie si¢ do pozostalych
efektow, ktdre w procesach dynamicznych odgrywaja istotna role. Sa to: ostabienie
membrany zwigzane ze zmniejszaniem sig jej grubos$ci, wzmocnienie materiatowe
charakteryzujace wrazliwo$¢ materialu membrany na predkos¢ deformacji oraz
wplyw postaci warunku poczatkowego na proces ruchu.

Przedstawiony model zawiera: analityczne sformulowanie jednowymiarowe
z ciaglym rozkladem masy rozwazanego zagadnienia, metode¢ rozwigzania, algorytm
rozwigzania oraz program w jezyku Fortran.

3. Modelowanie numeryczne

Prezentowane ponizej sformulowanie modelu numerycznego dynamiki trwatych
deformacji membrany, dla ugie¢ 4 < (wy/h,) < zniszczenie, zostanie przedstawione
na tle tzw. modelu wstepnego, w ktérym wykorzystano uproszczone sformulowanie
problemu jednowymiarowego z ciagglym rozkladem masy [10] oraz skalarny wariant
réznicowej metody przeganiania.

3.1. Sformulowanie jednowymiarowe z ciaglym rozkladem masy
— wstepne modelowanie numeryczne

Analizowang membrang¢ w ujeciu jednowymiarowym z ciaglym rozkladem
masy, o gestosci y, przedstawiono na rysunku 2.
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Rys. 2. Geometria deformowanej membrany w opisie jednowymiarowym z ciaglym rozkladem masy

Réwnania problemu [10] obejmuja:
réwnanie ruchu
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funkcje zmiany grubosci membrany

1
hy=———7, (4)
1] B0 0w,
R dp,
obcigzenie
L
nE(ow, ) |
= 1+ 0 b . (5)
P, pb[ Rz(apbj ]
warunki poczatkowe
0
w, (p,7)=0, Wﬂ dla 0<p,<1 i 7=0, (6)
T
warunki brzegowe dla membrany utwierdzonej na obwodzie
ow, (0,
W, (1,T)=rb(o,r)=WgLf)=o, r(L7)=1. 7)
P

W przedstawionym ukladzie réwnan nieznanymi funkcjami, zaleznymi od
PysT 88 W,,€,,0, b, Indeks b oznacza wielko$¢ bezwymiarowa.

Réwnanie ruchu (1), pozwalajace okresli¢ w kazdej chwili potozenie punktu
zdefiniowanego na powierzchni srodkowej membrany przed deformacja wspot-
rzedna p,, jest quasi-liniowym réwnaniem rézniczkowym czastkowym ze wspol-
czynnikami, ktérych warto$ci wyznaczane z réwnan (2)-(4) zaleza od rozwigzan
réwnania ruchu. W celu rozwigzania powyzszego zagadnienia zastosowano metode
réznic skonczonych, w ktorej:

a) wykorzystano niejawng procedure calkowania réwnania ruchu wzgledem

czasu,

b) przyjeto metode przeganiania z iteracjami, rozwigzujac réwnania réznicowe

na nastepnej warstwie czasowe;j.

Omawiang metode¢ rozwigzania opisano w [10] dla warunkéw granicznych
przedstawionych na rysunku 3.

Ze wzgledu na to, ze uwzgledniano tylko jedna sktadowa wektora przemiesz-
czenia punktow, zdefiniowanych na powierzchni srodkowej membrany przed de-
formacja, metode rozwigzania nazwano ,,skalarnym wariantem metody réznicowe;”.
Problem stabilno$ci i zbieznosci zastosowanej metody réznicowej przedstawiono
w [11, 12]. W obu pracach badano liczbe iteracji zapewniajaca uzyskanie wynikow
z dang dokladnoscia, jako funkcje kroku czasowego. Badano réwniez liczbe cykli,
w czasie ktdrych realizowany jest proces obliczen deformowania membrany oraz
wzgledng dokladnos¢ obliczen jako funkcje kroku czasowego. Szczegélowa analiza
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Rys. 3. Warunki graniczne w opisie jednowymiarowym z ciagtym rozkladem masy

wykazala, ze dobdr optymalnej wartosci kroku czasowego jest $cisle zwigzany
z dokladnoscig rozwigzania i efektywnoscig procesu obliczen. Wykazano, ze dla
krokow catkowania po czasie bliskich zeru z powodzeniem mozna stosowaé metody
zlinearyzowane zamiast metod iteracyjnych.

Kontynuacje¢ powyzszych badan opublikowano w kolejnych pracach [13, 14],
w ktdrych poszukiwano optymalnych skalarnych schematéw réznicowych, aprok-
symujacych nieliniowe réwnania deformacji dynamicznie obcigzonej sztywno-
lepkoplastycznej membrany kotowej. Opracowano ogoélny schemat réznicowy;,
ktory w zaleznosci od wartosci zdefiniowanych wspotczynnikéw wagowych opisuje
badany problem w sposéb jawny, catkowicie niejawny i usredniony wzgledem
czasu. Przedstawiono zaleznosci miedzy czasem trwania obliczen a globalnym
bledem wynikow.

Zaprezentowane analizy dotyczyly jednego wariantu réznicowej aproksyma-
¢ji rozniczkowego réwnania dynamiki niesprezystej membrany obcigzonej falg
ci$nienia przy uwzglednieniu jednej skladowej wektora przemieszczenia punktow
usytuowanych na powierzchni srodkowej membrany przed deformacja.

Skalarny wariant metody réznicowej, zastosowany do sformufowania jednowy-
miarowego z ciggtym rozkladem masy, stanowi dos¢ dobry model deformowanej
membrany. Przykladowe wyniki analiz numerycznych przedstawiono na rysunkach
(4,5,6,7,8). Szeroka game pozostalych wykreséw analiz numerycznych podano
w pracy [10].
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Na rysunku 4 przedstawiono znormalizowany profil membrany w kolejnych
chwilach w trakcie procesu deformacji. Deformacja rozpoczyna si¢ od strefy zamo-
cowania, propaguje si¢ w kierunku centrum, natomiast proces wyhamowywania
ruchu rozpoczyna sie od punktu centralnego i konczy si¢ na zamocowaniu.
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Rys. 4. Zmiany w czasie znormalizowanego profilu deformowanej membrany

Na rysunku 5 przedstawiono znormalizowane profile zdeformowanej membra-
ny okreslone dla jednakowej amplitudy obcigzenia przy réznych czasach trwania
tego obciazenia. Zdeformowany profil membrany zalezy od czasu wspdtdziatania
membrany z obcigzeniem. Ten fakt bedzie szczegélowo zbadany w modelu, ktory
zostanie przedstawiony w dalszej czgsci pracy.
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Rys. 5. Znormalizowane profile zdeformowanej membrany dla jednakowej amplitudy obcigzenia
przy roznych czasach jej trwania
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Na rysunku 6 przedstawiono znormalizowang predkos¢ znormalizowanego profilu
deformowanej membrany w kolejnych chwilach procesu deformacji. Podobnie jak
na rysunku 4, réwniez i tutaj widzimy proces deformacji, ktory zaréwno rozpoczy-
na sie, jak i konczy na zamocowaniu. Wykres dotyczy obcigzenia o przyktadowych
parametrach (p,, t,).
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Rys. 6. Predkosci znormalizowanego profilu deformowanej membrany w kolejnych chwilach procesu
deformacji

Podobny charakter zjawiska mozna zaobserwowac na rysunkach 7 i 8, na kto-
rych przedstawiono odpowiednio odksztalcenie i predkos¢ odksztalcenia okreslane
na znormalizowanym profilu membrany.

Ze wzgledu na przyjete zalozenia w sformutowaniu problemu jednowymia-
rowego z cigglym rozkladem masy, w ktérym pominieto skladowa promieniowa
przemieszczenia, uzyskano zdeformowany obraz procesu deformacji w strefie
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Rys. 7. Odksztalcenia okre$lane na znormalizowanym profilu deformowanej membrany
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Rys. 8. Predkosci odksztalcen okreslane na znormalizowanym profilu deformowanej membrany

punktu centralnego membrany. Wydaje sie, Ze ten mankament bedzie wyelimino-
wany w modelu, ktéry zostanie zaprezentowany ponizej.

3.2. Sformulowanie membranowe — wektorowy wariant
metody réznicowej

W dokladniejszym opisie zjawiska dynamicznie deformowanej membrany
w zakresie ugie¢ skonczonych [15] mozna uwzgledni¢ dwie skladowe wektora
przemieszczenia punktéw potozonych na powierzchni srodkowej membrany
przed deformacja. Parametryzacje tej powierzchni przed deformacja i w jej trakcie
przedstawiono na rysunku 9.
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Rys. 9. Geometria deformowanej membrany w opisie wektorowym z cigglym rozktadem masy

Proces deformacji membrany zdefiniowany w ukfadzie wspotrzednych krzywo-
liniowych (€,9,0),w ktorym £ przedstawia dtugo$é tuku potudnikowego $rodkowej
powierzchni M od osi symetrii do danego punktu, ¢ okresla wspoétrzednag katowa
punktu mierzona w plaszczyznie rownoleznika, zas 6 jest dlugoscia w kierunku
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normalnym A; z punktu okreslonego na M, opisany jest uktadem réwnan, w kto-
rym wyrdzniamy:
réwnania ruchu

0w, 0’ Wb ow, or,
972 =ay P, S & +C128 tep,,
9°r, azrb aw,, arb ®
972 =day P, Ty P, Ty P, tep,,
gdzie:
0 = o,t O, Uof/; 0_12’ . ootfz _(01 oh, %j,
UR* 1, UR* 1, uR®> A2\ b, op, 9p,
o’ o 0, dw, __hOZGOffz o, ow,
2o #R2 ndp, T wR A op, ©)
Oul, o, oh, 801 1 dn
Cn =773 _K J (0, - )}
uR* A% |\ h, op, apb 1, 0P,
O Lo how’ 1 o,

, 6= H
huR A\hy p, ’ UR’ Mh, p,

réwnania konstytutywne

L0204 104, R
=(34)> [l aﬁz arj 1+(sotf) A |,

1 (10)
(29, 104 coy
34 1 t A,
=@4)2 (/1 ERN 81) J{g"f)
gdzie:
(Lan) 1o an, (19,
A, ot AA, ot or (A, or )’
definicje wspolczynnikow wydtuzen
z;%, /12=p”—b, A, =h,, (11)
b b
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tozsamo$¢ geometryczng

NI R
R\ 9p, 9P,

oraz warunek nie$cisliwoéci
A AL, =1, (13)

Chcac uzyskac réwnania powyzsze w zapisie wymiarowym, nalezy skorzysta¢
z nastgpujacych zaleznosci:

w=wh, p=p,R, h=hh, r=nR, E=&,R,

hyo, (14)
R Ou=00, 0x=0.0, t=1t,.

Dy
W przytoczonym ukladzie réwnan zastosowano nastepujace oznaczenia:

w,w,, r, 1, — wspolrzedne punktu okreslane w trakcie procesu deformacji
membrany (rys. 9);

0,,,0,,0,,0, — skladowe naprezen gtéwnych;

Ay» A,, A, — wspolczynniki wydtuzen nitek materialnych w kierunkach
(6.9,0);

£,&, — odlegto$¢ punktu okreslonego na membranie od osi membrany
mierzona wzdluz potudnika (rys. 9);

h,h, — grubo$¢ membrany okreslana w trakcie procesu deformacji,

h, — grubos¢ membrany przed deformacja;

R — promien membrany;
U — gesto$¢ materialu membrany;

0, — granica plastycznosci materialu membrany na rozcigganie,

€,,n — stale materiatowe;

P> pp — ci$nienie zewnetrzne;

P> P — Wspolrzedna promieniowa punktu okreslajaca jego polozenie przed
deformacja;

t, T — czas;

t;— szacunkowy czas trwania ruchu membrany okreslony w pracy [19].
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Ci$nienie zewnetrzne obcigzajace membrane opisano zaleznoscia

t
pot_ dla Ost<f0
i—t Y
p(p,t)= po(l—t tj dla ¢ <t<t,r, (15)
0 tn
0 dla 121,

w ktorej poszczegdlne symbole oznaczaja:
po — amplitude ci$nienia;
t, — czas narastania ci$nienia;
t, — czas trwania ci$nienia;

0 — wykladnik liczbowy okre$lony zaleznoscig podana w pracy [16].
0=1,9{10p,. (16)

Wartos¢ p, podstawiamy do wzoru (16) w MPa.

W przedstawionych réwnaniach problemu nieznanymi funkcjami zaleznymi
odp,,T sa: 0,,0,,A,,4,,4,,&,,h,,w,.

Réwnania ruchu (8) ze wspotczynnikami (9) oraz zalezno$ciami (10)-(13) mo-
zemy rozwigza¢ dla dowolnego obcigzenia p(p, t) (15), zakladajac zerowe warunki
poczatkowe dla przedzialu 0< p, <1

ow, (pb’r): or, (,01,,7): 0
ot or

w, (0557)= i r(p,.7t)=p, dla =0 (17)

i warunki brzegowe jak dla membrany utwierdzonej na obwodzie

ow, (0,‘5)_0

w(r)=r; 0=
b

, r,(Lr)=1. (18)

Pozostale zmienne wystepujace w réwnaniach problemu przyjmuja w chwili
poczatkowej i dla calego zakresu zmiennej promieniowej 0 < p, <1 nastepujace
wartosci:

A (p,,0)=2,(p,,0)= 14, (p,,0)=1, %0 dia T=0,

Jr ot (19)
o,(p,,0)=0,(p,,0)=1.
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Ponadto, ze wzgledu na symetri¢ membrany, na jej osi zachodzg réwnosci:

A=A %zal—z o,=0

1S A SET O , dla p,=0. (20)

Dodatkowo, w miejscu utwierdzenia
A=1 dla p,=1. (21)

Zaklada sie, Ze rozwigzanie tak sformutowanego zagadnienia z zastosowaniem
wektorowego wariantu metody réznicowej pozwoli wyeliminowac¢ niektore, przed-
stawione w 3.1, niedoskonalosci wstepnego modelu deformowania membrany [10],
w ktorym zastosowano skalarny wariant metody réznicowe;.

Przedstawiony bedzie zarys niepublikowanej metody rozwigzania zagadnienia
deformacji membrany w zakresie ugie¢ skonczonych, w ktérym réwnania ruchu
(8) sa czastkowymi réwnaniami rézniczkowymi ze zmiennymi wspotczynnikami.
Zaleznosci (9), z ktérych wspdlczynniki te wyznaczamy, wskazujg, ze mamy do
czynienia z quasiliniowymi réwnaniami ruchu.

Rozwigzanie réwnan ruchu (8) pozwoli wyznaczy¢ w kazdej chwili potozenie
czastek materialnych, ktére przed deformacja zajmowaty polozenia okreslone
wspolrzedna (p,,0), za$ w trakcie deformacji wspotrzednymiw, (p,,7)ir, (p,.7).
Kompleksowe rozwigzanie problemu wymaga réwniez wyznaczenia w kazdej
chwili pozostalych parametréw zwigzanych z poruszajaca sie czastka materialna.
Sa to wydtuzenia nitek materialnych w kierunkach gtéwnych 4,,4,,4,, naprezenia
gléwne 0, i 0, oraz polozenia aktualne czastek na potudniku &,. Okreslenie tych
parametréw wymaga spetnienia réwnan (10)-(13).

W celu rozwigzania omawianego zagadnienia granicznego proponuje sie za-
stosowanie metody roznic skonczonych [17, 18], w ktdrej:

a) wykorzystuje si¢ niejawna procedure calkowania réwnan ruchu wzgledem

czasu,

b) przyjmuje si¢ metode przeganiania z iteracjami, rozwigzujac réwnania

réznicowe na (j + 1) warstwie czasowej.

Roéwnania rézniczkowe sprowadza sie do réwnan réznicowych, aproksymujac
pochodne czastkowe nastepujacymi schematami réznicowymi:

oO’R/™ R/ -2R/"+R 9R™ R/ -R/
ap,’ Ao, 9P, 20p,
’R, R/"-2R/+R/" 0R, R/"-R/'

or’ At? T ot 2AT

b b

(22)

b
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w ktorych wskaznik gérny oznacza wspolrzedna czasows, zas wskaznik dolny
wspoélrzedna przestrzenng okreslong na siatce czasowo-przestrzennej (rys. 10).

pPp=0 pr=1
(i-1) i (i+1) |
® - @ G+
|.
| L & |
ArI r
—_ s (Gj-1)y—
|
-dAl)ﬁ
' w=0,#w=0
r=(i-1)Ap,
& < £, ALA,=0
i=1 i=M+1 M =Ay=23=1
OI:UZZI
w, W,/‘Ll,'/13,./11 #0 W=0’ rb=1
F=0,7=0 W, 7=0
A=y, 0,=0, Ay=1,2,=0
Ay =2, ApALAz#0
01,02$0

Rys. 10. Warunki graniczne w opisie wektorowym z ciagtym rozkltadem masy

Wektor R, okreslajacy polozenie czastki materialnej w dowolnym czasie ma
skladowe

W, \P>T
R(p,.7)= ) (i ol (23)

Zapisujac rownania ruchu (8) w postaci wektorowej

2 2
al}zAaRz+Ca—R+Ep, (24)
dr o, 9P,

gdzie:

(25)
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oraz wykorzystujac zaleznosci (22), otrzymujemy nastepujace macierzowe row-
nania réznicowe:

DR -GR}" =F/, i=l,
-HR} +D/R" =GR} =F/, i=23,.,M, (26)

i+l
K s+l s s+l _ J .
-H, Ry, +D, Ry, =F,,, i=M+1

nazywane wektorowym wariantem metody przeganiania o algorytmie

R/ =Y +ZR/]

i+1 2

i=M,M-1,.1, j=12,., (27)
w ktérym macierze Z; oraz wektory Y; wyznaczamy rekursywnie z zaleznosci

Z,=SG,,
Y, =S, (F+HY,), i=23,..M, (28)
S, = (Di -H,Z_, )7l >

natomiast Y; i Z, z warunkéw brzegowych
7, = D;1G1: Y, = D;1F1: Yy =Ry, (29)

gdzie:

D,_I+2(A jA G, (ATJAi+ATZ C,
2, 3, ) " 2,
(30)

2

A AT? . ,

H, = (_TJ At a C., F =2R/ _Rz{_l +A":2Ezpsz+l'
8, ) M oy,

W réwnaniach (30) oznaczono:

I — macierz jednostkowg,

s — numer iteracji na j + 1 warstwie czasowej siatki czasowo-przestrzennej,
At, Ap, — parametry siatki réznicowej.

W procesie obliczenn wymagana bedzie znajomos¢ rozwiazan na dwoch poprzed-
nich warstwach czasowych, dlatego tez wykorzystujac warunki poczatkowe oraz réw-
nanie roznicowe (27), dla j = 0 wyznaczy¢ mozna rozwigzanie na warstwie j = 1.

R =Y +ZR! . (31)
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Macierze Z; oraz wektory Y; okreslamy na podstawie réwnan (28), natomiast
wykorzystujac warunki poczatkowe zadania, wyznaczamy wartosci wspdtczynnikéw
macierzy G;, H; z réwnan (30), za$ macierzy D; i wektoréw F; z réwnan (32).

2
D, = 2[1 + (%J Ai] . B, =2 +Acf, }ATE p,), (32)
b

gdzie: o)
ow’
WO p b pb aw() p
f1 (pb)z hl[() bw’ fz(pb): or , wg(pb):%b)zo’
: 0 (33)

p,=@{-DAp,, i=12,..M.

Rozwigzujac réwnania réznicowe (27) i (31) metodg przeganiania, wykorzystuje
sie warunki brzegowe w ogdlnej postaci:

., R}

M+l = ‘1 ‘ (34)

. . J 4 .
Sktadowq przemieszczenia w,’ punktu srodkowego membrany wyznacza si¢
spelniajac rownania réznicowe na jej osi, otrzymujac zaleznosci dla pierwszej
warstwy czasowej

0 2
i ¢ ! 2 0 2 Iw, [ ¢ jRApb i
= + + — AT+ | — (35)
Y, (2+cJWbZ (2+cjwb1 (2+0)[ or J T 2ve 8h, Py

oraz dla kolejnych warstw czasowych

' - 2 ; 1 " c \RAp,
Wj+1= L wj+1+ R YFIV A — 1+ b j+1’ (36)
h (1+c) b l+¢) " +e) ™ 1+c/) 8h, N

gdzie:

4ot .° At :
=— [— . j=123,.
UR" \ Ap,
Wartosci wspdtczynnikow wydluzen 4, 4,, 45, grubosci hy, oraz naprezen
0, i0, w punktach i = 1, 2, 3,..., M wyznacza si¢ schematami réznicowymi (22).
Wykorzystuje si¢ przy tym warunki graniczne pokazane na rysunku 10.
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4., Whnioski

Wstepny model numeryczny rozwazanego problemu trwatych ugie¢ membrany
sztywno-lepkoplastycznej w zakresie od wartosci poréwnywalnej z jej gruboscia az
do zniszczenia, obejmujacy sformutowanie analityczne w ujeciu z jednym stopniem
swobody z ciaglym rozkladem masy oraz skalarny wariant réznicowej metody przega-
niania, jak przedstawiono na przykladowych wynikach obliczen (rys. 4-8), odzwier-
ciedlal proces deformacji membrany w sposob niezadowalajacy. Zjawiska zachodzace
gléwnie w okolicy punktu polozonego na osi membrany nie byly zobrazowane.

W celu usuniecia niedoskonatosci modelu wstepnego zaproponowano model
obejmujacy sformutowanie problemu o dwoch stopniach swobody z ciaglym roz-
ktadem masy i wektorowy wariant réznicowej metody przeganiania. Model ten,
opisany zespotem réwnan (8)-(21), powinien zapewnic¢ wierne $ledzenie trwatych
deformacji membrany w zakresie ugie¢ skoniczonych.

Artykut wplyngt do redakcji 29.04.2010 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w czerwcu
2010 .
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W.IDCZAK

Vector variant of difference method in dynamics
of rigid-viscoplastic circular membranes

Abstract. A numerical model of the dynamics of a circular membrane, fixed at its periphery for
deflections ranging from a value comparable with its thickness until its destruction is proposed.
Problem formulations used in smaller deflections as well as the initial numerical model, comprising the
analytical formulation with one degree of freedom and continuous weight displacement and a scalar
variant of the numerical method of outstripping have been described. Sample calculation results,
given by this model, were discussed, indicating some inconvenience of the model. Consequently,
more complex numerical model, comprising analytical formulation with two degrees of freedom
and continuous weight displacements and a vector variant of the numerical method of outstripping
has been proposed.

Keywords: the mechanics of the solid — dynamics of rigid-viscoplastic membranes






