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Streszczenie. W nieograniczonym, liniowo-sprezystym i $cisliwym osrodku izotropowym znajduje sie
kulista kawerna. Jej $cianka obcigzona jest ci$nieniem zmiennym w czasie, ktore generuje w osrodku
ekspandujaca z kawerny kulista fale naprezenia. Zbadano wplyw charakteru obcigzenia na charak-
terystyki parametrow fali, przy czym za gléwne kryterium pordéwnawcze przyjeto wspélczynnik
dynamicznosci obcigzenia. Ze wzgledu na kulista dywergencje fali, jej parametry maleja odwrotnie
proporcjonalnie do drugiej i trzeciej potegi odleglosci od centrum kawerny, tak wigc ich maksymalne
bezwzgledne wartosci wystepuja na $ciance kawerny i dlatego tez analize¢ przeprowadzono w tym
miejscu. Znaleziono dwie praktyczne graniczne wartosci czasu liniowego narastania ci$nienia do stalej
wartosci, wyznaczajace trzy obszary charakteru takiego obcigzenia. W pierwszym z nich, dla krétkich
czasow, moze by¢ ono traktowane jako skokowe, dla ktérego wspétczynnik dynamiczny jest najwigkszy.
W trzecim, dla czaséw dlugich, obcigzenie to mozna traktowac jako quasi-statyczne, pomijajac jego
skutki dynamiczne. Natomiast w obszarze drugim ma ono charakter przej$ciowy i parametry fali
nim wywolanej nalezaloby opisywa¢ wzorami dokladnymi zaprezentowanymi w artykule. Wyzna-
czono réwniez maksymalna dlugo$¢ czasu dzialania impulsu stalego cisnienia, dla ktorej parametry
fali nie przekraczaja jeszcze wartoéci statycznych. Zaobserwowano jednak znaczne zmniejszanie sie
promienia kawerny ponizej wartosci poczatkowej na skutek odciazenia.

Stowa kluczowe: ekspandujaca kulista fala naprezenia, izotropowy osrodek sprezysty, wspolczynnik
dynamicznosci obcigzenia

1. Wprowadzenie

W literaturze naukowo-technicznej duzo uwagi poswiecono problemom pro-
pagaciji plastyczno-sprezystych zaburzen, powstatych od sit przylozonych na $cianie
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kulistej kawerny. Obszerny przeglad takich badan, zastosowanych do ciagliwych
o$rodkéw metalowych, jest przedstawiony w pracy [1]. Problemy, ktére zostaly
zbadane i sg prezentowane w literaturze [2-6], moga by¢ ogdlnie sklasyfikowane pod
dwoma nagléwkami: zagadnienia propagacji fal, w ktérych materiat jest narazony
tylko na mate odksztalcenia, i problemy jednowymiarowych wybuchéw, w ktérych
ci$nienia wytworzone w kawernie sg dostatecznie wysokie, aby doprowadzi¢ do
duzych odksztalcen sasiadujacego osrodka.

W zakresie pierwszego problemu w pracach [7] i [8] przedstawiono w zamknie-
tej analitycznej postaci rozwigzanie problemu dynamicznej ekspansji kulistej fali
naprezenia w liniowo-sprezystym osrodku izotropowym. Fale wygenerowano przez
state ci$nienie wytworzone w sposdb nagly w kulistej kawernie. Dokonano obszernej
jakosciowej i ilosciowej analizy zmiany dynamicznych parametréw mechanicznych
w osrodku otaczajacym kawerng. Wykryto miedzy innymi rezonansowe oddzialy-
wanie liczby Poissona na parametry fali.

Ilo$ciowym miernikiem dynamicznych parametréw propagujacych si¢ zabu-
rzen jest wspdtczynnik dynamicznosci obcigzenia generujacego fale naprezenia.
Jak wiadomo [9], maksymalna jego wartos¢ zalezy od charakteru zmian obcigzenia
konstrukcji w funkgji czasu. W literaturze technicznej omawiany parametr nazywa
sie w skrocie wspolczynnikiem dynamicznym. Ma on kluczowe znaczenie przy
projektowaniu konstrukcji narazonych na udarowe obcigzenia. Majac na uwadze
ten fakt, w niniejszej pracy podjeto probe obszernej jakosciowej i ilosciowej analizy
tego parametru dla ekspandujacej kulistej fali naprezenia w liniowo-sprezystym
os$rodku izotropowym.

2. Sformulowanie problemu

Rozpatrzmy propagacje sprezystej fali naprezenia w nieograniczonym osrod-
ku izotropowym w ramach liniowej teorii sprezystosci [10]. Fala generowana jest
przez ci$nienie p(t) wytworzone w kulistej kawernie o poczatkowym promieniu a.
Ze wzgledu na kulistg symetri¢ rozwigzanie problemu bedzie zalezalo tylko od
dwdch zmiennych niezaleznych, wspdtrzednej Lagrange’a r i czasu t.

Stany naprezenia i odksztalcenia w osrodku otaczajagcym kawerne reprezen-
towane s3 przez nastepujace sktadowe gtéwne:

0, — naprezenie promieniowe (radialne),

0, = 0y — naprezenie obwodowe (styczne),

¢, — odksztalcenie promieniowe (radialne),

¢, = &g — odksztalcenie obwodowe (styczne).

Pozostate sktadowe tensoréw naprezenia i odksztalcenia w tym ukladzie
wspolrzednych sa rowne zeru.
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Zgodnie z liniowa teorig sprezystosci i uogélnionym prawem Hookea [10]
mamy:

0
8’25’ €, = 9:%, (2.1)
E Ju u
g, —m[(l—v)§+2v7} (22)
E du u
%= (1+V)(1-zv)[”a7+7} 23)

gdzie u jest przemieszczeniem radialnym, a E i v oznaczajg odpowiednio modut
Younga i liczbe Poissona.

Dla nieskonczenie malego elementu o$rodka liniowo-sprezystego réwnanie
ruchu moze by¢ zapisane w postaci:

do 0,—0 o’u
L4t =p —,
or r Po or’

(2.4)

gdzie p, oznacza poczatkowa gestos¢ materiatu osrodka. Eliminujac naprezenia o,

0,z réwnania (2.4) za pomoca wyrazen (2.2) i (2.3), otrzymuje sig:

Pu 200 21 P .
or’ ror r* o’ '

e

dzie
& ) 1-v E

2 22
c,=ncy, n

Wielkos¢ ¢, oznacza predkos¢ propagacji kulistej fali naprezenia w osrodku linio-
WO-sprezystym.
Roéwnanie (2.5) rozwigzujemy dla nastepujacych warunkéw brzegowych:

u (r,t)E 0 dla r=a+cyt, 2.7)

ar(r,t):—p(t), p(t)ZO dla r=a,

(2.8)
o, (r,t)=0 dla r=oo,
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3. Rozwiazanie problemu
3.1.  Rozwiazanie ogolne

Rozwiazanie ogolne réwnania (2.5) wraz ze spelnieniem warunkéw granicznych
(2.7) 1 (2.8), ma postac [5, 7]:

u(r’t): (pv(r—a—cet)_(p(r—c;—cet) 3.1)
r r
P (0)=p(0)=0, 62)
gdzie
r—a=c,t (3.3a)

jest trajektorig ruchu czota fali naprezenia propagujacej si¢ od powierzchni pust-
ki w glab osrodka (rys. 1). Symbol ¢'oznacza pochodng funkeji ¢ wzgledem jej
argumentu.

Zmienne r i t wystepujace w rozwigzaniu (3.1) zawarte s3 w przedzialtach:

a<r<oco, tZ(r—a)/ce. (3.3b)
i
t
L
o
{
a rh

Rys. 1. Graficzny schemat rozpatrywanego zagadnienia poczatkowo-brzegowego

Po podstawieniu wyrazenia (3.1) do warunku brzegowego (2.8), otrzymuje
sie nastepujace rownanie rézniczkowe, ktére musi spetnia¢ funkeja ¢(x), a mia-
nowicie:

@"(x))—2he"(x,)+ 2h/a)p (x,)=— a [—?J, (3.4)

n’E p
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gdzie 1-2v 1
h=—"2%0, x,=-c.t. (3.5)

Rozwiazanie tego rdwnania z jednorodnymi warunkami poczatkowymi (3.2)
reprezentowane jest przez nastepujace wyrazenie:

a t y_x() hy .:
X, )=— e"’sinw y dy, 3.6
(%) nszlp[ ce j y dy (3.6)

gdzie Vi-2v
w="——
(1-v)a
Funkcja ¢(x,) ijej pochodne jednoznacznie determinuja wszystkie parametry

ekspandujacej kulistej fali naprezenia, a mianowicie:

u(rt)= 7 (r—a—cet)_ (p(r—cz—cet),

r r
" P P
g, ="—=-25+2—,
% 72 7
o' @
&, =—F——%
] 2 3
o , (3.7)
o, = (2,u+/l)(p——4y£2+4,u%,
r r r
p" p' P
0, =A—+2u—~-2u—,
¢ r /’er lu}"3
_ _ p" P P
02—‘0(],—0,,‘— -2 T+6ur—2—6ur—3 N

gdzie g

C(+v)(i-2v) m= 2(1+v)

oznaczajg stale Lamego, a symbole ¢'i ¢ " 0znaczaja odpowiednio pierwsza i druga
pochodng funkcji ¢ wzgledem jej argumentu. Wielkos$¢ o, jest intensywnoscia
naprezenia. W literaturze technicznej nazywana jest rowniez naprezeniem za-
stepczym.
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3.2. Rozwigzanie statyczne

Jesli wewnatrz kulistej kawerny wytworzone jest cisnienie w sposob statyczny
(narastajace w teoretycznie nieskonczonym czasie) o wartosci p,, to przemieszczenie
elementow osrodka jest funkcjg tylko zmiennej przestrzennej r i réwnanie (2.5)
mozna zredukowa¢ do postaci:

2
d”S+2(1d” ﬁjzo, (3.8)

dr’ rdr 1t

z warunkami brzegowymi

o,(a)= +2}.u—5=—p0, Do >0,
a

(3.9)

Or (oo): 0
Calka ogolna réwnania (3.8) ma postac:
u, (r)zCr+22. (3.10)
r

Z warunkow (3.9) i rozwigzania (3.10) wynika, ze:

1+
c=0, D=—"2by
2 E
Ostatecznie statyczne parametry problemu mozna okresli¢ wzorami:
u ()= Po g @ 2 (3.11)
2 E \r)’ '
. (r)=—(1+v)&(ﬂ)3, (.12)
E\r

e, (r)= IT%(%) (3.13)
0., 0)=-n

%s(r)=%(§j : (3.15)

\:IQ

j (3.14)
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7. 0=l ()0 )= 2n (4] 316

7

3.3. Rozwiazanie dla impulsu stalego cisnienia o skoniczonym
czasie dzialania

Rozpatrzmy rozwigzanie problemu dla nagle przylozonego stalego cisnienia p,
o skoficzonym czasie dziatania t, (rys. 2), tj.:

p(t)Ep0 dla 0<r<i,,

3.17
p()=0 da  r21,. G17)

Po

0 te

Rys. 2. Schemat impulsu stalego ci$nienia o ograniczonym czasie dzialania

t

W pierwszym przedziale zmiany czasu (3.17), rozwigzanie pokrywa si¢ z wy-
nikami uzyskanymi dla stalego ci$nienia p, przytozonego nagle do $cianki kawerny
i dzialajacego w nieograniczonym czasie. Przypadek ten zostal szczegétowo opisany
i przeanalizowany w pracach [7, 8]. Uzyskano nastepujace wyrazenia dla funkeji
¢ ijej pochodnych:

Py (x)=—m%[w+e“ (hsinw x-wcosw x)] ,
¢, (x)= —n?w%e'”‘sinw X, (3.18)

a h .
p", (x)= ——&e}”‘(—smw X +cosw x) ,
n
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gdzie

1-v

Parametry charakteryzujace to rozwigzanie identyfikujemy dolnym indeksem d,
ktéry imituje dynamiczne (udarowe) dzialanie ci$nienia na $cianke kawerny.

Dynamika badanego osrodka opisana jest liniowym réwnaniem rézniczkowym
(2.5) wraz z liniowymi warunkami granicznymi. Dlatego rozwiazanie rozpatrywa-
nego zagadnienia w drugim przedziale czasowym (3.17), mozna otrzymac przez
superpozycje powyzszych wynikéw z rozwigzaniem uzyskanym dla identycznego
ci$nienia z przeciwnym znakiem, przytozonego nagle do powierzchni kawerny po
uplywie czasu f,. Zatem dla uzyskania rozwigzania w przedziale ¢ > £, wystarczy
znajomos¢ wynikow (3.18) i (3.19).

3.4. Rozwigzanie dla cisnienia quasi-statycznego

Najprostszym matematycznym modelem opisujacym cisnienie quasi-statyczne
(osiagajace stalg warto$¢ w skonczonym czasie) jest funkcja liniowo narastajaca
w okresie f, do wartosci p, (rys. 3):

p(t)ztipo dla 0=r<i1,
g (3.20)
p()=p, dla r>1,.

W pierwszej kolejnosci okreslono za pomoca rozwigzania (3.6) postacie: funk-
cjip ijej pochodnych ¢' oraz ¢" dla ci$nienia zmieniajacego sie z uplywem czasu
w sposob liniowy (3.20),. Maja one nastepujace ksztalty:

0y, o )
te x[(hz—a) )sinw x—2hwcosw x] },
(3.21)

o' (x)= na)(h2+w )pE o [a)+eh (hsinw x - a)cosa)x)]

1 a .
(p"l(x)—n wij’ - “sinw x.
0%g

Parametry uzyskane dla takiego obcigzenia wyrézniamy dolnym indeksem I.
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Podobnie jak w przypadku skonczonego impulsu statego cisnienia, rozwigzanie
dla przedzialu zmiany czasu (3.20), otrzymuje si¢ za pomoca superpozycji wynikow
(3.21) z rozwigzaniem uzyskanym dla identycznej zmiany ci$nienia z przeciwnym
znakiem i przylozonym do Scianki kawerny po upltywie czasu ¢, (rys. 3).

Po

p(0) = t/1g X po
0 Pt =~(t -ty x py

~

0 L t

Rys. 3. Schematyczna zmiana w czasie ci$nienia quasi-statycznego

3.5. Wybrane parametry fali naprezenia

Aby uprosci¢ ilosciowg analize parametrow fali naprezenia, wprowadzono
nastepujace wielkosci bezwymiarowe:

6:1’ n:&ta ngZCOIga U:z’ Us:ﬁ, Srzora
a a a a a pO
" " " (3.22)
o 5 o zs
Srsz rs, S(p: ‘P’ S(pg': P , Sz: z, Szgz , P_pO
Po Po Po Po Po E

Zgodnie z (3.3b) i (3.22) bezwymiarowe zmienne niezalezne & i n zawarte sg
w nastepujacych przedziatach:

E-1

n

1<E<eo, g2

(3.23)

Wykorzystujac wyrazenia (3.7) i (3.18), parametry ekspandujacej fali naprezenia
wywolanej skonczonym impulsem statego ci$nienia w przedziale (3.17), mozna
zapisa¢ w wielkos$ciach bezwymiarowych w nastepujacej postaci:
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1+V P

U, En)=U,¢En)= — {1 [ 4 E)sinw x+ cosw x| ehx}

S, (5577)2 A\ (5577)= —5—3{1 + I:A2 (E)sina)x + 4, (g)coswx] o }’
1 (3.24)
S(plp (5577)2 Sq) d (S,ﬂ)ZE {—I:A4 (E)Sina) X+ A (E)cosa) x:l o }’

S., Em)=S., (5,77)=‘2i§3 {+[A6 (E)sinw x+ 4, (§)cosw x| e“}{ ,

gdzie

121/
1—v

1-2v

E-1)- \/—’7’ ha= ) [ (329)

w X =

A4E)=1-2v(E-1), 4, E)=VI-w(E-1), 4,(E)=£-1,
4, (E)=AT= 21/(—5 28— 1) 4@=2E (3.26)

4,E)=1-2v (23% 2V)) 2§+1J, 4,)= 23(21__2352—1.

Oznaczamy je dolnym indeksem p. Zmienne bezwymiarowe & i  zawarte sg
w przedzialach:
-1 -1
I<E<e, Slcp<t
n n

+1,. (3.27)

Z omoéwionej wezesniej superpozycji rozwiazan wynika, ze parametry fali
naprezenia, wygenerowanej przez skoczony impuls stalego ci$nienia dla ¢ > ¢,
mozna wyrazi¢ nastepujacymi funkcjami:
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U2p (g’n):Ud (gvn)_Ud I:E’(ﬂ_ng)ilz
= 1;1}; [A (§)+(S -4, )C, )Eg]sinwx+
+[1—(A1 (S)Sg+Cg)Eg]coswx}eh",

S,2, Em)=S,, Em)-S,.,[&@-1,))=

= _E%{[Az &)+ (A3 &)S, -4, (6)C, )Eg]sinwx+
+[A3 (5)—(/12 ©)S, + 4 (E)Cg)Eg]cosa)x}e“,

Sp2, (E 77)=S<pd (§ ”)_Sgod [E (77_77g )]2

TS {[A (§)+(A ()S,-4,()C, )Eg]sina)x+

+|:A5 é)- (A4 )S, + 4 ()C, )Eg]coswx}e“,

Szzp En)=[S., En)-5..[&@-7.)] =
1>z {[A @)+ (4,©)S, - 4,E)C, )E, Jsinwx+
+[4,6)- (4, ©)S, + 4, €)C, )E, Jeoswx fe,
gdzie
oraz
1<E < oo, nzg;lmg.

(3.28)

(3.29)

(3.30)

W analogiczny sposob okresla sie parametry ekspandujacej fali naprezenia
wytworzonej w osrodku liniowo-sprezystym przez ci$nienie quasi-statyczne, ktdre
dla czasu 0 < f < £, (3.20); mozna wyrazi¢ za pomocg nastepujacych funkiji:



18 E. Wiodarczyk, M. Zielenkiewicz

U, En)=U,( )—1+V’7P§2{ 1+V[B (&)sinw x— B(E)coswx]e }

1+V

S, Em)=S,, (En)=- [B (&)sinwx + B, (§)coswx | €' }

2 53 [B (€)sinw x — B, (§)cosw x]e }

1+v

el
Sy, €)= 5, Em)= { L+
Fat

Szlq (g’ 77): Szl (E’ 77) |2 53

(3.31)

[B (€)sinw x + B, (§)cosw x]e H
gdzie
B (&)=(01-2v)E+v, B, (§)=~1-2v(E-1),
B,(E)=E-1)((-v)E+v)., B,(E)=20E+(1-2v)i+v,
B. ()= %(1 —20)E — (1= 20)E -,

sie:

(3.32)

Oznaczamy je dolnym indeksem q. Natomiast dla czasu t > ¢, (3.20), otrzymuje
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Uzq(5,77)=U,(E,n)—Uz[’s',(n—ng)}

J?g{”g\/m[@ ©)- (B, €)S, +B,()C, )E, )sinwx +
_ (B2 &)+ (B1 &)S,-B,(¢)C, )Eg )cosa)x} e },

S, €)= 5, Em)=5,[£@-n,)|=

:_é{l_Z\/m | (B.@)+ (. ©)S, - B.€)C, )E, Jsinwx+

+ (Bz (E)_ (B3 (E)Sg + B2 (E)Cg )Eg )coswx} ehx }’
S‘/’z‘f (5’77): SW (55 77)_ Stpl |:§,(77 —Ng ):I -

22—'3 {1+;7g \/m[ (B ©)-(B.€)s, +B.(€)C, )E, )s1na)x+

- (.©)+ (3, ©)s, - B.€)C, )E, Jeosax e |
S0 En)=[s, En)-5,[EGn.)]|-

= %{I—Z\/m[ (B &)+ (B &)S, - B (€)C, )E )smwx+
+(B,(€)- (B, ©)S, + B, (€)C, )E, )cos wx] el }‘ :

(3.33)

4. Analiza parametréow ekspandujacej fali naprezenia

Jak wiadomo, ze wzgledu na przestrzenng dywergencje parametréw fali, ich
bezwzgledne maksymalne warto$ci wystepuja na $ciance kawerny i dlatego ana-
lizujemy je w tym miejscu. Ponadto, przy analizie zjawisk uzywa sie wzglednych
(bezwymiarowych) wartosci parametréw fali. Dla skrocenia opiséw pomijany jest
wyraz ,wzgledny” i stosuje si¢ nazwe parametru mianowanego.
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4.1. Analiza parametrow fali dla obciazenia quasi-statycznego

Na rysunku 4 przedstawiono zmiang przemieszczenia $cianki kawerny
U (L,n)/ P w funkgji czasu 1, spowodowang ci§nieniem rosngcym liniowo do
stalej wartosci p, w okresie 7, = 10, przy réznych wartosciach parametru v. Na ry-
sunku zamieszczono réwniez, w charakterze tta poréwnawczego, wykresy wielkosci
U (1,)/ P dla przypadku granicznego 1, = 0 (linie przerywane), tj. dla naglego
obcigzenia powierzchni kawerny stalym ci$nieniem p,,. Jak wida¢, prezentowane
wykresy maja podobny charakter dla szerokiego zakresu zmian wartosci liczby
Poissona v. W przedziale liniowego narastania ci$nienia przemieszczenie rosnie
réwniez w przyblizeniu liniowo. Po ustaniu narastania ci$nienia, na skutek dziatania
sily inercyjnej o$rodka, wielkos¢ U (1,77)/ P jeszcze przez krétka chwile kontynu-
uje wzrost, przekraczajac warto$¢ statyczng (1 +v)/2 (3.11) i osigga maksimum
globalne, a nastepnie tlumionym ruchem oscylacyjnym dazy do wymienionej
warto$ci statycznej. W podobny sposéb zmienia si¢ wielkos¢ U/P dla przypadku
granicznego, tj. dlaz, = 0, z tym Ze przy naglym obcigzeniu $cianki kawerny statym
ci$nieniem p, wplyw inercji osrodka jest o wiele wigkszy w poréwnaniu z obcia-
zeniem quasi-statycznym.

Na rysunku 5 przedstawiono, w analogicznym ukfadzie jak dla przemiesz-
czenia, wykresy zmiany naprezenia zredukowanego S,. Przebiegi wykresow sa
podobne, z tym ze w odréznieniu od przemieszczenia, wartos¢ statyczna S, = 1,5

1,1
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Rys. 4. Zmiana przemieszczenia (U/P) $cianki kawerny (§ = 1) obcigzonej ci$nieniem quasi-statycznym
w funkgji 77 dla 7, = 10 oraz wybranych wartosci v
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Rys. 5. Zmiana naprezenia zredukowanego S, na $ciance kawerny (§ = 1) obciazonej ci$nieniem
quasi-statycznym w funkji # dla 77, = 10 oraz wybranych wartosci v

(3.16) niezaleznie od $cisliwosci osrodka (parametru v). Ze wzgledu na czytelnos¢
wykreséw ograniczono liczbe warto$ci parametru v do dwdch skrajnych.

Miarg wplywu inercji osrodka na badane parametry fali jest wspdtczynnik
dynamiczno$ci obcigzenia ¥ definiowany jako stosunek maksymalnego przemiesz-
czenia do jego wartosci statycznej, tj.:

— U2q (1’776)

O

(4.1)

gdzie 7, jest miejscem zerowym pochodnej funkcji przemieszczenia $cianki ka-
werny wyznaczajacym jego warto$¢ maksymalng. Warto$¢ parametru 7, okresla
réwnanie:

on 2 1-v°

|n:m g

oU,, (1.n) =1_V2ie><p(— =2 ]
{[M + (Sg ~Ji-2vc, )Eg}sin%+ (4.2)

_[1— (\/1—2VSg - Cg )Eg}cos%} =0,
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z ktorego otrzymuje sie:

VI=2v + (5, -\1-2vC, JE,

2

n, =N1-v"| arctg +km |,
1- (=28, -C, )E,
(4.3)
n,<m,<n,+ —
Statyczne przemieszczenie $cianki kawerny, zgodnie z (3.11), wynosi:
1+
U.(1)= TVP. (4.4)

Wzory (4.1), (4.3), (4.4) oraz (3.33) pozwalaja na jakos$ciowy i ilo§ciowy opis
wplywu czasu narastania obcigzenia 77, na wspotczynnik dynamiczny ¥. Wyniki
przedstawiono na rysunku 6 w postaci wykreséw wykonanych dla wybranych war-
tosci liczby Poissona v. Aby utatwi¢ analiz¢ wynikéw dla roznych rzedow wielkosci
czasu narastania, do opisu osi 77, uzyto skali logarytmicznej.

1,9 “ 1

1,8 -

1,6 | §

L5 -0,

1,2

10-3 102 10°! 100 10! 102 7,

Rys. 6. Zmiana wspolczynnika dynamicznosci obcigzenia ¥ na $ciance kawerny (€ = 1) obcigzonej
ci$nieniem quasi-statycznym w funkeji 7, dla wybranych wartosci v
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Jak wida¢ na wykresie, w miar¢ wzrostu parametru v, czyli zmniejszania sie
$cisliwosci osrodka, wplyw inercji na przebieg przemieszczenia roénie. Jest to
zwigzane z faktem, ze dla wyzszych wartosci liczby Poissona, pomimo wzrostu
predkosci czota kulistej fali naprezenia, tempo przekazywania energii zaburzenia
do dalszych sferycznych warstw osrodka jest wolniejsze, czyli energia ta roztozona
jest na wigkszym obszarze za czolem fali [8]. Jednakze réznice te dla badanego
zakresu parametru v nie przekraczaja 20%.

Mozna tez zaobserwowac, ze niezaleznie od warto$ci parametru v, dlay g mniej-
szych od ok. 1 zmiany wspoélczynnika dynamicznego w stosunku do wartosci dla
obcigzenia udarowego sa nieznaczne, natomiast wlasnie w tym obszarze réznice
pomiedzy wynikami dla badanych wartosci liczby Poissona sa najwicksze. Powyzej
wartosci 1 zaréwno wspoétczynnik dynamiczny, jak i roznice zaczynajg intensyw-
nie male¢. W bliskim sgsiedztwie 7, = 10 warto$¢ wspétczynnika maleje ponize;
1,05 i nastgpnie monotonicznie dazy do 1. Wspolczynnik dynamiczny ¥ = 1,05
oznacza, ze maksymalna warto$¢ przemieszczenia przekroczyla o 5% jego wartos¢
statyczng, co juz mozna uznac za roznice zaniedbywalnie matg. Dlatego tez warto$¢
czasu narastania cisnienia 7, = 10 przyjeto jako umowng granice, powyzej ktorej
obcigzenie mozna nazwa¢ quasi-statycznym.

Dla poréwnania przeprowadzono obliczenia réwniez dla skrajnego przypadku
(linia przerywana). W osrodku takim zanika falowy charakter propagacji jego pa-
rametréw, poniewaz staje si¢ on niescisliwy i zachowuje si¢ jak uktad mechaniczny
o jednym stopniu swobody [7, 8, 11]. Po obciazeniu przylozonym nagle statym
ci$nieniem o nieograniczonym czasie dziatania wszystkie przekroje sferyczne
o$rodka oscyluja ruchem niettumionym w jednej fazie wokot wartosci statyczne;j
z amplituda réwna tej wartosci. Z tego powodu, jak mozna oczekiwa¢, ¥ = 2 dla
17, 0 na wykresie. Odpowiedz takiego osrodka na obcigzenie quasi-statyczne réw-
niez jest charakterystyczna dla ukladu mechanicznego o jednym stopniu swobody.
Jednakze, poniewaz oscylacje sa niettumione, parametry nie dazg asymptotycznie
do wartosci statycznych. Jedynie w szczegdlnym przypadku, kiedy czas narastania
ci$nienia jest wielokrotnoscig okresu drgan wlasnych osrodka, parametry ustalaja
sie na poziomie statycznym od razu w momencie ustalenia ci$nienia, stad warto-
$ci ¥ =1 dla tych czaséw i charakterystyczny ksztalt wykresu z nieciggltosciami
pochodnej w tych punktach. Pewien zarys tej tendencji mozna zaobserwowac juz
na przebiegu przemieszczenia dla v = 0,45.

4.2. Analiza rozwigzania dla impulsu stalego cisnienia
o skonczonym czasie dzialania

Na rysunku 7 przedstawiono wykresy przemieszczenia $cianki kawerny ob-
cigzonej nagle stalym ci$nieniem o ograniczonym czasie dziatania dla dwéch
skrajnych analizowanych wartosci liczby Poissona v. Czasy trwania impulsow tak
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Rys. 7. Zmiana przemieszczenia (U/P) $cianki kawerny (§ = 1) obcigzonej ci$nieniem impulsowym
o ograniczonym czasie dziatania w funkeji 5 dla#, =1, ,, oraz wybranych wartosci v

dobrano, aby maksymalna warto$¢ przemieszczenia nie przekroczyta wartosci
statycznych zaznaczonych na wykresie poziomymi liniami przerywanymi. Linia-
mi przerywanymi przedstawiono réwniez przebiegi przemieszczenia dla impulsu
nieograniczonego w czasie.

Wartosci czasu trwania impulséw mozna wyznaczy¢, majac funkcje opisujaca
przebieg przemieszczenia $cianki kawerny dla nieograniczonego impulsu:

U(l,n):HTVP{1+[\/1—2vsin(\/1?v2J—cos[\/lﬁzvﬂexp[— %n}}, (4.5)

wartos$¢ przemieszczenia statycznego (4.4) i rozwigzujac réwnanie:

U(l.n,.)=U, (). (4.6)

Stad mamy poszukiwang wartos$¢ czasu trwania impulsu

1
Mgy =N1-V arctgﬁ. (4.7)
-2v

Jak wida¢ na wykresie oraz ze wzordéw (3.24) i (3.28), po przylozeniu nagle sta-
lego ci$nienia o nieograniczonym czasie dziatania (17, - ) przemieszczenie dazy
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asymptotycznie do wartosci statycznej wyznaczonej przez to ci$nienie. Natomiast
jezeli po skoniczonym czasie nastgpi odcigzenie impulsem o przeciwnym znaku
(likwidacja ci$nienia, p, = 0), proces ten zostaje przerwany i przemieszczenie dazy
do wartosci statycznej wyznaczonej przez nowe cisnienie, czyli w tym wypadku
do zera.

Mozna tez zaobserwowa(, ze dla analizowanych wartosci liczby Poissona
graniczne czasy trwania impulsu 77, , s3 tego samego rzgdu 7,~1, jednakze roznic
pomiedzy nimi nie mozna zaniedbac. Ze wzgledu na szybki czas narastania prze-
mieszczenia powodowaloby to przekroczenie wartosci statycznych nawet o 15%,
co jest juz warto$cig znaczacga. Nalezy rowniez zauwazy¢, ze obcigzenie o takim
charakterze powoduje z kolei po odcigzeniu wystapienie ujemnych przemieszczen
$cianki kawerny nawet do 30% wartosci statycznej, czyli zmniejszenie promie-
nia kawerny ponizej wartosci poczatkowej. Zgodnie z analizg przeprowadzona
w poprzednim paragrafie wynika to ze znacznego udzialu bezwladnosci przy
obciazeniu udarowym, a wplyw inercji ro$nie wraz ze zmniejszeniem $cisliwosci.
Podobny charakter wykazujg wykresy naprezenia zredukowanego pokazane na
rysunku 8, z tym ze w chwilach poczatkowej i odcigzenia wystepuja niecigglosci
funkgji je opisujacych. Roznica warto$ci funkeji w miejscu niecigglosci maleje
wraz ze spadkiem $cisliwosci osrodka.
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Rys. 8. Zmiana naprezenia zredukowanego S, $cianki kawerny (§ = 1) obcigzonej ci$nieniem impul-
sowym o ograniczonym czasie dzialania w funkeji # dla, =17, , oraz wybranych wartosci v
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5. Wnioski

Z powyzszej analizy mozna wyciaggna¢ nastepujace wnioski:

Dla kulistej kawerny w nieograniczonym, liniowo-sprezystym, $cisliwym
osrodku izotropowym obcigzonej narastajagcym liniowo w ograniczonym
czasie do stalej warto$ci wewnetrznym cisnieniem istnieje wyrazna granica
czasu narastania obcigzenia, powyzej ktérej mozna je traktowac jako quasi-
statyczne, pomijajac czynnik dynamiczny. Za orientacyjng wartos¢ graniczna
mozna przyjac 1, = 10. Z kolei dla czaséw narastania cisnieniaz, < 1 przypadek
taki mozna w uproszczeniu rozpatrywac jako obcigzenie udarowe. Natomiast
dla czaséw z przedziatu 1 <7, < 10 wskazane byloby zastosowanie wzoréw
dokladnych, zaprezentowanych w artykule.

Dla oérodka stalowego o parametrach E = 210 GPa, v = 0,3, p = 7800 kg/m’
z kulistag kawerng o promieniu a [m] rzeczywisty czas graniczny narastania
ci$nienia przy 7, = 10 wyniesie ¢, = 0,002a [s], czyli ro$nie wprost proporcjo-
nalnie do promienia. Dla kawerny o promieniu 1 m bedzie to f, = 2 ms. Jest
to czas wystarczajaco krotki, aby uzna¢ za quasi-statyczne obciazenie typu
wytworzonego przez detonacj¢ gazowej mieszaniny wybuchowej, natomiast
nie mozna tego zalozenia stosowa¢ dla wysokoenergetycznych materialéw
wybuchowych.

Obciazenie kawerny statym ci$nieniem impulsowym o dostatecznie krétkim czasie
trwania nie powoduje wprawdzie przekroczenia przez przemieszczenie wartosci
statycznej, jednak jego dynamiczny charakter wywoluje po odcigzeniu ujemne
przemieszczenia $cianki kawerny dochodzace do 30% tej wartosci. Sytuacja ta
moze by¢ w pewnych przypadkach niedopuszczalna.

Artykut wplyngt do redakcji 21.05.2010 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w listopadzie
2010 .
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E. WLODARCZYK, M. ZIELENKIEWICZ

Dynamic coefficient of load generating an expanding spherical stress wave
in elastic medium

Abstract. In an unbounded, linearly-elastic, compressible and isotropic medium there is a spherical
cavity. Its wall is loaded by the time-dependent pressure which generates, in the medium, a spherical
stress wave expanding from the cavity. The influence of the load character on the wave parameters
was studied and the dynamic coefficient of load was regarded as the main compared parameter.
Because of the spherical divergence of the wave, its parameters decrease in inverse proportion to the
square and the cube of the distance from cavity center, so their maximum absolute values appear at
the cavity wall and therefore the analysis was conducted there. For the pressure, linearly increasing
to the constant value, two practical limiting values of increase in time were found, which determinate
three ranges of the load character. In the first, for short times, the load can be considered as surge, for
which the dynamic coefficient is the highest. In the third, for long times, the load can be considered
as quasi-static, neglecting its dynamic effects. However, in the second range, the load has transitional
character and the parameters of the wave generated by it should be determined with the use of precise
formulae presented in the paper. The maximum time of acting of the constant pressure pulse, for
which the wave parameters do not exceed their static values yet, was also determined. However, the
significant decrease in cavity radius was observed as the effect of unloading.

Keywords: expanding spherical stress wave, isotropic elastic medium, dynamic coefficient of load






