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Streszczenie. W artykule przedstawiono metody modelowania i symulacji proceséw stick-slip
w dyskretnych ukladach mechanicznych z tarciem. Cechg znamienna metody modelowania jest
zastosowanie specjalnych przedziatami liniowych odwzorowan topologicznych luz(...) i tar(...)
wraz z ich oryginalnym, do$¢ prostym aparatem matematycznym. Tworzone modele s3 przejrzyste,
fatwe do zastosowania w symulacyjnych programach komputerowych MBS (Multibody Systems)
wykorzystujacych standardowe procedury rozwigzywania rownan rézniczkowych zwyczajnych.
Stowa kluczowe: mechanika teoretyczna, uktady dyskretne z tarciem, procesy stick-slip, modelo-
wanie matematyczne, odwzorowania przedzialami liniowe, symulacja komputerowa, procedury
numeryczne

Symbole UKD: 531.43

1. Wstep

Procesy ,,stick-slip” (przyleganie-poslizg) wynikajace z dziatania tarcia (kine-
tycznego i statycznego) sa procesami silnie nieliniowymi wyrazanymi przez mo-
dele hybrydowe o zmiennej strukturze. Zmiennos¢ struktury modelu stick-slip
spowodowana jest zmienno$cig liczby stopni swobody uktadu, w ktérym docho-
dzi do sczepiania sie (przyleganie) i rozczepiania (poslizg) tracych elementow.

Generowanie zmiennych struktur modeli stick-slip oraz sterowanie ich zmienno-
$cig przedstawiane jest szczegotowo w niewielu publikacjach. Najczesciej cytowanym
przez innych badaczy pozostaje od lat artykul Karnoppa [10], w ktérym omdéwionych
jest kilka dos¢ prostych modeli hybrydowych odnoszacych si¢ do ukladéw z tar-
ciem jedno- i dwumasowych. W metodzie przyjetej przez Karnoppa wykorzystuje
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sie heurystyczne podejscie, w ktérym modele oparte na klasycznych regulach
mechaniki cial sztywnych, wzbogaca si¢ o dodatkowe elementy umozliwiajace ich
numeryczng implementacje.

Modele stick-slip ukladéw wielomasowych z tarciem pojawiaja si¢ w literatu-
rze po$wieconej ukladom MBS. Dotyczy to przede wszystkim ukladéw mechani-
zméw dzwigniowych wystepujacych w robotach i manipulatorach, traktowanych
jako pewne ,ancuchy” kinematyczno-dynamiczne (np. Blajer, Markiewicz [3],
Harlecki [8]). W artykule Borkowskiego i Zardeckiego [5] analizowany jest model
szeregowego ukladu reologicznego z tarciem, ktory opisuje proces prasowania dowol-
nej liczby przektadek we wspdlnej obudowie. W pracy Grzesikiewicza i Wakulicza [7]
funkcjonowanie podobnie kaskadowych wielomasowych struktur z tarciem dotyczy
modelu dynamiki ruchu skladu pociagu podczas hamowania. Przedstawiona tam
dyskusja przypadkéw ukazuje ztozonos¢ stanéw ruchu, mimo zachowania wzgled-
nie prostych zasad funkcjonowania modelu. Modele stick-slip rozwijane sa takze
przez projektantéw oprogramowania animacyjnego 3D (np. dla analiz granula-
tow). Z uwagi na ogrom problemdw zwigzanych z modelowaniem tarcia w ruchu
wieloelementowych uktadow brylt przestrzennych, ich modele symulacyjne bazuja
gléwnie na procedurach heurystycznych (Baraft [2]).

W niektdrych pracach teoretycznych (por. prace przegladowe Acary i inni [1],
Brogliato i inni [4], Pfeifer i Glocker [12], Steward [13]), podejmuje si¢ na gruncie
ogolnych wariacyjnych zasad mechaniki proby uogélnien modeli z tarciem na dowol-
nie zfozone struktury wielomasowe. Bardzo interesujgca jest tu rozprawa Grzesikie-
wicza [6] poswigcona teorii uktadow z wiezami, gdzie zaproponowano uniwersalna
metode tworzenia réwnan ruchu o zmiennej strukturze wywodzacg si¢ z zasady
Gausa i odwotujacg si¢ do metody programowania nieliniowego.

Problematyka tarcia i procesow stick-slip w ukladach wieloelementowych
komplikuje si¢ szczegolnie w sytuacjach, gdy wystepuja stany sczepien z niewyzna-
czalnymi rozkladami sil tarcia. Taki problem jest przedyskutowany i rozwiazany
w artykule Zardeckiego [17] w odniesieniu do ukladu dwumasowego z trze-
ma skojarzeniami ciernymi. Wykazane jest, ze mimo niewyznaczalnosci rozktadu
sil tarcia statycznego istniejg jednoznacznie okre$lone réwnania ruchu opisujace
procesy stick-slip w modelowanym uktadzie. W pracach Zardeckiego (np. [16-18])
stosowane s3 w modelowaniu procesow stick-slip specjalne odwzorowania prze-
dzialami liniowe tar(...) i luz(...). Dzieki tym odwzorowaniom i ich zaskakuja-
co prostym wlasno$ciom synteza modeli jest bardzo sformalizowana, a uzyskane
modele pozwalajg realizowa¢ redukcje w sposob parametryczny i asymptotyczny,
co ma oczywiste znaczenie dla analiz wrazliwosci i innych badan teoretycznych
praktykowanych przez badaczy dynamiki nieliniowe;j.

Celem niniejszego artykulu jest pokazanie rozwinigtej metody modelowa-
nia i symulacji proceséw stick-slip opartej na odwzorowaniach luz(...) i tar(...)
z dopuszczeniem niestandardowych charakterystyk sit tarcia.
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Plan pracy jest nastepujacy:

W punkcie 2 podane sg syntetyczne informacje na temat odwzorowan
luz(...) itar(...) oraz zwigzanego z nimi aparatu matematycznego;

— W punkcie 3 przedstawia si¢ elementarny przedziatami liniowy model
procesu stick-slip dla ukladu dwumasowego oraz modele dla struktur
zdegenerowanych (przy bardzo duzej dysproporcji mas), w tym uktadu
jednomasowego;

— W punkcie 4 przedstawia sie zastosowanie algorytmu ekstrapolacyjne-
go Eulera do catkowania réwnan ruchu opisujacych procesy stick-slip
w uktadzie dwumasowym oraz jednomasowym. Uzyskane procedury
symulacyjne nie zawieraja uwiklan. Zaprezentowane sa implementacje
numeryczne w systemie Matlab-Simulink;

— Punkt 5 zawiera podsumowanie pracy.

2. Wybrane informacje na temat odwzorowan luz(...) i tar(...)

Odwzorowania luz(...) i tar(...) sa przedstawione szczegétowo w kilku artyku-
tach Zardeckiego [14, 15, 17] i zbiorczo oméwione w monografii [18]. Informacje
prezentowane w niniejszym artykule stanowig minimum niezbedne dla wyjasnie-
nia matematycznych aspektéw metody modelowania proceséw stick-slip.

Definicja: dla —co<X <400 i 220

|uz(x a) = X+w
’ 2

-1 dla x<0
tar(x,a)=x+a-s(x) gdzie s(x)=<s"€[-11] dla x=0
1 dla x>0.

luz(x, a) tar(x, a)
/ xX-a a

x+‘/—a a X .
x-a

Rys. 1. Interpretacja topologiczna odwzorowan luz(...) i tar(...)

X+a

=Y
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Odwzorowania luz(...) i tar(...) moga by¢ wykorzystane w opisie innych odwzo-
rowan przedziatami liniowych. Na przyklad odwzorowanie nas(x, a) opisujace cha-
rakterystyke liniowa z nasyceniem (rys. 2) moze by¢ wyrazone w zwigzlej formie:

nas(x,a)=x—luz(x,a)

nas(x, a) g

Rys. 2. Interpretacja topologiczna odwzorowania nas(...)

Odwzorowania luz(...) i tar(...) posiadaja szereg wlasnosci, ktére tworza orygi-
nalny aparat matematyczny obejmujacy m.in. formuty podstawowe, formuty i twier-
dzenia dotyczace rozwigzywania rownan, minimalizacji funkcji z ograniczeniami,
przeksztalcania inkluzji w réwnania rézniczkowe. W podanych tu przykladowych
formutach i twierdzeniach (wybranych z uwagi na ich reprezentatywnos¢ i znaczenie
dla modeli procesow stick-slip), wszystkie stale s3 nieujemne:

— tar(x,a)=luz*(x,a);

— k-luz(x,a)=luz(k-xk-a);
— k-tar(x,a)=tar(k-x,k-a);
— luz(luz(x,a),b)=luz(x,a+b);
— ftar(tar(x,a),b)=tar(x,a+b);
kl-a1+k2-a2}

— kl'tar(xaal)+k2'tar(x’aZ):(kl+k2)'tar(X, k1+k2 1

— Jesli luz(y,b)=k-luz(x-y,a), to qu(y,b):ﬁ-luz(x,a+b);

— Jesli f(x) jest funkcja wypukla oraz X:min f(x), wowczas zadanie
X
minimalizacji z ograniczeniem X:min f(X) A [X| < X, ma rozwigzanie
X

X =%—1uz (XX, ).
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— Inkluzja x(t)e y(t)—b-tar (X(t), a), dla ktérej
tar(0,a),, : tam(i)’r;)Q (X)A tar(0,a) [-a,a], gdzie Q(..)— funkcja
wypukla, jest rtbwnowazna réwnaniu

()= y(t)—b-tar(x(t),a) gdy x(t)#0
x0)= luz(y(t),b-a)  gdy x(t)=0.

W monografii [18] podane sg formuly i twierdzenia odnoszace si¢ takze
do ukladéw réwnan i inkluzji z dwiema zmiennymi.

3. Modelowanie procesow stick-slip

Modelowanie tarcia oraz proceséw stick-slip wymaga w pierwszej kolejno-
$ci odniesienia si¢ do charakterystyk sily tarcia kinetycznego, ktére wystepuje
podczas poslizgu oraz do opisu dziatania sity tarcia statycznego odpowiedzialne-
go za przyleganie.

Zgodnie z klasyczng teorig tarcia Amontonsa i Coulomba sila tarcia moze
by¢ opisana przy pomocy charakterystyk typu F(V), gdzie F — sila tarcia,
V — predkos¢ poslizgu. Sa to charakterystyki przedzialami liniowe uwzglednia-
jace efekt tarcia suchego (skfadnik z ,,signum”) i wiskotycznego (sktadnik linio-
wy). Klasyczna teoria dopuszcza przy tym skokowa zmiane sity tarcia suchego,
gdy dochodzi do zerwania stanu przylegania (,,stick”) i nastepuje stan poslizgu
(»»slip”). Wedlug nowszych badan (praca przegladowa Ibrahima [9]) przejscie
ze stanu tarcia statycznego do stanu tarcia kinetycznego ma faze posrednia (efekt
Stribecka), co moze by¢ uwzglednione w charakterystyce tarcia jako wystapienie
ujemnego tlumienia (!) dla matych predkosci poslizgu.

Charakterystyki przedstawione na rysunku 3 pokazujg najwazniejsze rdznice
w sposobach modelowania sily tarcia w sposoéb ,,statyczny”. Charakterystyka (a)

Fi(V) Fr(V) I F(V)
T Fros 3 7 Fros
Frog=Frox #---=---  Fpg¥---=---

<v
<wv
<v

\
\

Rys. 3. Typowe charakterystyki sily tarcia
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eksponuje istote zjawiska tarcia. Parametr F;, wyraza maksymalng site tarcia su-
chego kinetycznego, zas C — wspodlczynnik ttumienia. Linia przerywana pokazuje,
iz w stanie zerowej predkosci, gdy moze dochodzi¢ do przylegania (sczepienia)
elementow, sifa tarcia (statycznego) wyznaczana jest na podstawie innych prawidel.
Charakterystyka (b) eksponuje mozliwo$¢ réznicy pomiedzy sila tarcia suchego ki-
netycznego (parametr F ) oraz rozwijana maksymalng sifg tarcia suchego sta-
tycznego (parametr Fpq). Jak wiadomo z badan, parametry te silnie zaleza od
wspolczynnikow materialowych elementéw, ktore wystepuja w skojarzeniu ciernym
(np. dla skojarzenia stal/stal roéznice siegaja 30%, za$ w skojarzeniu teflon/teflon
nie wystepuja). Charakterystyka (c) uwzglednia efekt Stribecka.

Warto w tym miejscu nadmieni¢, ze w ostatnich latach rozwijane sg takze
bardziej zlozone dynamiczne modele elementarne sif tarcia (np. Leine i inni [11]),
w ktorych sity wynikajace z charakterystyk sa dodatkowo przetwarzane w cztonach
dynamicznych opisanych réwnaniami rézniczkowymi (np. ,model LuGre”). Istotg
kazdego sposobu modelowania tarcia pozostaja jednak nieliniowe charakterysty-
ki z czlonami typu ,,signum” odpowiedzialnymi za skokowa zmiane sily tarcia przy
zmianie kierunku ruchu.

Struktura modelu zjawiska stick-slip zalezy od struktury uktadu, w ktérym
tarcie wystepuje, w tym zwlaszcza od liczby i powigzan skojarzen ciernych, a nie
zalezy od samej postaci charakterystyki. Mozna natomiast uznac¢ jako generalng
zasade, iz rozwijana w stanie V = 0 sila tarcia F jest liniowo zalezna od sity F
~rozrywajacej” elementy w skojarzeniu ciernym (rys. 4). Jej nasycenie wystepuje,
gdy sila rozrywajaca przekracza poziom sily tarcia statycznego F g, przy ktéorym
rozpoczyna si¢ poslizg i zaczyna dziala¢ tarcie kinetyczne.

FTI\
FTOS ,,,,,,,,,,,, E-----

Rys. 4. Charakterystyka sily tarcia statycznego (linia przerywana oznacza ,wlaczenie si¢” tarcia
kinetycznego)

Nalezy podkresli¢, ze wyznaczenie sily rozrywajacej F moze by¢ niewykonalne
w przypadku struktur wieloelementowych (wspomniane wczesniej problemy statycz-
nej niejednoznacznosci rozktadu rozwijanych sil tarcia). Nie oznacza to bynajmniej,
iz proces stick-slip nie moze by¢ woéwczas jednoznacznie opisany. W rozwigzaniu
problemu bardzo pomocne okazuje si¢ zastosowanie zasady Gaussa z minimalizacja
tzw. ,energii przyspieszen” w stanie V = 0.
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W opisie charakterystyk tarcia oraz w modelowaniu proceséw stick-slip na plan
pierwszy wysuwa si¢ gwaltownos¢ zmian, ktérg w pierwszym przyblizeniu moga
wyraza¢ takze zaleznosci przedzialami liniowe. Zauwazmy, ze odwzorowanie tar(...)
doskonale przystaje do opisu charakterystyki Coulomba, ktéra stanowi podstawe
modeli takze bardziej zlozonych. Inkluzyjna formuta tar(0, a) pozwala w zwigzly
sposob wyrazi¢ postulat dookreslenia wartosci sily tarcia statycznego w stanie
zerowego poslizgu. Odwzorowanie luz(...) pozwala modyfikowac charakterystyke
Coulomba (np. poprzez przedziatami liniowg aproksymacje cztonéw odzwier-
ciedlajacych efekt Stribecka). Na rysunku 5 przedstawiono przedziatami liniowe
reprezentacje charakterystyk sif tarcia kinetycznego, dla ktérych sformutowano zapis
analityczny. Zaletg tego zapisu jest m.in. ukazanie skladnikéw nieliniowego ujem-
nego ttumienia, ktére przeprowadzaja klasyczng charakterystyke Coulomba w cha-
rakterystyke z efektem Stribecka.

FTK(V) * FTK(‘/) 4+
/ Fpog = Fpo + AFpok \/
C v C
Frog= Fpof === I cr a0
v Vo %

Rys. 5. Przedziatami liniowe charakterystyki sily tarcia kinetycznego: a) charakterystyka Coulomba;
b) charakterystyka Stribecka

Opis charakterystyk sily tarcia kinetycznego:
— dla charakterystyki Coulomba:

Fx (V)=C tar(v b)
C
— dla charakterystyki Stribecka:

Fpo +AF

Fr (V)=C tar(V,TTOKj+ (2C+AC) (luz(V.V,)-V),

gdzie AR, =(C+C,)V,=(2C+AC)V,.
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W podanych formulach wystepuje niezerowy parametr C (dzielenie przez C).
W przypadku, gdy w modelu tarcia kinetycznego pomijane jest tarcie wiskotyczne
(C=0), wowczas w opisie charakterystyki z tarciem suchym stosuje si¢ wyrazenie

Fx (V)=C tar(v,%)—cv =Fosgn (V).

Wykorzystanie zasady Gaussa oraz aparatu matematycznego odwzorowan
luz(...) i tar(...) w wyznaczaniu modeli stick-slip bedzie przedstawione na repre-
zentatywnym przykladzie dwuelementowego ukladu ciernego. W odréznieniu
wyprowadzen podanych w poprzednich publikacjach autora, w niniejszej pracy
dopuszcza si¢ dowolny sposéb opisu charakterystyki tarcia kinetycznego i dowolne
relacje pomiedzy sitami tarcia kinetycznego Fyy, w stanach |V|= 0" oraz maksy-
malng silg tarcia statycznego F,.

Przyklad
F——p| M
Fy—p 7
0 z
Rys. 6. Dwuelementowy uklad z tarciem
Oznaczenia:

z,, 2, — wspolrzedne mas w uktadzie 0z;

V =2, — 2, — predko$¢ poslizgu;

t — czas;

F,, F, — sily oddzialywan zewnetrznych (niebedace sitami tarcia);

F — sila tarcia;

Fx — sila tarcia kinetycznego (jest wyrazona dowolng charakterystyka F(V));
Fgo — sila tarcia kinetycznego dla V = 0%

F ¢ — sila tarcia statycznego;

F¢, — maksymalna sila tarcia statycznego;

M, M, — masy.
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Réwnania ruchu:

- gdy Zl(t) # Z.2 (t)
Mlzl(t) + FTK (21 (t) - Z.2 (t)): F1 (t),
M 224, (t) - FTK (Zl(t) -1, (t)): Fz (t)

— gdy 7,(t) =7,(t)

Mlzl(t) + FTS (t) = Fl (t),
M,Z,(t) - Fs () = F,(t), gdzie F(t)e[-Fygo, Frsol-

Zgodnie z zasada Gaussa w stanie 2, (t) = Z,(t) minimalizowana jest ze wzgle-
du na F4(t) (a wiec z uwzglednieniem ograniczenia Fg (t) € [-Fg,, Frgo] ) tzw.

Mz M2
2 2
Fl (t) - FTS (t) 7 (t) _ Fz (t) + FTS (t)
M IV
1 2

lizacji z ograniczeniami ma postac:

FATS : min [Q(FTS): (F12_ FTS) n (Fz + FTS) ]

Frs €[-Frso.Frsol Ml 2M2

~energia przyspieszen” Q =

Poniewaz Z(t) = , wiec zadanie minima-

Minimalizowana funkcja jest wypukla, gdyz Q(F;) posiada pochodne

aQ(FTS):_Fl_FTS+F2+FTS :(M1+M2) = _MZFl_MlFZ —
oF M, M, MM, |'® M +M,
’Q(Fs)_ (M, +M )

oraz
oF2 M,M,

A wigc na mocy przytoczonego w p. 2 twierdzenia o minimalizacji funkeji
IE —luz (g, Fre, )

gdzie F jest rozwigzaniem zadania minimalizacji bez ograniczen
FTS) NG +F) o daje £ =MR=MF,
2M © M, +M,

Fr: min Q(Fy )= (F

l 2
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Rozwigzanie uwzgledniajace ograniczenie Fi(t) €[-Fg,, Frso] Wyraza formuta

MR -MF, (MR -MF, o
=M +M Yl TM M, )
1+ 2 l+ 2

Po podstawieniu do réwnan ruchu uzyskujemy model stick-slip w postaci:
- ng Zl(t) # 1, (t)

Mlzl(t) + FTK (Zl(t) - Z'2 (t))= F1 (t),
M,Z,(t) - Fre (2,(t) - 2, (1)) = F, (1).

— gdy 7,(t) =2,(t)

M., Z (t) =ﬁ(ﬁ(t) +F, (t))+ |UZ( MZFth[);mlFZ(t) ) FTSO)’
M40 = (RO Fz(t))—'“Z(MZFlnslt);:nﬂlFZ(t) ’ FJ

Uzyskane rownania o zmiennej strukturze w pelni wyrazaja fizyczny sens zacho-
dzacych proceséw i sg Scisle kompatybilne z ,,uznanym” modelem stick-slip Karnop-
pa [10] wyznaczonym w sposob klasyczny na podstawie prawa zachowania pedu.

. M,F-MF
Zauwazmy, gdy w stanie Z,(t) =2,(t) sita rozrywajagca Fy =—1—>=%
M, +M,
miesci cig w zakresie [-F, Fs,], wowczas luz M, Frso |[=01
M, +M,

M0 =2 (FO+RO) oyl (M, +M,) 40 = RO+ F0),

1

Mzzz(t)=ﬁ(ﬁ(t)+|:2(t)), czyli (M, +M,) Z,(t) = R (t) + F, (t).

1

Sg to réwnania identyczne, wobec czego Z,(t) = Z,(t). Uwzgledniajac, ze rowniez
z,(t) = 2,(t), oznacza to przyleganie (sczepienie) elementow, ktére trwa do mo-
mentu, az sita rozrywajaca Frg osiggnie kres [~Frgq, Frgo]-

Zaleta zastosowania formalizmu odwzorowan przedzialami liniowych sa
nie tylko zwigzle i niezawierajace uwiktan formy analityczne (co ultatwia oblicze-
nia numeryczne), ale przede wszystkim mozliwo$¢ analitycznych przeksztalcen
modeli (co jest szczegdlnie wazne, gdy przeprowadzane sg ich redukcje).
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Problem parametrycznie realizowanych redukcji modeli stick-slip jest szcze-
gblnie istotny w przypadku uktadéw o duzym zréznicowaniu mas. W dotychczaso-
wych publikacjach autora ta kwestia jest oméwiona dla modelu z charakterystyka
Coulomba przy Fx, = Frgo = Fyp- Sytuacja jest bardziej skomplikowana, gdy
Frxo # Frgo- Rozwazymy teraz taka sytuacje.

Gdy charakterystyka sily tarcia kinetycznego jest charakterystyka Coulomba,
lecz Fryy # Frgp WOWczas réwnania ruchu przyjmuja forme:

- gdy Zl(t) # Z.2 (t)

M,Z (t) +C tar ((z‘1 t)-2, (t)),%) =F(t),

M,Z,(t)-C tar((z’l(t) -1, (t)), Fg(o ) =F,(t);

— gdy ,(t) = 2,(t)

M) = (R O+ Fz(t))+luz[M2F1§);k,l"lF2(t),ij,

M,F (t) - M,F,(t)

M
M ’FTSOJ'
1+ M,

M,Z,(t) = W(Fl(t) +F,(t))- qu(

,t
Przeanalizowane beda dwa osobliwe przypadki:
1) dla M;<<M, i M; - 0;
2) dla M;<<M, i M, >
Przypadek 1) Zalézmy M, <<M, i M; — 0. Wowczas:

— gdy z(t)=z,(t) C tar((z‘l(t) -1, (t)),%) = F,(t) (degeneracja)
M,Z,(t)-C tar((z’l(t) -1, (t)),%) =F, ().

Przy C > 0 prowadzi to natychmiast do obnizenia rzedu modelu:

z,(t)—12,(t) = %qu ((Fl ®)), Freo ) (réwnanie wiezoéw kinematycznych),

M., Z,(t) = F,(t) + F,(t) (réwnanie ruchu).

Stan przylegania osiagany jest automatycznie jesli tylko F,(t) € [-Fr,, Frsol-
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— Gdy 7,(t)=2,(t) luz(F,(t),Fs,)=0
M,Z,(t) = F(t) + F,(1).
A wiec osiggniety stan przylegania jest utrzymywany, gdy F(t) € [~Frgq, Frsol-
Takie zréznicowane warunki stick-slip mozna uwzgledni¢ w procedurze nu-
merycznej.
Przypadek 2)  Zalézmy M, <<M, i M, — co. Wowczas:
— gdy () £ 2,(t) M,Z(t) +Ctar((z’1(t) -2, (t)),%) =F(t)
Z,(t)=0 oraz z,(t)=0.
— gdy 2,(t)=2,() M,Z(t) =luz(F(t), Frso)
Z,(t)=0 oraz z,(t)=0.
Oznacza to redukcje do modelu jednomasowego wyrazanego przez réwnania
— gdy 4(t)#0 Mz (t)+ Ctar(z‘l(t),%j =F(t),
— gdy 2,(t)=0 M, Z(t) = luz (F,(t), Frso ).

Zauwazmy, ze dla ukladu a priori jednomasowego rownanie ruchu w stanie z,(t) =0
mialoby forme M,Z (t) + F (t) = F,(t) i rozwigzywane bytoby zadanie minima-

lizacji:
- : M2 (F—Fy)
Frs FTse[r@T'fFTso](Q(FTS): élz(lzmm)}
1

Daloby to wynik IETS =F,—luz(F,,Fys, ), apo podstawieniu do réwnania ruchu
réwnanie M, 7 (t) =luz (F,(t), Frs, ), a wiec identyczne z uzyskanym metoda re-
dukgji parametrycznej. Otrzymany wynik jest tez kompatybilny z modelem jed-
nomasowym Karnoppa [10] i §cisle odpowiada modelowi wyznaczonemu w pracy
Zardeckiego [14], z uzyciem wariacyjnej zasady najmniejszego dziatania.
Zaproponowana metoda redukcji moze by¢ zatem stosowana w przypadku
modelu wykorzystujacego do opisu sily tarcia kinetycznego przedzialami liniowa
charakterystyke Coulomba z tlumieniem niezerowym i dopuszczajacego rozne za-
kresy zmiennosci sil tarcia kinetycznego i statycznego. W innych bardziej ogélnych
przypadkach, istotnym dla metody redukgji (ale tylko redukcji przy M, — 0) wydaje
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sie warunek wyznaczalnosci z zaleznosci Fx(V) jej zaleznosci odwrotnej V(F ).
W przypadku charakterystyki z efektem Stribecka problem sie komplikuje, niemniej
jest rozwigzywalny z wykorzystaniem bardziej rozbudowanego opisu.

4. Procedury numeryczne symulacji procesow stick-slip

Calkowanie numeryczne réwnan ruchu realizowane jest poprzez rozwigzanie
ekwiwalentnego ukladu réwnan stanu (réwnan pierwszego rzedu). Rozwazmy zatem
uogoélniony model dynamiczny wyrazony przez uklad réwnan stanu:

x(t) =f (x(t),t)),

gdzie: x — wektor zmiennych stanu;
I — czas;
f (...) — wektor funkeji prawych stron réwnan stanu.

Istnieje wiele algorytmdéw numerycznego rozwiazywania réwnan stanu. Kluczo-
wym algorytmem jest tu najprostszy algorytm ekstrapolacyjny Eulera, jako ze wiele
innych bardziej wyrafinowanych algorytméw wykorzystuje go, czy to do obliczen
pomocniczych w kazdym kroku (jak ma to miejsce w algorytmach Runge-Kutty),
czy nawet do obliczen zasadniczych w krokach startowych. Znaczenie algoryt-
mu ekstrapolacyjnego Eulera wynika z faktu, iz jest to algorytm samostartuja-
cy oraz niewymagajacy dodatkowych obliczen iteracyjnych. Przy zastosowaniu
tego algorytmu rozwigzanie w chwili ¢, jest zalezne od rozwigzania w chwili ¢, ,
W nastepujacy sposob:

X(t,) =X(t,_,) +At, - F(x(t,_,).t,,) gdzie At =t —t ..

Lokalny btad obcigcia algorytmu ekstrapolacyjnego Eulera mozna oszaco-
wacé jako €°(t,)=0 ((Atn )2) z zastrzezeniem, ze dotyczy to sytuacji, gdy istnieja

pochodne funkgji prawych stron rzedu pierwszego. W przypadku gdy takie po-
chodne nie istnieja (nieliniowosci progowe w modelu stick-slip) oszacowanie jest
o rzad nizsze i wynosi €°(t,) =0 (Atn ), co oznacza, ze dazy do zera co najmniej
tak szybko, jak krok obliczen.

Mankamentem algorytmu ekstrapolujacego Eulera okazuje si¢ znaczna podat-
no$¢ na przenoszenie bledu, jesli tylko krok obliczen nie jest dostatecznie maly.
Badania oparte na liniowym modelu wzorcowym wykazuja, ze dla zapewnienia sta-
bilnosci numerycznej konieczne jest stosowanie krokéw obliczen spetniajacych
warunek At <2T ., gdzie T, oznacza najmniejszg stalag czasowa modelu.
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Wykorzystujac algorytm do ukfadu z tarciem, nalezy zwrdcic¢ na te kwestie szcze-
gblng uwage, wykonujac testy i dobierajac parametry numeryczne. Algorytm eks-
trapolacyjny Eulera nie jest zatem w pelni zadowalajacy pod wzgledem doktadnosci
i stabilnosci. Jego zaletg jest niewatpliwa prostota formuty, dzieki czemu unika sig¢
dodatkowych obliczen i ewentualnych wynikajacych z tego zaburzen numerycz-
nych, ktére w ukladach z nieliniowo$ciami progowymi moglyby powodowac chaos
numeryczny.

Problematyke symulacji numerycznej procesow stick-slip przedstawimy na przy-
ktadach odnoszacych si¢ do modelu dwumasowego oraz jednomasowego.

Uklad dwumasowy

Wprowadzamy wektor zmiennych stanu

Xl Zl Xl Zl
XZ Z.1 . XZ Zl
= , cooznacza takze | .7 [=] .
X3 Z2 X3 ZZ
X Z X YA

4 2 4 2
Po sprowadzeniu do postaci rownan stanu, model procesu stick-slip w uktadzie
dwumasowym stanowig réwnania stanu (w tym przypadku réwnania, w ktérych

czas wystepuje jawnie w wymuszeniach F,(t), F,(t)):

W] (40
bl |60
w700
X, f, ()
gdzie
f.()=X,,
1
W(Fl_FTK (Xz_X4)) gdy % —x,#0
f,(.)= '
F+F +LIUZ(M’FTSOJ gdy x,-Xx,=0,
|\/|1_+_M2 M1 M1+|\/|2
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f,(.)=X,,

1
M—(F2+FTK (% -%,)) gdy x,-x, #0
£y ()= ;
F+F, 1, (M,F-MF
- 2z - YA R Z;FTso gdy XZ_X4:0'
M, +M, M, M, +M,

Odnoszac te réwnania do algorytmu ekstrapolacyjnego Eulera i wprowadzajac
parametr § jako ,,zero numeryczne” sterujgce zmiang struktury, otrzymujemy:

Xl(tn) Xl(tn—l) X2 (tn—l)
X2 (tn) _ X2 (tn—l) f2 ("7tn—l)
X3 (tn ) - X3 (tn—l) " X3 (tn—l) ,

X, ()] | x(.,) fy(ths)
gdzie
1
- (At =P ((t) - %, (,.0))) 9dy (b2 =%, ()] >0
f, (ot )= '
" (Fl (tnfl) + F2 (tnfl)) 1 M 2 F1(tn,1) - M1F2 (tnfl) _
W+T|UZ M, M, Frso | 0dy X (8, ) =%, ()| <6,
1
Mi (Fl(tn—l) + FTK (Xz (tn—l) =X (tn—l))) gdy ‘Xz (tn—l) =X (tnf1)‘ >0
fo (ot )= ;
) " (Fl (tnfl) + FZ (tnfl)) _ i M 2 Fl(tn—l) - MlFZ (tn—l) _
M1 + Mz , IUZ Ml + M2 ' FTSO gdy ‘XZ (tnfl) X4 (tnfl)‘ < 6

Gdy znamy warunki poczatkowe oraz przebiegi wymuszen od chwili poczatkowej,
obliczenia przebiegaja w sposob rekurencyjny.

Uklad jednomasowy

Wprowadzamy wektor zmiennych stanu
=| . |,co oznacza takze | . |=]| _ |-
X, z X, Z

Po sprowadzeniu do postaci réwnan stanu model procesu stick-slip w ukladzie
jednomasowym stanowig réwnania stanu z wymuszeniem F(%):
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X, X, _ F-F (%) gdy x,#0
= , gdzie f,(.)=
[)‘(j {fz(...)} g o) {qu(F,FTSO) gdy x,=0.

Odnoszac te réwnania do algorytmu ekstrapolacyjnego Eulera, otrzymujemy:

% ()| | %(t) X, (1)
[Xz(tn)}[xz(tn_l)}&”[fz(-,tn_l)}’

B _ I:(tn—l)_FTK (Xz(tn—l)) gdy |X2(tn—1)|>(3
gdzie fz("’t”'l)_{ wz(F(t, ). Frso)  Qdy [%,(t, )| <0.

Podane wyzej zaleznosci okreslaja algorytm rekurencyjnego wyznaczania rozwia-
zania.

Dobor kroku At, oraz parametru zera numerycznego 6, jakie wystepuja w pro-
cedurach symulacyjnych procesow stick-slip, nalezy przeprowadzi¢ majac na uwadze
przede wszystkim bledy numeryczne generowane w otoczeniu punktu progowego.
Woéweczas to dochodzi do najbardziej gwattownych w czasie oddziatywan i model
jest najbardziej wrazliwy na zmiane warunkéw poczatkowych. W doborze warto-
$ci parametrow At, oraz § nieodzowne sa rozlegle testy numeryczne.

W celu utatwienia oprogramowania symulacyjnego wykorzystujacego aparat
matematyczny odwzorowan luz(...) i tar(...) przygotowano biblioteke procedur
(LUZTAR) w systemie Matlab-Simulink.

luz(x, a)

i
Threshold=0.5 NED)

1-mas M.Tar

Rys. 7. Wybrane moduly obliczeniowe biblioteki LUZTAR: tar(x, a), luz(...), I-mas M.Tar (modut
symulacyjny procesu stick-slip w ukladzie jednomasowym)
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Kluczowy dla zastosowan modul symulacyjny 1-mas M. Tar poddano rozlegtym
testom numerycznym pod katem wlasciwego doboru parametréw numerycznych,
a takze pod katem wyboru algorytmu catkowania numerycznego. W wyniku badan
poréwnawczych, w ktorych realizowano obliczenia kolejno z réznymi algorytma-
mi calkowania réwnan, potwierdzono przydatno$¢ procedury opartej na metodzie
ekstrapolacyjnej Eulera.

Opracowane moduly zostaly uzyte w programach obliczeniowych, m.in. do sy-
mulacji proceséw stick-slip zachodzacych w samochodowych uktadach kierowni-
czych.

Testy numeryczne procedur oraz badania symulacyjne nieliniowej dynami-
ki ukladéw kierowniczych z uwagi na luzy i tarcia sg szeroko naswietlone w mo-
nografii (Zardecki [18]).

5. Uwagi koncowe

Metoda modelowania proceséw stick-slip oparta na odwzorowaniach luz(...)
i tar(...) dopuszcza stosowanie dowolnych przedziatami liniowych charakterystyk
tarcia. Za sprawg aparatu matematycznego odwzorowan redukcje modeli mogg by¢
przeprowadzane w sposob parametryczny. Opracowane modele stick-slip maja
zwartg przejrzysta forme przystajaca do algorytmu ekstrapolacyjnego Eulera.

Artykut wplyngt do redakcji 20.07.2009 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w pazdzierniku
2009 .
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D. ZARDECKI

Modelling and numerical simulation of stick-slip phenomena
with luz(...) and tar(...) projections

Abstract. The paper describes a method of modelling and simulation of stick-slip phenomena in
multibody mechanical system with friction. The method bases on special piecewise-linear Juz(...)
and tar(...) projections and their original mathematical apparatus. The models are transparent, easy
to use in MBS (Multibody Systems) software with standard ODE (Ordinary Differential Equations)
procedures.
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