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Streszczenie. W artykule omdéwiono wlasnosci najczeéciej wykorzystywanych masek filtréw kra-
wedziowych (operatoréw kontekstowych) Laplace’a stopnia trzeciego i pigtego wraz ze schematami
réznicowymi, ktore stanowia podstawe ich wyprowadzenia. Do konstrukeji wykorzystano metody
réznic skoniczonych i elementu skoniczonego (MES) z aproksymacja rozwigzania funkcjami bilinio-
wymi (przestrzen Lagrange’a elementu skoniczonego). Zaproponowano nowe maski konwolucyjne
indukowane przez schematy réznicowe operatora Laplace’a.

Kazdej z omawianych dziesigciu masek przypisano tzw. II-forme pierwszego przyblizenia réznicz-
kowego. Na jej podstawie mozna okredli¢ rzad schematu réznicowego aproksymujacego operator V2,
a tym samym — rzad maski (rzad maski i stopiet maski sg réznymi wskaznikami). Ponadto (i to jest
najwazniejsze), mozna jednoznacznie stwierdzi¢, czy dana maska jest rzeczywiscie maska Laplace’a.
W pracy wyjasniono matematyczne podstawy i pochodzenie kilku stosowanych w praktyce filtrow
Laplace’a oraz zwrdcono uwage na pewne niescistoéci (powielane w literaturze) pojawiajace sie w ich
opisach dyskretnych. Ich konsekwencje przedstawiono na kilku wybranych zdjeciach satelitarnych pol
zachmurzenia zawierajacych rozbudowang chmure Cumulonimbus oraz na wygenerowanym w pa-
kiecie Matlab® fragmencie grafiki dwu- i trojwymiarowej. Wskazano elementy, ktére obowiazkowo
powinny by¢ uwzgledniane w procedurze poréwnywania wlasno$ci masek filtréw liniowych.

Praca ma charakter teoretyczny. Prowadzone tu badania na poziomie podstawowym odwoluja sie do
kilku przykladéw praktycznych, ktére pelnia funkeje ilustracji wyprowadzanych wnioskow. Zdajemy
sobie sprawe z faktu, ze jednoznaczne, a nawet kategoryczne sformutowania koricowe oraz wskazanie
obszardw zastosowania wynikow zawsze zwigzane jest dtugotrwatymi doswiadczeniami oraz z cze-
stym upowszechnianiem rezultatow. Przedstawiamy zatem wylacznie zwartg procedure okreslania
matematycznych wlasnosci masek filtrow krawedziowych Laplace’a.
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Waznym celem prezentowanych tu rozwazan jest réwniez spojrzenie na maski filtru Laplace’a od
strony metod numerycznych. Kazda maska to w konsekwencji inny schemat réznicowy mozliwy do
wykorzystania w metodach obliczeniowych. To inna metoda przyblizonego rozwigzywania rownan
rézniczkowych drugiego rzedu, w ktérych wystepuje operator V* (réwnania dyfuzji, falowe, Laplacea
lub jeszcze inne) — patrz [2-6, 12, 13]. Przy takim podejsciu wlasnosci badanych masek, nawet na
pozor podobne w procesie filtrowania obrazéw cyfrowych, powinny by¢ uwzgledniane przy rozwiazy-
waniu wybranych zagadnien fizyki matematycznej. Do wlasnosci tych zaliczamy: spektralny operator
przejécia, rzad aproksymacji oraz relacje zjawisk dyfuzja—kreacja, o ktorej jest mowa w [9, 10].
Stowa kluczowe: maski liniowych filtréw Laplace’a trzeciego i piatego stopnia, metody rdznicowe,
forma przyblizenia rézniczkowego

1. Wprowadzenie

Detekcja krawedzi jest istotnym zagadnieniem w dziedzinie cyfrowego prze-
twarzania i analizy obrazéw. Ich wykrywanie nalezy do algorytmoéw pierwszego
poziomu analizy, nazywanego czesto wstepna transformacja obrazéw. Poprawne
wydzielenie krawedzi i konturéw ulatwia lokalizacje obiektéw (patrz np. [7]), roz-
poznawanie ksztaltow oraz wyréznianie ich charakterystycznych cech.

Na obrazach cyfrowych krawedzie powstaja w miejscach, w ktérych wystepuje
duza lokalna zmiana jasnosci miedzy grupami pikseli, czyli w miejscach wystepo-
wania znacznych zmian orientacji, wspolczynnika odbicia lub o$wietlenia obiek-
tow przedstawionych na obrazie. Powszechnie stosowana metoda wyznaczania
lokalnych nieciaggtosci w poziomach jasnosci obrazu oraz granic zobrazowanych
obiektow wykorzystuje jeden z wariantow krawedziowego filtru Laplace’a. Na tym
etapie bardzo czg¢sto siega sie do narzedzi analizy matematycznej, w tym badania
przebiegu funkeji pod katem zachowania si¢ funkgji oraz jej pierwszej i drugiej
pochodnej w obszarach wystepowania duzych gradientéw jasnosci pikseli. Znanych
jest kilka programdéw wykorzystywanych w przetwarzaniu zdje¢ cyfrowych, ktdre
maja wbudowane funkeje i procedury wykrywania krawedzi i konturéw. Naleza do
nich Matlab® i ERDAS IMAGINE oraz w ograniczonym zakresie BlueNote [11].
Wymienione systemy sa uzywane przez autorow.

W niektoérych zrédtach wystepuje wyrazny podzial na filtry krawedziowe,
do ktoérych zalicza sie tylko filtry Laplace’a, oraz filtry konturowe — obejmujace
wszystkie filtry gradientowe Sobela, Prewitta, Robertsa i inne. Z drugiej strony wielu
autoréw, w tym Tadeusiewicz i Korohoda [14], do filtréw krawedziowych zalicza
wszystkie te filtry, ktore umozliwiajg lokalizacje krawedzi i konturéw. Dopiero pod-
czas analizy konkretnych przykladéw (patrz [14]) wykorzystujg oni termin: filtry
konturowe (Sobela, Prewitta lub Robertsa). Autorzy niniejszej publikacji réwniez
prowadza badania w obszarze masek i odpowiadajacych im filtréw konturowych.
Whioski z tych prac sg juz przygotowane do publikacji.

Prezentowana dyskusja ogranicza si¢ wylacznie do aproksymacji pelnego dwuwy-
miarowego operatora Laplace’a, ktory jest podstawg konstruowania krawedziowych
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filtréw Laplace’a nieparzystego stopnia. Autorzy, wychodzac z zalozenia, ze kazde
zdjecie cyfrowe jest obiektem przedstawianym na plaszczyznie (x, y), zrezygnowali
z opisu przypadkow, w ktérych badania prowadzone sg jednokierunkowo — tylko
wzdluz osi x lub tylko wzdluz osi y. Te przypadki, znane z réznych zrédet pod
nazwa pionowego i poziomego filtru Laplacea, stanowig oddzielne zagadnienie.
Jego analiza czgsto konczy si¢ stwierdzeniem, ze nalezy kontynuowa¢ badania
w odniesieniu do operatora dwuwymiarowego.

W artykule przedstawiono opisy dziesieciu wybranych masek (znanych i pro-
ponowanych) filtru Laplace’a wykorzystywanych w przetwarzaniu i interpretacji
danych cyfrowych o réznym pochodzeniu. Moga to by¢ dane nawigacyjne [1, 2];
geodezyjno-kartograficzne, nazywane w [11] teledetekcyjnymi; meteorologiczne
[7] — obejmujace, miedzy innymi, informacje o zachmurzeniu, w tym jego ksztalcie,
rozmiarach, wewnetrznej strukturze, a takze wzajemnej relacji potozenia réznych
typow chmur. Moga to by¢ réwniez cyfrowe zobrazowania elementéw infrastruktury
budowlanej [2, 15] oraz techniki, w tym wojskowej [2, 14]. W kazdym z wymienio-
nych tu obszaréw badan fotogrametrycznych pojawia si¢ wspolny cel: poprawna
detekcja krawedzi analizowanych obiektow.

Nalezy pamigtac, ze filtr kontekstowy to przede wszystkim wieloelementowa
maska opisywana macierza kwadratowg stopnia nieparzystego. Z tego tez wzgledu
wyprowadzone tu zostang koncowe postacie wigkszosci stosowanych masek filtru
Laplace’a wraz z ich IT-forma pierwszego przyblizenia rozniczkowego. Te informacje
zawarte s3 w tabeli 1 (na koncu artykutu).

2. Tworzenie masek krawedziowego filtru Laplace’a

Maski filtru indukowane przez dwuwymiarowy operator Laplacea
° 9

—_ + _

ox* oy’

swoja posta¢ zawdzieczajg metodzie aproksymacji tego operatora (metoda réznic

skonczonych) lub metodzie aproksymacji rozwigzania u(x, y), na ktdre ten opera-

tor dziala (metoda elementu skoniczonego, np. w najprostszej swojej postaci, czyli
w przestrzeniach Lagrangea):

A=V?= (1)

u(x,y)= P, (), (), (2)

gdzie: u; — warto$¢ aproksymowanego rozwigzania w wezle (i, j) — w przypadku
obrazéw cyfrowych sa to wartosci jasnosci przypisane poszczegdlnym pikselom;
®,(x), ¥,(y) — funkcje bazowe o nosniku zwartym, gtéwnie wielomiany zalezne
tylko od jednej zmiennej przestrzenne;j.
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Jak wiemy, oba przedstawione tu podejscia prowadza do schematéw réznico-
wych, ktore w wiekszosci przypadkéw réznig sie swoja budows, a wiec i wlasnoscia-
mi. W rzypadku schematu réznicowego bardzo wazny jest jego rzad dokladnosci
(rzad aproksymacji). Ponizej omoéwimy kilka propozycji masek filtréw Laplacea
z jednoczesnym wprowadzeniem do ich nazwy informacji o rzedzie schematu, ktory
je indukuje. Stad w stosowanej tu terminologii moga pojawic si¢ pojecia: maska
drugiego (czwartego) rzedu filtru Laplace’a stopnia trzeciego lub piatego.

Operator Laplace’a:

l

Schemat réznicowy

\J

Macierz konwolucji
(maska filtru)

Nalezy pamieta¢, ze konstrukcja maski dowolnego filtru kontekstowego (Lapla-
ce’a, gradientowego lub innego) odbywa sie zgodnie z algorytmem przedstawionym
ponizej.

Maski filtréw konwolucyjnych sg generowane przez schematy réznicowe.

2.1. Maski drugiego rzedu filtrow Laplace’a trzeciego stopnia
indukowane przez metody réznicowe

W pierwszym przypadku — aproksymacji operatora V> — otrzymujemy rodzine
wielopunktowych masek filtru Laplacea w postaci macierzy trzeciego lub piatego
stopnia. Najbardziej znana jest maska oparta na szablonie ,,krzyz”, wynikajaca
z klasycznej roznicowej aproksymacji operatora Laplacea. Ma ona postac:

0 -1 0
Lap 1=|-1 4 -1 (3)
0 -1 0

i odpowiada schematowi réznicowemu drugiego rzedu:

= U, tu

Vi - tuy,, —4u..

ij+1 [/

. . (4)
gdzie: u(x, y) — pewna funkcja, na ktéra dziala operator Laplace’a, na przyklad
jasno$¢ obrazu, h — odleglo$¢ miedzy weztami siatki regularnej (ze wzgledu na
operacje¢ konwolucji regularnos¢ siatki jest podstawowq zasada konstruowania
masek). Wielko$¢ ta w procesie transformacji obrazéw cyfrowych nie jest brana

i+lj
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pod uwage. Zastepuje ja teoretyczna odlegto$¢ miedzy pikselami (w pionie i w po-
ziomie). Dlatego w dalszej czesci rozwazan wyraz h* wystepujacy w mianowniku
wspolczynnika stojacego przed kazda macierza bedziemy pomijali (zaktadajac, ze
jest rowny 1). W pracy przyjeto, ze odleglosci poziome i pionowe migdzy pikselami
sg state, rdwne h.

Zauwazmy, ze miedzy (3) i (4) zachodzi zgodnos¢ z dokladnoscig do znaku (-).
Ta sama zasada dotyczy kazdej konstrukcji macierzy prezentowanej w niniejszej
pracy.

W literaturze dotyczacej tego obszaru badan oraz w czeéci specjalistycznego
oprogramowania maski filtréw krawedziowych Laplace’a sg przedstawiane z dodatnig
wartoscig elementu centralnego, analogicznie do (3). W pakiecie ERDAS IMAGINE
— wykorzystywanym w tych analizach — uzytkownik moze sam zdefiniowa¢ macierz
maski. W innych pakietach taka otwartos$¢ nie funkcjonuje.

Zmiana znaku maski wywoluje jedynie przejscie: negatyw — pozytyw lub
pozytyw — negatyw i nie zmienia jego podstawowych wlasnosci, w tym rozlozenia
poszczegélnych elementéw obrazu cyfrowego.

Aproksymacja (4) charakteryzuje si¢ drugim rzedem dokladnosci. Jej II-forma
pierwszego przyblizenia rézniczkowego — jest nastepujaca (nie wystepuja w niej
pochodne mieszane):

_ 2 (4 4
Vu=Viu +h—(a—u+a—u]+0(h4). (5)
12\ ox*  oy*
Tym samym rzgedem charakteryzuje si¢ kolejny schemat (patrz np. [12, 13])

+u,

1o TU

21/1 _ ui—1j+1 +ui+1j+1

+ 4(”1'—1;' FU U,

+ uij—l) - ZOuU.
6h* '

i+1j-1

(6)

Odpowiada mu maska tworzaca dziewigciopunktowy filtr Laplacea trzeciego
stopnia w postaci macierzy:

. -1 4 -1
Lap_2:g -4 20 -4/|. (7)
-1 4 -1

IT-forma pierwszego przyblizenia rozniczkowego schematu (6) jest rowna:

— W 0%u o'u d'u
Vu=Vu+—| —+2———+— |+ 0(h"). 8
! ”+12(ax4+ 82x82y+8y4J+ () ®

Pewng modyfikacja maski (7) jest maska nieopisywana dotad (w takiej postaci)
w literaturze dotyczacej przetwarzania zdje¢ cyfrowych:
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1 1 -4 1
Lap_3=§ -4 12 -4/, )
1 -4 1

ktdrg autorzy niniejszej pracy wyprowadzili na podstawie schematu réznicowego
drugiego rzedu zaproponowanego w [12]:

V_2u _ Ui T U T Wi T U + 4(ui—1j + Ui + U + Uy ) - 12”,;
) 20 " (10)
Schemat ten aproksymuje réwnanie rézniczkowe (IT — forma)
— W (0% o) n 9%
Vu=Vu+— —+— |-—=—=—+0(h"). 11
12(8)64 o' 2 0*x0°y ) (1)

Bez szczegdtowej analizy trudno jest oceni¢ t¢ maske. Pojawia si¢ w niej wyraz
B 0'u
2 9°x0°y
sytuacjach jej stosowanie bedzie uzasadnione, czy wrecz wskazane. Zainteresowa-
nego Czytelnika odsytamy do [9, 10].

odpowiedzialny za kreacje. Moze wiec okaza¢ sie, ze w szczeg6lnych

2.2. Maski filtrow Laplace’a piatego stopnia

W celu podniesienia doktadnosci obliczen w praktyce czgsto wykorzystuje sie
schematy réznicowe wyzszego rzedu. Przykladem moze by¢ dziewigciopunktowy
schemat typu ,,krzyz”. Ma on postaé (patrz [5, 13]):

+16(u,_, . +u. . +u

i-1j i+1j ij+1

124°

Uy T U T U T U + “ij—1) - 60”,7

Vi = (12)

Jest to jedyny prezentowany w tej pracy schemat czwartego rzedu, ktéry indu-
kuje maske krawedziowego filtru Laplacea pigtego stopnia:

0 0 1 0 0
0 0 -16 0 0

Lap_4=é1 -16 60 -16 1]|. (13)
0 0 -16 0 0
0o 0 1 0 0
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Postaci tej maski rdwniez nie znajdujemy w dostepnej literaturze.
Z operatora réznicowego (12) wynika ponizsza I1-forma pierwszego przybli-
zenia rozniczkowego (nie wystepuja w niej pochodne mieszane):

Viu=Vu+0(h*). (14)

Inng maske filtru Laplace’a pigtego stopnia konstruujemy na podstawie trzy-
nastopunktowego schematu réznicowego w postaci (patrz [12]):

16h>V2u = Uy Uy = Uy~ Uy = 20y = 20
15
_2ui+1j+1 - 2“”1/4 + 24(“[4/ FUpy Tl T “;jq) - 84%- (15
Jej budowa jest nastepujaca:
[0 0 1 0 O]
. 0o 2 24 2 0
Lap 5= T 1 24 84 24 1|. (16)
0o 2 24 2 0
10 0 1 0 0]

Maska (16) rowniez jest nowa maska, niestosowang dotychczas w analizie
obrazéw cyfrowych.

Bardzo szczegétowy opis konstrukcji aproksymacji (15) mozna znalezé w [12].
Wedlug Ogury schemat (15) charakteryzuje si¢ czwartym rzedem dokladnosci.
Z analizy przeprowadzonej przez autoréw artykutu wynika, ze aproksymacja ba-
danego schematu jest nie czwartego, a drugiego rzedu:

4 4 2 4
a_%a_ﬁj_h__a O, (17)
ox"  dy 8 0°x0°y

W tej masce, podobnie jak w (9), pojawia si¢ wyraz odpowiedzialny za kreacje
(patrz [9, 10]).

W programie BlueNote [11] wykorzystuje si¢ maske filtru Laplacea pigtego
stopnia, ktorej elementy sa odpowiednio réwne:
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-1 -1 -1 -1 -]

T

Lap 6=—/{-1 -1 24 -1 -1|. (18)
25

-1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1 -1

Maska ta byla stosowana w trakcie analizy zachmurzenia konwekcyjnego
krotko omoéwionej w [8]. Natomiast w [10] zaproponowalismy dla niej nazwe:
maska KKM.

Pomimo tego, ze schemat réznicowy rozpiety jest na tak duzej liczbie weztow,
to jego rzad aproksymacji jest rowny tylko 2. Ten rzad dokladnosci otrzymujemy
na podstawie rozwinigcia poszczegolnych wyrazow u;,,;., (dlar = -2, -1, 0, +1,
+2) schematu réznicowego (z ktérego wynika (18)) w szereg Taylora wokét punktu
(i, j) 1 wyznaczenia z otrzymanej II-formy pierwszego przyblizenia rézniczkowego
wyjsciowego operatora Laplacea. W ten sposob okreslalismy wczesniejsze IT-formy.
W efekcie dochodzimy do stwierdzenia, ze tak skonstruowany schemat réznicowy
V2 aproksymuje réwnanie Laplacea V>u

— 17 o'u  d'u o'u
Vzu:VZu +%h2 (§+ay—4J+h2 ax2ay2 +0(h4) (19)

z doktadnoscig do matej rzedu drugiego. Wielkos¢ 0(h*) uwzglednia wszystkie
wyrazy rzedu h* zalezne od pochodnych mieszanych (co najmniej czwartego
rzedu) funkeji u.

Informacje o jeszcze innych schematach réznicowych, na podstawie ktérych
mozna konstruowaé maski filtrow Laplacea, sg zawarte w [3, 4].

2.3. Metoda elementu skonczonego i maski drugiego rzedu filtru Laplace’a
trzeciego stopnia

Innym podejsciem do konstrukeji schematow réznicowych jest podejscie wa-
riacyjne, a w szczeg6lnosci jego wariant nazywany metoda elementu skonczonego
(MES).

Stosujac metode elementu skonczonego z aproksymacja rozwiazania szeregiem
biliniowym

u(x,)= X uyp, (0P, (7). (20)

w ktérym funkcje ¢,(x), ¥,() s3 definiowane nastepujaco — tzw. hat functions:
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(x—=x_)/h dla x_ <x<x,
0,(x)=1(x,,—x)/h dla x <x<x,, (21)

0 dla xe<x_,x, >

(¥,(y) — przez analogie), otrzymujemy dziewigciopunktowa maske krawedziowego
filtru Laplacea trzeciego stopnia:

. -1 -1 -1
Lap_7:§ -1 8 -1]. (22)
-1 -1 -1

Indukujacy ja schemat réznicowy drugiego rzedu ma postac:

+u.

iyt Pl U

u +u i+l

V2 = Jimn T ‘U, tu

+u,  —8u,
j-1 Uy (23)

i+1j-1

3n’

i+lj

Maska ta jest wykorzystywana w analizach prezentowanych w réznych pracach,
m.in. w [1, 14, 15] — jednak bez podania jej podstaw matematycznych. Ponizej
przedstawiamy IT-forme pierwszego przyblizenia rozniczkowego (23):

+0(hY). (24)

- 2 4 4 2 4
Vzuzvzu_l_iz_z(au_l_au) h* d'u

—_— —_— +_—
ox* o’ 3 0°x0°y

Aproksymacja (20) jest bardzo wygodna w programowaniu i prowadzi do metod
ekonomicznych. Wynika to z faktu, Ze funkcjami bazowymi w metodzie elementu
skonczonego s3 wielomiany o tak zwanym zwartym nosniku, czyli rézne od zera
tylko w punkcie (i, j). Dodatkowg zaletg tej aproksymacji jest tworzenie rzadkich
macierzy wstegowych, ktérych elementy s3 zawarte w (22). W wielu publikacjach
ten rodzaj filtru czgsto nazywany jest zmodyfikowanym filtrem Laplacea. W rze-
czywistosci jest to filtr standardowy, bez zadnych celowych modyfikacji. Wynika
on z bezposredniego wykorzystania metody powszechnie znanej i stosowane;j
w matematyce — metody elementu skonczonego w przestrzeni Lagrangea. Jego
maske buduje sie nie na aproksymacji operatora Laplacea V7, a na aproksymaciji
rozwigzania u(x, y) jego rownania. Poprawna (bardzo opisowa) nazwa maski (22)
powinna brzmie¢: maska krawedziowego filtru Laplacea zbudowanego w przestrzeni
Lagrangea elementu skoticzonego z aproksymacjq rozwigzania funkcjami liniowymi.
Autorzy zdajg sobie sprawe z braku akceptacji dla tak diugiej nazwy i nie proponuja
wprowadzenia jej do powszechnego obiegu. Nie o nazewnictwo tu jednak chodzi,
tylko o umiejetnos¢ wyprowadzenia tej zaleznosci i umiejscowienia jej w teorii
cyfrowego przetwarzania i analizy obrazow. Maske mozna nazwa¢ krétko: maska
filtru Laplacaa oparta na MES (lub: MES-owska maska Laplace’a).
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Uwzgledniajac w (20) wielomiany wyzszego stopnia, mozemy konstruowac
kolejng grupe schematow réznicowych, a tym samym kolejng grupe masek filtréw
Laplace’a. Ich stopien bedzie réwny n = 2m + 1, gdzie m — stopien wielomianu.

2.4. Inne maski drugiego rzedu filtrow Laplace’a trzeciego i piatego stopnia

W literaturze przytaczane sg inne typy masek charakteryzujacych dwuwymia-
rowy operator Laplacea. W [1] Borawski przytacza przyklad dziewigciopunktowej
masKki filtru Laplace’a trzeciego stopnia (niestety bez odpowiedniego wspotczynni-
ka %, wspolczynnik ten jest uwzgledniany w analizie prowadzonej w [6]):

[ 2 -
Lap_8=2|-2 12 -2|. (25)
-1 =2 -1

Maska ta jest indukowana przez réznicowy operator Laplace’a, ktorego I1-forma
pierwszego przyblizenia rézniczkowego jest nastepujaca:

— h? (8411 a4uj o'u

Viu=Vu+— ot ™ +h——+0(h*). (26)

3 ox*0y’

Odpowiadajacy jej schemat réznicowy (posta¢ pomijamy) charakteryzuje si¢ wiec
doktadnoscig drugiego rzedu.

Natomiast w [14] Tadeusiewicz i Korohoda, a w [15] Wrébel i Koprowski
przedstawiaja inng maske. Ma ona postac:

1 2 1
Lap 9=|-2 4 =2/|. (27)
1 -2 1

Wtasnosci maski (27) sa zaskakujace. Co prawda wszyscy wymienieni powyzej
autorzy nazywajg ja maska filtru Laplace’a, ale po szczegdtowej analizie okazuje sie,
ze nie indukuje jej operator Laplace’a — pomimo tak charakterystycznej dla niego
symetrii oraz zerowania si¢ sumy elementéw macierzy (27). Przypisany jej operator
réznicowy aproksymuje jeden z wyrazéw rownania biharmonicznego (i to nawet
nie z najwyzsza dokladnoscia), mianowicie:

La 9—>Lu—h4ﬂ+(h6) (28)
P ox* 9y’ ’

a nie standardowy operator Laplacea:
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du 9
Lu= —L: + _th
ox~ dy
W nastgpnym punkcie ten problem zostanie omdwiony szerzej.
W [14] przedstawiona jest rowniez maska filtru Laplace’a pigtego stopnia
W postaci

1 2 2 2 1]
2 -1 4 -1 2
Lap_10[14]=% 2 4 -8 -4 2 (29)
2 -1 4 -1 2
12 2 2 1]

Po szczegdlowej analizie dochodzimy do wniosku, ze maska (29) rzeczywiscie
zwigzana jest z operatorem Laplace’a i indukowana jest przez schemat réznicowy,
ktorego I1-forma pierwszego przyblizenia rézniczkowego — ma postac:

7h*
+

V_zuz Viu+—
20

+0(h*). (30)

o'u d'w) 31n° 9'u
ox* ot 30 0x’0y’

Biorac pod uwage dotychczasowy algorytm postepowania, wyprowadzamy
poprawng (petna) posta¢ maski (29). Jest ona nastepujaca:

1 2 2 2 1
2 -1 -4 -1 2
Lap_10=—i2 4 -8 -4 2 (31)
0, 4 21 2
12 2 2 1]

Zwracamy uwage nie tylko na inng warto$¢ wspolczynnika stojacego przed
macierza, ale rowniez na jego znak. W literaturze dotyczacej cyfrowego przetwa-
rzania i analizy obrazéw przyjelo si¢ uzywa¢ maski indukowane nie przez operator
V?, ale przez operator (-V?) — poréwnaj (3) i (4). Pozostajemy zatem przy tym
tradycyjnym podejéciu. Maske Lap_10 indukuje zatem operator (-V?).

Warto podkresli¢, ze cecha szczegdlng prezentowanej tu analizy jest uwzgled-
nianie w wyprowadzeniach (o ile wynika to z obliczen) wspétczynnikéw przed
macierzami definiujacymi omawiane maski filtru Laplacea.

W ocenie autoréw takie szczegélowe podejscie do tego zagadnienia (z uwzgled-
nieniem schematéw réznicowych oraz ich II-form pierwszego przyblizenia roz-
niczkowego) nie bylo dotychczas publikowane w literaturze.
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Rys. 1. Satelitarny obraz zachmurzenia nad Europa w kanale widzialnym (VIS)

3. Uwagi ogdlne dotyczace (nie tylko) masek
krawedziowych filtrow Laplace’a

Jak zauwazono, bardzo waznym elementem przytoczonych masek sg wspol-
czynniki stojace przed macierzami. W wiekszosci Zrédel s3 one pomijane. Nalezy
wyraznie podkresli¢, ze chcgc poréwnywaé miedzy sobg rézne maski, ocenia¢ ja-
kos¢ filtrow, a nastepnie walory ich masek, musimy te wspoélczynniki uwzgledniac.
Dopiero wtedy otrzymywane i poréwnywane wyniki odnoszg si¢ do tego samego
dwuwymiarowego operatora Laplace’a (1). Istote tego niezwykle waznego problemu
zilustrowano na rysunkach 2 i 3.

Na rysunku 1 zamieszczono satelitarne zdjecie cyfrowe zachmurzenia zale-
gajacego nad Europa Srodkowg otrzymane z satelity MSG-2 (Meteosat Second

.?.__:_ o
¥ o e PR T
dr§ﬁ1h;§a&@5%,

T

e S

Rys. 2. Obraz zachmurzenia po zastosowaniu  Rys. 3. Obraz zachmurzenia po zastosowaniu
transformacji (Lap_2 - Lap_3) transformacji (Lap_2" - Lap_3")
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Generation) bedacego wlasnoscig European Organisation for the Exploitation
of Meteorological Satellites (EUMETSAT). Podobne zdjecia w wielu kanalach sa
odbierane od potowy 2010 roku przez stacje zainstalowang w Zakladzie Systeméw
Informacji Geograficznej Wydziatu Inzynierii Ladowej i Geodezji WAT. Jako jeden
z przykladéw zdjecia cyfrowego moze ono stanowi¢ podstawe dowolnej analizy
(w szczegolnosci testowania filtrow), o ktérej mowilismy we wprowadzeniu do
niniejszego artykulu. Réwnie dobrze mégtby to by¢ kazdy inny obraz cyfrowy:
linia brzegowa, obiekt na dnie akwenu morskiego, czotg, samolot itp.

Na rysunku 2 przedstawiono réznice migdzy transformacjami obrazu wejécio-
wego (rys. 1) po zastosowaniu filtréw Laplace’a Lap_2 (7) i Lap_3 (9). Oznacza to,
ze na obraz z rysunku 1 dziala réznica filtréw (Lap_2 - Lap_3), ktérej prawidlowa
maska ma postac

Lap _ Lap 3
. -1 -4 -1 . I 4 1 5 -1 2 -1
—|-4 20 —4|-—|-4 12 —4|==|2 -4 2 (32)
6 2 3
-1 -4 -1 1 -4 1 -1 2 -1

Odnoszac prawa strone (32) do schematu réznicowego

2
E[(_ui—lﬁ—l Ui T Ui T ui+1j—1) + 2(“7‘—1]’ Tl Uy,

~du,]=0(h"),

+tu, )+
(33)

a nastepnie rozwijajac ja w szereg Taylora wzgledem wezla (i, j), dochodzi-
my do wniosku, ze réznica ta jest rownowazna malej rzedu czwartego, tzn.:
(Lap_2 -Lap_3) > o(hh). Jego II-forma pierwszego przyblizenia rézniczkowego
— jest nastepujaca:

d'u
ox*0y’

(indeks dolny po lewej stronie réwnania (34) oznacza numer wzoru maski (32)).
Oznacza to, ze ani maska (32), ani schemat (33) nie majg zwiazku z operatorem
Laplacea. Na rysunku 2 przedstawiono zatem jakie$ niewielkie szumy, bedace
konsekwencja stosowania roznych aproksymacji roznicowych (7) i (9) tego samego
rzedu.

Maska (32) jest maska (z doktadnoscig do wspotczynnika (—2/3)), ktdra juz
cytowaliémy w tym artykule za Tadeusiewiczem i Korohodag [14] oraz za Wréblem
i Koprowskim [15] — patrz (27). Okazuje si¢ wigc, Ze wymienieni autorzy nie
przytaczaja pelnej postaci maski Laplace®a, tylko réznice dwoch roznych masek,
w tym przypadku Lap_2 i Lap_3 (lub jeszcze zupelnie innych).

(Lap_2—-Lap _3)s, — ht +(h°%) (34)
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Wykonujac t¢ sama operacje (rys. 3) na macierzach bez wspoélczynnikéw (na-
zwijmy je Lap_2" i Lap_3"), dochodzimy do wyrazenia

Lap 2" Lap 3"
1 -4 171 -4 17 [=20 2] [-10 -1
-4 20 —4|-|-4 12 -4i|={0 8 0 (=210 4 0|, (35
-1 4 -1 1 4 1 -2 0 2 -1 0 -1

ktdre przedstawia jakas zdegenerowang réznicowa posta¢ operatora Laplace’a,
catkowicie bledng, niemajaca nic wspdlnego z omawianym procesem. Bowiem
w tym przypadku otrzymuje sie:

(Lap_2-Lap 3) —>4V2u+£ a4—”+a4—” +2h2ﬂ+0(h4) (36)
p_ P _ 3 )is) 3 | ox ay4 ax28y2 .

Na rysunku 3 zobrazowano wiec pole wejsciowe poddane transformacji filtrem
indukowanym przez rzadko uzywang aproksymacje réznicowg operatora Laplacea,
wzmocnione czterokrotnie (4V2u), na siatce pigciopunktowej typu ,,kwadrat”.

Biorac jednak za podstawe powyzszy wynik, mozemy wprowadzi¢ do teorii
cyfrowego przetwarzania obrazéw kolejng nowa maske filtru Laplacea. Ma ona
postac:

. -1 0 -1
Lap 9a= 5 0 4 0]. (37)
-1 0 -1

Jej IT-forma pierwszego przyblizenia rézniczkowego — jest nastepujaca (z doklad-
noscia do znaku -):

+0(hY). (38)

2 (44 4 4
(Lap _9a) s, —Viu+ h (8 u,9 u) ! ou

—| et [+ =
12\ox* o' 2 ox*oy’

Maski (32) i (37) poddane zostang jeszcze jednemu testowi. Na rysunku 4
przedstawiono przyktadowe figury zawierajace krawedzie pionowe, poziome, uko$ne
i rozlozone nieregularnie — wzdluz linii reprezentujacej okrag.

Na rysunku 5 zamieszczono obrazy tych figur po transformacji filtrem Lap_9
lub, co jest rownowazne z doktadnoscig do wspolczynnika (- ;), maska (32).

Widzimy, ze ten typ filtru nie spetnia swoich podstawowych zadan (lub spetnia
je znadmiarem). Wszystkie krawedzie pionowe i poziome s3 calkowicie odfiltrowa-
ne. Z kwadratu pozostaly tylko jego wierzchotki (w kazdym wierzchotku wartosci
tylko czterech <gérnych> lub pieciu <dolnych> pikseli sa rézne od zera); z trojkata
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Rys. 4. Wybrane rodzaje krawedzi

Rys. 5. Trojkat, kwadrat i okrag po filtracji filtrem Lap_9 (maska (32))

tylko boki (bez podstawy). Jest to wynik operacji splotu funkgji stalej, jaka sa boki
kwadratu z rysunku 4 z maska, ktérej sumy elementéw poszczegdlnych wierszy
i kolumn zerujg si¢. To samo dotyczy krawedzi pionowych. Pozostanie wierzchol-
kow kwadratu zwigzane jest z tak zwanym problemem brzegu. Na ogét przyjmuje
sie, ze wartos$ci pikseli poza obrazem sg réwne zeru. Przedtuzenie krawedzi poza
kwadrat spowoduje odfiltrowanie réwniez narozy. Bylaby to jednak zbyt sztuczna
ingerencja w proces przetwarzania obrazéw cyfrowych. Wiecej informacji na ten
temat mozna znalez¢é w [10].

Z obwodu okregu odfiltrowanych jest po kilka punktéw znajdujacych sie
w sasiedztwie stycznych pionowych i poziomych (nie widaé tego na rysunku, ale
w zapisie cyfrowym jest to widoczne — s3 to pojedyncze piksele).

Strukture maski (32) przypominamy ponizej:

[ 2
Zl2 -4 2
3

-1 2 -1

Krawedzie ukos$ne (trdjkat) i nieregularne (punkty okregu) pozostaja wiec
lekko znieksztalcone. Nie oznacza to jednak, ze maska Lap_9 nie moze by¢ wyko-
rzystywana do transformacji zdje¢ cyfrowych. Z calg pewnoscia znajda sie takie
problemy, w ktdrych jej charakterystyczne wlasnosci stang si¢ istotna zaletg. Wy-
maga to jednak dalszej analizy.

Dodatkowg cechg maski Lap_9 jest wprowadzenie do obrazu bedacego wyni-
kiem filtrowania podwojnych krawedzi. Zjawiska tego nie obserwujemy w przypadku
innych filtréw (poréwnaj rysunek 5 z rysunkami 6 i 7).
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Rys. 6. Trojkat, kwadrat i okrag po filtracji maska (37)

Rys. 7. Tréjkat, kwadrat i okrag po filtracji maska Kupidury-Kozy-Marciniaka (KKM)

Na rysunku 6 zamieszczamy obrazy analizowanych krawedzi (rys. 4) po filtracji
maska (37)

| -1 0 -1
Lap_9a=5 0 4 0],
-1 0 -1

a na rysunku 7 — maska KKM. Wszystkie analizowane linie pozostaja bez istot-
nych zmian. Nie pojawiajg si¢ ,,dziury” na zadnym obwodzie analizowanych figur.
Niewielkie roznice w zapisie cyfrowym rysunkéw 6 i 7 na tym etapie analizy sg do
pominiecia. Transformacja figur z rysunku 4 pozostalymi maskami prowadzi do
wynikéw analogicznych do tych prezentowanych na rysunkach 61 7.

Warto pamietac, ze aproksymacja

—4u..

+u, i+1j-1 ij (39)

i-1j-1

2h*

u +u +u

2 i—-1j+1 i+1j+1
Vou=

indukujaca maske Lap_9a (37) byta stosowana w wielu modelach numerycznego
prognozowania pogody. Stuzyla ona do obliczania wartosci laplasjanu zmierzonego
pola geopotencjatu ziemskiego. Na jego podstawie wyznaczano nastepnie wartosci
nieznanej funkcji pradu bedacej rozwigzaniem réwnan modeli barotropowych
w przyblizeniach geostroficznym i solenoidalnym, tzw. réwnania bilansu dywer-
gencji pedu — szczegdlnego typu w pelni nieliniowego réwnania rézniczkowego
czastkowego drugiego rzedu o nazwie réownania Monge’a- Ampére.
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Z powyzszego opisu wynika, ze maska (37), zwigzana ze schematem réznicowym
(39), znana jest w literaturze dotyczacej metod numerycznych. Jednak ze wzgledu
na swoje wlasnosci nie znalazta szerszego zastosowania w obszarze przetwarzania
zdje¢ cyfrowych.

Na rysunku 8 przedstawiono przykladowe pole zachmurzenia na zdjeciu o wy-
miarach (261 x 301) pikseli oraz to samo pole poddane transformacji filtrami Lap_2
i Lap_3 z wspotczynnikami przed macierzami definiujacymi ich filtry (rys. 91 10)
oraz filtrami Lap_2" i Lap_3" bez tych wspdlczynnikéw (rys. 111 12).

Rys. 8. Satelitarny obraz zachmurzenia nad Europg w kanale RGB

Z bezposredniej analizy zalaczonych rysunkow (rys. 9-12) ptynie jeden istot-
ny wniosek: poza réznym nasyceniem barw nie zauwaza si¢ znaczacych rdéznic
w zobrazowaniach otrzymanych po zastosowaniu wspomnianych filtréw. Kazdy
synoptyk fotointerpretator, nawet z duzym doswiadczeniem, bedzie mial trudnosci

Rys. 9. Obraz zachmurzenia po zastosowaniu  Rys. 10. Obraz zachmurzenia po zastosowaniu
transformacji Lap_2 transformacji Lap_3
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Rys. 11. Obraz zachmurzenia po zastosowaniu  Rys. 12. Obraz zachmurzenia po zastosowaniu
transformacji Lap_2" transformacji Lap_3"

z okresleniem charakteru tych réznic. W najlepszym przypadku moze jedynie
wskazac polozenie obszaréw, w ktorych je zauwaza. Chociaz i taka diagnoza moze
by¢ niejednoznaczna (rys. 9-12).

Roéznice w dziataniu poszczegdlnych filtrow jednak wystepuja i przyjmuja znaczne
wartosci. Na podstawie analizy kilku zdje¢ (monochromatycznych i barwnych) nie
bedziemy wyciaga¢ wigzacych wnioskéw odnosnie do wykorzystywania mozliwosci,
jakie daje filtracja zdje¢ meteorologicznych w operacyjnej stuzbie pogody. To zagad-
nienie dopiero zaczyna si¢ rozwijac. Profesjonalng stacja odbioru zdjg¢ dysponujemy
dopiero od potowy 2010 roku. W chwili obecnej ograniczamy si¢ do przedstawienia
dzialania filtréw liniowych na obszarach o znaczaco réznych powierzchniach oraz
zawierajacych rozne obiekty (patrz kolejne zobrazowania graficzne).

Z punktu widzenia prezentowanej analizy zachmurzenie jest obiektem bardzo
trudnym w interpretacji i wyjatkowo wymagajacym.

Na rysunku 13 przytoczono jedng z metod wyznaczania graficznej prezentacji
oraz wlasciwej oceny réznic masek Laplace’a. Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku zdje-
cia satelitarnego wymiar obrazu wejsciowego (rys. 8) jest zbyt duzy, zeby w sposéb
czytelny przedstawic graficznie roznice wartosci pikseli w calym obszarze. Analizie
poddamy wiec pewien nieduzy fragment grafiki 3D, ktéra moze by¢ przekonywa-
jacym przykladem poprawnosci podejscia do omawianego problemu.

Do pakietu Matlab dofaczony jest skrypt peaks.m generujacy pewne nieregu-
larne pola (rys. 13). Amplituda zmian wartosci prezentowanej funkcji zawiera sie
w przedziale (-6,43-8,02), a wymiar pola jest rowny (30 x 30) pikseli. Symulowane
pole poddane zostanie transformacji filtrami Lap_2 oraz Lap_3. Wyniki tych ope-
racji przedstawiono na rysunkach 14 i 15. Widzimy, Ze oba pola otrzymane w ten
sposob s3 podobne, a amplitudy zmian wartosci przypisanych do odpowiednich
pikseli obrazéw pokrywaja sie.
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10 10

Rys. 14. Pole peaks.m po transformacji Lap_2.  Rys. 15. Pole peaks.m po transformacji Lap_3.
Amplituda wartosci funkeji (-2,04-2,00) Amplituda wartosci funkeji (-2,10-2,06)

Wartosci (Lap_2 - Lap_3) (poréwnaj (32)) w poszczegolnych punktach mieszcza
sie w przedziale (-0,08-0,08). Obie maski maja podobne wlasnosci konwolucyjne, sa
tego samego rzedu i stopnia. Za ich pomocg mozna transponowac obrazy cyfrowe
oraz, co najwazniejsze, wyniki tych operacji poréwnywac.

Zupelnie inne wnioski ptyng z analizy rysunkéw 16 i 17, przedstawiajacych
pole wejsciowe poddane oddzialywaniu filtréw, ktérych maski oznaczyliémy jako
Lap_2"iLap_3" (patrz (35)).

Tutaj wynik operacji (Lap_2" - Lap_3") — czyli réznice w amplitudzie zmian
wartosci pikseli — zawierajg si¢ w przedziale (-8,01-7,86), sa wiec na poziomie
amplitudy pola wejsciowego (rys. 13). Te odwzorowania przedstawiono réwniez
na rysunkach 21 3.

Biorgc za podstawe powyzsza analize, odniesiemy wnioski z niej ptynace do
badanego pola zachmurzenia z rysunku 1. W tym celu wyznaczymy réznice trans-
formacji Lap_2 (rys. 14) i Lap_3 (rys. 15) zastosowanych do symulowanego pola
(rys. 13). Jest ona przedstawiona na rysunku 18. Wynik dzialania obu filtréw na
poczatkowe pole zachmurzenia powtarzamy na rysunku 19.
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Rys. 16. Pole peaks.m po transformacji Lap_2'.  Rys. 17. Pole peaks.m po transformacji Lap_3".
Amplituda warto$ci funkeji (-12,20-2,00) Amplituda wartoséci funkeji (-4,22-4,13)

Na rysunku 20 przytaczamy réznice transformacji Lap_2" (rys. 16) i Lap_3"
(rys. 17). Otrzymane pole zawiera w sobie pole poczatkowe, praktycznie nie zmieniajac
go. Nie stanowi wigc podstawy do prowadzenia dalszych prac badawczych w tym zakre-
sie. Wynik dzialania obu filtréw prezentujemy na rysunku 21 (powtdrzenie rys. 3).

Whiosek jest jednoznaczny: analize porownawczg filtrow konwolucyjnych (z uwzgled-
nieniem ich wlasnosci, rowniez innych niz te omawiane tutaj) powinno si¢ prowadzi¢
wylgcznie w odniesieniu do masek indukowanych przez operator Laplacea.

Oznacza to wigc, ze prowadzenie badan poréwnawczych (odnoszacych sie do
wlasnoéci filtréw) bez uwzgledniania poprawnej budowy maski jest btedne i moze
skutkowa¢ niepoprawnymi wnioskami.

W literaturze dotyczacej przetwarzania obrazéw cyfrowych prezentowanych
jest wiele masek. Na ogot wystepuja one pod wspdlng nazwa: maski filtréw Laplacea.
Nalezy jednak zaznaczy¢, ze nie kazda z nich odnosi si¢ do tego rodzaju filtru.

Z opisow przedstawionych w [14] (str. 109) oraz w [15] (rys. 7.10, str. 183)
wynika, ze czytelnik ma do czynienia z maskami reprezentujacymi filtry Laplace’a.
Maski, o ktorych mowa, to:

0 -1 0 -1 -1 -1 1 -2 1
-1 5 -1{, |-1 9 -1{, |-2 S5 =2]|. (40)
0 -1 0 -1 -1 -1 1 -2 1

Jak wiemy, cechg charakterystyczng filtréw Laplace’a (obok symetrii) jest ze-
rowanie sie sumy wszystkich elementéw jego masek. Stusznie zauwaza Borawski
w [1], Ze grupa filtréw (40), ktdra nie spelnia tego warunku, to powszechnie znane
filtry gérnoprzepustowe nienalezace do grupy masek Laplacea. W niektérych
zrodtach maski, do ktérych odnosimy sie w tej uwadze, sa nazywane maskami
zmodyfikowanych filtroéw Laplace’a. Jest to pewne wyjscie z tej niezrecznosci,
chociaz niepoprawne z matematycznego punktu widzenia. Tak wiec, maski (40)
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00
Rys. 18. Pole peaks.m po transformacji (Lap_2 Rys. 19. Obraz wejciowy po filtrowaniu
— Lap_3). Amplituda (-0,08 + 0,08) (patrz rys. 2)

S s g‘} =

0 OIS
STIONREK

5 ”%@&}!\\t\f 3

-15
30
30 z
00 s S SR
Rys. 20. Pole peaks.m po transformacji (Lap_2" Rys. 21. Obraz wejsciowy po filtrowaniu
— Lap_3"). Amplituda (-8,01 + 7,86) (patrz rys. 3)

nie reprezentuja filtru Laplace’a. Dwie pierwsze sa indukowane przez stacjonarny
operator Kleina-Gordona i pomimo tego, ze jest to tez réwnanie typu eliptycznego,
to nie jest jednak rownaniem Laplace’a i ma inne wlasnosci.

Zachowujgc formalizm matematyczny, dwie pierwsze maski (37) nalezaloby
nazywac maskami filtréw Kleina-Gordona. Ich II-formy pierwszego przyblizenia
rézniczkowego, s3 nastepujace:

0 -1 0

- 2 (4 4
-1 5 -1{4BC  Viu= Vz—hiz u+f—2 g—lj+g—lj +0(h*)
0 -1 0 Y
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-1 -1 -1

- 2 4 4 2 4
1 9 -1 vzuz(vz—i)mh— a—ﬁ‘+a—ﬁ‘ I 28 - 0(h)
o1 -1 12\ ox® 9y 3 0°xd°y

1 2 1
1 o'u

-2 5 =2 Lu=——u+h'
h’ ox*9y*
1 =2 1

+(h°).

gdzie: (V? —m?) — stacjonarny operator Kleina-Gordona, m* = 1/h% m > 0.
Inne pochodzenie majg natomiast maski prezentowane ponizej:

0 -1 0

-1 3 -1 V_zu—(V2+L)u+— A +0(h*)
0 1 o B > 120 ox* 9y

-1 -1 -1

JRE— 4 4 2 4
-1 7 -1 V2u=(V2+ 1) +— a—+a—f W 28 —+0(h*).
o1 -1 ox* Oy 3 0°xd”y

Sa one indukowane przez operator Helmholtza (V* +k*) (eliptycznego typu)
i tez mozna je zaliczy¢ do grupy filtrow gérnoprzepustowych, k* = 1/h% k > 0.

4. Zestawienie masek filtru Laplace’a

Na zakonczenie przedstawiamy zwarty opis oméwionych tu masek induko-
wanych przez operator Laplacea (tab. 1). W zestawieniu zawarta jest pelna posta¢
maski oraz IT-forma pierwszego przyblizenia roézniczkowego.

TABELA 1
Filtry, maski oraz IT-formy pierwszych przyblizen rézniczkowych

IT-forma pierwszego przyblizenia

Filtr Maska PO
rézniczkowego

pieciopunktowy 0 -1 o

0 -1 0
2 4
Klasyczny {—1 4 —1] v2u=v2u+h—(faf+—a ] 0(h*)
xt oyt
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cd. tabeli 1
Dziewieciopunkt 7 — R (o o) I
ew “(‘%’u owy o4 20 4 v2u=v2u+a(¥+ﬁj+zaz = +0(h*)
14 Y oy
Dziewieciopunkt L — R (o ') W o
ZleWIQnggmn owy 5 -4 12 -4 Vzu:VZquE[a—“wLFj—?az > +0(h*)
141 T ey
[0 0o 1 0 0]
Dziewigciopunktowy | |0 0 =160 0 o
piatego stopnia o I -16 60 -16 1 V2u =Vu+0(h*)
czwartego rzedu o(h" 0 0 -16 0 0
0 0 1 0 0
[0 0 1 0 0]
| 0o 2 24 2 0 L 2o o 2o
Trzynastopunktowy | 1 o4 g4 54 V2u=V2u+—(—1:+—lj]—— U og)
piatego stopnia 16 0 2 24 2 0 48\ ox" oy 8 0°x0"y
o 0o 1 0 o
-1 -1 -1 -1 -1
25-punktowy piatego L i S ¥ I 2 (A 4 4
stopnia (Kupidury, L -1 -1 24 -1 -1 V2u=V2u+17h 6—7+a—f +hi’ azuz +0(h*)
P piaury, | 53 60 (ax' oy ax’oy
Kozy i Marciniaka) -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1
Dziewieciopunkt o — K (o' o' K o'
Zlew“:‘;;l‘g’sun owy 378 vzu:v2u+ﬁ(a—4+p]+§ 70 +0(h*)
-1 -1 -1 A ey
|2 — B (o' o) i o
Trzeciego stopnia (25) 7 2 12 2 Viu =Vzu+a(¥+(3}}—4]+Taxz(9)}2 +0(hY)
-1 2 -1
Trzeciego stopnia (27) =21 o'
(nie jest to maska -2 4 22 Lu=h' P +(h%)
Laplace’a) 1 =2 1 Ty
-1 2 -2 2 -1
2 70 (o' ') 31K
i i |2 4 8§ 4 2| |Vu=vu+ L |ZH U2 TR ot
Pigtego stopnia (31) | 75 S a1 o R [Gx“ o ) 30 acae TOH)
-1 2 -2 2 -1
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cd. tabeli 1
N N il - AN s .
i i -0 4 0 Vu=Vu+t—| —F+— [+— +0(h
Trzeciego stopnia (37) 2 A u=Vu 12(6):" ayAJ 2 ooy’ (h")

5. Podsumowanie

W pracy omdéwiono wybrane wlasnosci dziesieciu masek konwolucyjnych fil-
trow Laplace’a. Przedstawiono ich IT-formy pierwszego przyblizenia rézniczkowego
— inaich podstawie okreslono rzad doktadnosci kazdej z nich. Podjeto réwniez
probe uporzadkowania terminologii — nie zawsze precyzyjnej. Zaproponowano
procedure poréwnywania masek.

Maski wielu krawedziowych filtréw Laplace’a charakteryzuja si¢ tym, ze potowa
sumy bezwzglednych wartosci ich elementéw (czyli wag) przypada na wage punktu
srodkowego. Widzimy to w opisach (3), (7), (18), (22) i (25). W pozostatych opisach
relacja ta ksztattuje sie nastepujaco: opis (9) — '/5,, (16) — /5, —, (13) — /5,
Najmniejsza wartos$cig — Vi s¢ — charakteryzuje si¢ opis Lap_10 (31). Oznacza to,
ze po zastosowaniu maski (31) charakterystyka danego piksela w procesie kon-
wolucji bedzie najstabiej zachowana. W oddzialywaniu kontekstowym wartosci
punktu centralnego zawsze s3 tworzone przez punkty sasiednie. W zwigzku z tym:
im wieksza warto$¢ wagi punktu centralnego, tym bardziej jego charakterystyka
wplywa na wynik procesu filtrowania, czyli tym bardziej zbliza si¢ do bezkontek-
stowej (punktowej) transformacji wartosci pikseli.

Maska Lap_9 (27) z wartoscia °/5, i brakiem korelacji z operatorem Laplacea
nie powinna by¢ uzywana w opisanych tu badaniach. Chociaz jej wlasnosci moga
by¢ wykorzystywane w innych obszarach.

Artykut wptyngt do redakcji 9.12.2010 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w styczniu
2011r.
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K. KRAWCZYK, I. WINNICKI, J. JASINSKI,
K. KROSZCZYNSKI, S. PIETREK

Matrices of selected Laplace contour filters used for digital data processing

Abstract. The paper presents the properties of the most commonly used third and fifth order Laplace
contour filters (context operators) including the differential schemes used for deriving them. The finite
differences and finite element (MES) methods with the solution approximation by means of the bilinear
functions (Lagrange space of the finite element) are used to construct the schemes. New convolution
matrices, induced by the differential schemes of the Laplace operator, are proposed.

A TI — form of the first differential approximation of the scheme is attributed to each of the ten
discussed matrices. Using it enables us to determine the order of the differential scheme approximating
the V2 operator, and hence — the order of the matrix (matrix order and matrix grade are different
indicators). Furthermore, (and this is the most important issue) it unambiguously enables us to
determine whether a matrix is really a Laplace one. The paper explains the mathematical basics and
origin of a few practically applied Laplace filters and it draws attention to some inaccuracies (repeated
in some publications) occurring in their discrete descriptions. The consequences of the inaccuracies
are presented on a few selected satellite images of cloud cover fields including a well developed
Cumulonimbus cloud (treated as digital objects recorded with significant compression) and on 2D
and 3D graphs generated in Matlab®. Elements which should compulsorily be taken into account in
the procedure of linear filters matrices comparison are indicated.

This is a theoretical work. The basic research conducted here refers to a few practical examples which
are illustrations of the derived conclusions. We are aware of the fact that unambiguous and even
categorical final statements as well as indication of areas of the results application always require long
term experiments and frequent dissemination of the results. Therefore, we present only a concise
procedure of determination of the mathematical properties of the Laplace contour filters matrices.
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Laplace filters matrices consideration from the point of view of numerical methods is another important
aspect of the discussion presented here. Each matrix is another differential scheme applicable to
computational methods. It is a different method of approximated solving of second order differential
equations in which the V? operator occurs (diffusion, wave, Laplace and other equations) — see
[2-6, 12, 13]. With this approach, the properties of the analyzed matrices, even seemingly alike in
the process of digital images filtering, should be taken into account during solving selected issues of
the mathematical physics. These properties include: spectral transfer operator, approximation order
and the diffusion-creation relation which is discussed in [9, 10].

Keywords: matrices of third and fifth order linear Laplace filters, differential methods, differential
approximation form



