BiuLeTyn WAT
VoL. LIX, Nr 2, 2010

Dynamiczne parametry mechaniczne materiatu
sztywno-plastycznego z liniowym wzmocnieniem.
I. Rozwazania teoretyczne

EDWARD WELODARCZYK, MARIUSZ MAGIER'

Wojskowa Akademia Techniczna, Wydzial Mechatroniki,
00-908 Warszawa, ul. S. Kaliskiego 2
"Wojskowy Instytut Techniczny Uzbrojenia, Zaktad Uzbrojenia Artyleryjskiego,
05-220 Zielonka, ul. Prymasa Stefana Wyszynskiego 7

Streszczenie. Przedstawiono teoretyczng analize okreslania dynamicznych parametréw mechanicz-
nych materiatéw sztywno-plastycznych z liniowym wzmocnieniem. Wykorzystano do tego celu test
Taylora, tj. prostopadle zderzenie plasko zakonczonego diugiego preta wykonanego z testowanego
materiatu ze sztywna plaskg tarczg. Wyprowadzono analityczne przestepne réwnania, z ktorych
okre$la si¢ explicite dynamiczna granice plastycznosci Y,, i odksztalcenie trwate (plastyczne) za po-
mocg zmierzonych diugosci nieodksztalconej czesci preta ;i odcinka odksztatconego plastycznie h.
Praca stanowi skromny wkiad uzupelniajacy wiedze z zakresu dynamicznej plastycznosci i ma walory
aplikacyjne w inzynierii materialowej.

Stowa kluczowe: dynamiczne wlasciwosci metali, obcigzenie udarowe — test Taylora, dynamiczna
granica plastyczno$ci

Symbole UKD: 539.4.014

1. Wprowadzenie

Poczynajac od drugiej polowy ubiegtego wieku, ciggle roé$nie zainteresowanie
dynamicznymi zagadnieniami teorii plastycznosci i efektami rozprzestrzeniania si¢
fal naprezen w osrodkach ciaglych. Juz w 1953 roku problematyka ta pojawila si¢
w monografii poswigconej falom naprezenia [1], a nastgpnie stala si¢ przedmio-
tem rozwazan zamieszczonych w wielu opracowaniach monograficznych [2-11].
Potrzeba prowadzenia takich badan wynika z checi zapewnienia niezawodnosci
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dzialania réznych czedci maszyn i obiektow specjalnego przeznaczenia, narazonych
na dynamiczne obciagzenia w warunkach ekstremalnych.

Wysitki badaczy rozpatrujacych te zagadnienia skoncentrowaly sie w duzej
mierze na opracowaniu zwigzkow konstytutywnych w oparciu o zjawiska towarzy-
szace propagacji fal plastycznych w osrodkach statych, np. w metalach. W licznych
eksperymentach przeprowadzonych przez wielu badaczy wykazano, ze w niektérych
metalach obcigzonych udarowo stan plastyczny osiagany jest przy znacznie wigk-
szych naprezeniach niz dla obciazenia statycznego. Zjawisko to zauwazone zostato
po raz pierwszy przez J. Hopkinsona [12] i jego syna, B. Hopkinsona [13]. Autorzy
tych prac wykazali, Ze dynamiczna granica plastycznosci dla stali jest prawie dwa
razy wigksza od granicy statycznej.

Wazne miejsce w tych zagadnieniach zajmuje uderzeniowy test Taylora.
W 1948 r. G. Taylor opracowal jednowymiarowa teorie plastycznych odksztatcen
plasko zakonczonego, diugiego preta po prostopadlym uderzeniu nim w nieod-
ksztalcalng przegrode (plyte) [14]. Pozwala ona za pomoca geometrycznych po-
miaréw odzyskanego po udarze odksztalconego preta oszacowaé w przyblizeniu
dynamiczng granice plastycznosci jego materialu. Obszerng eksperymentalng
ilustracje metody przedstawiono w [15].

Od tego czasu pojawilo sie szerokie zainteresowanie badaniami udarowymi i sza-
cowaniem dynamicznej granicy plastycznosci [16-34]. Prezentowany w literaturze
poglad wskazuje, ze jednowymiarowa teoria Taylora charakteryzuje si¢ pewnymi
brakami w dokladnym szacowaniu dynamicznej granicy plastycznoéci, szczegélnie
w przypadku duzych predkosci uderzenia. Z tej przyczyny wielu badaczy koreluje
wyniki eksperymentalne z nowoczesnymi analizami komputerowymi, ktére umoz-
liwiaja stosowanie skomplikowanych postaci réwnan konstytutywnych opisujacych
material preta. Za pomocg tych programéw mozna aproksymowac, uzyskane po
badaniach, geometryczne wymiary probki i dos¢ doktadnie okresli¢ dynamiczne
wlasciwosci jej materialu. Wada metod komputerowych jest znaczny koszt progra-
moéw i to, ze bardzo czgsto wymagaja one duzo czasu do ich realizacji.

Pomimo ogromnych mozliwosci wspoéiczesnych technik obliczeniowych,
proste jednowymiarowe teorie inzynierskie, dajace mozliwosci analitycznych roz-
wigzan, nie stracily na znaczeniu. Takie teorie czg¢sto daja badaczom mozliwosci
wgladu we wzajemne oddzialywania fizycznych parametréw badanego problemu
iich relacje do wyniku zdarzenia przypadkowego. Te wzajemne oddziatywania sa
czesto trudne do okreslenia za pomocg obliczen komputerowych. Ponadto, proste
teorie inzynierskie dostarczaja rowniez podstaw do projektowania eksperymentow
i fizycznej interpretacji ich wynikow.

Klasyczna teoria Taylora [14] oparta jest na wielu zalozeniach upraszczajacych
i dlatego jej zastosowanie jest ograniczone do matych predkosci uderzenia. Na przyktad
w réwnaniu ruchu nieodksztalconej czesci preta nie uwzgledniono ubytku masy jej
elementu, ktory przechodzi w procesie udaru do strefy odksztalcen plastycznych.
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Poprawne réwnanie wyprowadzono w publikacjach [24] i [27], ktore wykorzystamy
w niniejszej pracy.

Prezentowana praca zawiera analityczne rozwiazanie zagadnienia prostopadlego
uderzenia preta w sztywna plaska plyte. Pozwala to okresli¢ explicite dynamiczna
granice plastyczno$ci materiatu preta i trwale jego odksztalcenie.

Material preta aproksymowano modelem sztywno-plastycznym z liniowym
wzmocnieniem.

2. Sformulowanie problemu

Jak juz zaznaczono wcze$niej, w niniejszej pracy stosujemy teori¢ przedsta-
wiong w publikacji [24].

Rozwazmy jednorodny pret (pocisk) o poczatkowej diugosci L i polu poprzecz-
nego przekroju A, ktory uderza prostopadle w sztywna przegrode z poczatkowa
predkoscia V. Niech x oznacza wspolrzedng Lagrangea skierowang wzdluz osi preta
i majacg poczatek na jego koncu przeciwlegtym do konca uderzajacego. Konce preta
sa plaskie. Zakladajac, ze predkos¢ uderzenia jest dostatecznie duza, czgs¢ preta
bedzie odksztalcac si¢ plastycznie. Niech X(¢) reprezentuje zmienny w czasie rozmiar
strefy plastycznej zmierzony wzgledem konfiguracji poczatkowej (rys. 1a), S(t) - za-
lezne od czasu przemieszczenie tylnego konca preta i h(t) - zmienny w czasie rozmiar
strefy odksztalconej plastycznie zmierzonej wzgledem zdeformowanej konfiguracji
preta (rys. 1b). Dodatkowo oznaczymy przez I(t) dlugos¢ strefy nieodksztatcone;j
preta, tak ze I(t)=L— X (t) lub I(t)+ X (t)=S(t)+1(t)+h(t)=L=const.

f ]

Rys. 1. Schematyczna ilustracja pocisku uderzajacego w sztywna przegrode: a) konfiguracja poczat-
kowa pocisku; b) konfiguracja pocisku zdeformowanego
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Zalézmy, ze material preta jest aproksymowany sztywno-plastycznym modelem
zliniowym wzmocnieniem (rys. 2a) i jego gestos¢ nie zmienia sie (p = const). Sztyw-
no-idealnie plastyczny material (rys. 2b) rozpatrzono w pracach [14] i [24].
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Rys. 2. Zaleznosci o—¢ dla materiatow sztywno-plastycznych i sprezysto-plastycznego; a) wzmocnienie
liniowe; b) idealna plastyczno$¢; c) sprezysto-plastyczny (stal chromowo-niklowa)

Rozwazmy ruch sztywnej czesci preta. W dowolnej chwili £, podczas odksztat-
cania preta w procesie zderzenia przyjmujemy, ze dlugo$¢ nieodksztalconej jego
czesci jest L-X(1) i zaktadamy, ze (dS/dt)=S (t)= v (t) jest jej biezaca predkoscia
przemieszczania si¢ w kierunku osiowym (rys. 3a). Jak pokazano na rysunku 3b,
element sztywnej czesci preta Al w przedziale czasu At ulegl odksztalceniu pla-
stycznemu i ma nowe pole przekroju poprzecznego A,. Predkos$¢ tego elementu
jest oznaczona przez u i rézni sie od predkosci pozostalej sztywnej czesci preta
(v+ Av). Sity, ktére dziatajg na plastycznie odksztalcony element, generowane sg
przez jego wzajemne oddzialywanie z sekcjg nieodksztatcong, oznaczono je przez
Fna rysunku 3b, oraz jego wzajemne oddziatywanie z uprzednio zdeformowanym
materialem, oznaczone jako (P + AP).
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Rys. 3. Schematyczna ilustracja transferu masy elementu Al z sekcji sztywnej do czgéci odksztalconej
w przedziale czasu At

Zgodnie z drugg zasada dynamiki Newtona liniowa zmiana pedu rozpatrywa-
nego ukladu w przedziale czasu At réwna si¢ catkowitemu impulsowi dzialajacych
nan sit, mamy zatem:

PAAXU+ pA, (L= X =AX)(v+Av)— pA (L - X )v=1/2(2P + AP)At,

gdzie (2P + AP)/ 2 jest $rednig wartoscia sit 2P i AP,

Po podzieleniu obydwdch stron tego réwnania przez At, i okresleniu granic
dla At>0 oraz pominieciu matych wyzszego rzedu, otrzymuje sie:

(L-X)v—(v-u)X =P/pA,, (2.1)
gdzie v=dv/dt i X =dX/dt.

Oznaczymy przez o0 i ¢, nominalne (inzynierskie) naprezenie i odksztalcenie

w przekroju A, odksztalconego preta. Wowczas P = 0A,, a poniewaz &, = (Ab /A )— 1
dla materialu ze stalg gestoscia, wiec:

on(ep)ﬁb/(1+8p). (2.2)

Dalej, zgodnie z rysunkiem 3a jest

I=L-X lub X=L-I (2.3)
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Po uwzglednieniu (2.2) i (2.3), réwnanie (2.1) mozna przeksztalci¢ do postaci:

lo+i(w-u)=f(,)/p. (2.4)

gdzie f,)=0,) @+e,) T=dy/dt. (2.5)

Wyrazenie (2.4) jest $cistym réwnaniem ruchu sztywnej (nieodksztatcone;j)
czesci preta. Bedziemy je rozwigzywac w dalszym ciggu rozwazan.

3. Ogolne rozwigzanie uproszczonego (u = 0) réwnania ruchu (2.4)

Wezesniej zatozylismy, ze material preta jest sztywno-plastyczny z liniowym
wzmocnieniem (rys. 2a). Pret uderza prostopadle z dostatecznie duzg predkoscia
V w sztywnga plaska tarcze. W takich warunkach w precie generowana jest podczas
zderzenia fala plastyczna [34]. Fala ta propaguje sie od tarczy w kierunku swobod-

nego konca preta z predkoscia
\ p

gdzie E; jest modulem liniowego wzmocnienia materiatu preta.

Z danych eksperymentalnych i obliczen numerycznych [26] oraz z zamknie-
tych, analitycznych rozwigzan falowych [34] wynika, ze modutl E, slabo zalezy
od predkosci uderzenia Vi mozna przyjacé, ze predkos¢ a, = const.

Odksztalcona plastycznie czg$¢ preta, zawarta miedzy tarczg i frontem fali
plastycznej, dla materiatu sztywno-plastycznego, podczas procesu zderzenia jest
nieruchoma [34], tj. u = 0.

Dla u = 0 z réwnania (2.4) wynika, ze

d(lv)/dt=f (e, ) p. (3.2)

Dalej, z ciaglosci przemieszczenia Langrange’a na froncie fali plastycznej mamy:

U[X (@) t]=-S

i po zrézniczkowaniu wzgledem czasu t, otrzymuje sie:

—g, X +u=¢gl+u=S=uy, (3.3)
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AU au

dzi £ =—, u=—-.
gaizie P~ oX ot

Z zaleznosci (3.3) dla u = 0 bezposrednio wynika, ze:

dl v

dt e,

p
Nastepnie zgodnie z rysunkiem 1 mamy:

S+l+h=L,

a po zrozniczkowaniu wzgledem czasu jest

S+I+h=0
lub
. dl
I:—:— ,
@)

gdzie h=a1, S=v, a,>0.
Ostatecznie z rownan (3.4) i (3.6) wynika, ze

v
a+v

€p=

Z kolei, kombinacja réwnan (3.2), (3.4) i (3.7) daje

d(iv)__f[-v/(@+v)]
dl p(a, +v) '

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Po rozdzieleniu zmiennych w réwnaniu (3.8) i scalkowaniu otrzymuje sie

ogolne rozwigzanie réwnania (2.4) w nastepujacej postaci:

o (2, +y)dy
L oy(@+y)+f[-y/(@+y)]/p

lub

\Y

Lex (a +y)dy
)= tee | o Ty e

(3.9

(3.10)
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4. Dynamiczne parametry mechaniczne materialu preta
dla modelu sztywno-plastycznego
z liniowym wzmocnieniem

Zgodnie z rysunkiem 2a, zwigzek migdzy naprezeniem o i odksztalceniem ¢,
ma postac:

2
o=0,+Ee, =0, +paje,

i funkcje f (€p ) (2.5), mozna okresli¢ wzorami

v
05+paf[— j
o
te,)= 158:): Ua1+” (4.1)
p 1-
a1+v
lub
v o,(a +v)
fl— = - 42
(aﬁvj 3, P “2

gdzie o, jest granica plastycznos$ci materiatu preta bez wzmocnienia, a €, oznacza
podluzne odksztalcenie plastyczne (trwale) preta.
W celu uproszczenia zapiséw dalszych rozwazan, wprowadzimy nastepujace

wielkosci bezwymiarowe:

P

pV? . pV? . v

= ] a = 3 = =,

‘=, v Py vy
el el b L -

L’ oL oL’ oL

gdzie symbole Y,, i [, odpowiednio oznaczajy: dynamiczng granice plastycznosci
dla materiatu z liniowym wzmocnieniem i koncowa diugos¢ nieodksztalconego
odcinka preta, L;jest catkowita dlugoscia preta odksztalconego po uderzeniu, a h;
— dlugoscia czedci odksztalconej plastycznie.

Po podstawieniu funkgji (4.2) do réwnania (3.9) i wykorzystaniu wielkosci
bezwymiarowych (4.3), otrzymuje sie:

1 3
B +y,
=|——2—dy.. .
Ing=| —3 747 (4.4)
Tyt Vit—

ap’ a
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Prawg strone réwnania (4.4) mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacych
funkgji:

2+ _Ua 2y+i*+\/Z
F (a y):i B - 1 jln af o +
1 1 *
Ja 20 2+ L A 2y + L _»a
ap af
(4.5)
1 1
1 1+?+—
+—=In al @ dla A>0
2 Vit oyt
af a
2y +—
F,(a,y)=——| 28 L arctg ’ P,
= Zaﬁ* =
(4.6)
1 1 1
+=Inly® +—y+= dla A<O
2 4 a,BV a
1 1
1+ —+— . .
F3(a,y)=£|n o a | P —+ P - dla A=0, (47)
2 |.., 1 1| 1+2af’y 1+aB
N e
ap a
gdzie 2 2 2
Ll e e
pvV:)\a ) pV"® \aof a

Zgodnie z oznaczeniami (4.3) wielkos¢ a jest ujemna (o, < 0 - $ciskanie) i dlatego
w rozpatrywanym problemie A > 0, zatem w rozwigzaniu badanego zagadnienia
obowigzuje funkcja F; («, y).

Relacje (4.4) i (4.5) prowadza do bezposredniej zaleznosci dtugosci | (6 =1/L)
od predkosci v(y = v/V ), a mianowicie:
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1 1
I+ —+—
InE==In af ¢+
Yyt
af a
1 L (4.9)
2+———A 2y+—*+\/K
1( . 1 aﬁ
+Tﬂ B n
A ap +\/_ 2y+ f‘
lub
11 (* )
2 2ap*
‘1+ — ‘ -JA 2y+ !
- Off 0‘1 (4.10)
Sl
af a

Na koncu procesu zderzenia mamy: [ = lf(f = ﬁf) i v = 0. Woéwczas rOwnanie
(4.10) mozna zredukowac¢ do postaci:

L 1
ﬁ(’g Zaﬂ*)

oyt _a L
12 aof ap
1+ a+—

1

B

=®(a). (411)

Ny

W ten sposéb problem zredukowano do rozwigzania réwnania przestepnego
(4.11), z ktdrego okresla si¢ parametr a* dla uzyskanej eksperymentalnie wielkosci
§r=I¢/L. Z analizy funkcji ®(a) wynika, Ze istnieje jeden pierwiastek rzeczywisty
a = o* (rys. 4), ktory spetnia to réwnanie.

Zgodnie z wielko$ciami bezwymiarowymi, dynamiczng granice plastycznosci
dla materiatu sztywno-plastycznego z liniowym wzmocnieniem okreslamy za po-
moca wzoru:

pV’

v, =2 (4.12)
(04

Analogiczne rownanie przestepne dla materiatu sztywno-idealnie plastycznego
(rys. 2b) wyprowadzono w pracy [24], a mianowicie:

pr-&) | preQ-t) | BrE,
£, =
1+p*(A-&,) 1+p*(@-¢&, ) vy

(4.13)
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1-§& .

B

Z réwnania (4.13) dla danych wartosci §, & zmierzonych na odksztatconym
precie, okresla sie warto$¢ parametru f3*.

Dla sztywno-idealnie plastycznego materiatu preta Taylor wyprowadzil uprosz-
czony wzdr w nastepujacej postaci:

pV*
a*’

Y. =

J

o* = (4.14)

P(a)

D(a) .

lo”| la

Rys. 4. Schemat okreslenia parametru o*

Y. = 1_§f sz
To20-&)n(E,)

Obecnie przejdziemy do okreslenia odksztalcenia plastycznego ¢,. Parametr
ten zdeterminowany jest wzorem:

__v@ @
& (€)= a+v(E) B +yE) (4.16)

(4.15)

gdzie wielkos$¢ y musi spelnia¢ nastepujace rownanie przestepne:

y S
‘1+ 1+i \/_ 2y+ +\/_A[ Zﬂj
E= O‘lﬁ @ . (4.17)
e e HNA 2y -
Y +a*ﬁ*y+a* + *ﬁ*+ V+a*ﬁ*

2
gdzie A= L*J—{, g, <E<1, 0<ysl
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Okazuje sig, ze pierwszy czlon prawej strony réwnania (4.17) mozna z doktadno$cia
do utamka procentu przyréwnac do 1, tj.:
el
1+ % + i*
af «a -1
1 ]

1
+—

af o«

i wowczas rownanie (4.16) redukuje si¢ do postaci:

2

v+

V(§)=%a_?—d§c, (4.18)
déc -1

gdzie: a=%+\/E, b:%_\/E, c= 1 13*_#,
ap a B 2a

2+%+\/E (4.19)
g=—<b

2+ L
af

Ostatecznie odksztalcenie ¢, mozna okresli¢ explicite za pomocg wzoru:

a—bdg:
d (28 —b)z}% +a-2f
£ <6<], gp(ff)=0, ‘8P(1)‘:‘£pmax‘=ﬁ'

e, (€)= , £, <E<],

(4.20)

W ten sposdb uzyskalismy komplet analitycznych zamknietych wzoréw, ktdre
umozliwiajg analiz¢ dynamicznych wartosci parametréw Y, i ¢, dla materiatu
sztywno-plastycznego z liniowym wzmocnieniem obcigzonego udarowo. Wyni-
ki eksperymentalne wraz z analizg uzyskanych z obliczen wartosci parametrow
przedstawimy w oddzielnym opracowaniu.

Prace zrealizowano w ramach projektu rozwojowego Nr OR00001008 finansowanego przez Mini-
sterstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego w latach 2009-2011.

Artykut wplyngt do redakcji 11.02.2010 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w marcu 2010 1.
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E. WLODARCZYK, M. MAGIER

Dynamic mechanical parameters of rigid-plastic material with linear strain
hardening. I. Theoretical considerations

Abstract. The theoretical analysis of the determination of the dynamic mechanical parameters of the
rigid-plastic material with linear strain hardening is presented in this paper. For this purpose, the
Taylor’s impact test, i.e., perpendicular impact of the long rod on a flat rigid target has been used. The
rod is made of tested material. The transcendental equations which determine explicitly the dynamic
yield stress Y,, and the plastic strain ¢, have been derived. This paper supplements knowledge on

P

dynamical properties of metals and has application values in materials engineering.
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