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Streszczenie. W artykule przedstawiono sposob okreslania krzywizny trajektorii statku w plaszczyznie
horyzontu z wykorzystaniem ciggu pozycji GPS. Stosujac aproksymacje $redniokwadratowg ciagu
pomiaréw wspotrzednych pozycji, mozemy otrzymac rownania parametryczne wspoirzednych statku.
Pozwala to na wykreslenie krzywej plaskiej trajektorii statku oraz jej ewoluty. W artykule przedstawiono
przyklad krzywoliniowej trajektorii statku oraz jej ewoluty (z cyrkulacjg oraz z punktem przegiecia)
okreslonej na podstawie rzeczywistych pomiaréw DGPS.
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Wprowadzenie

W klasycznej nawigacji morskiej przyjmuje sie, ze statek porusza si¢ ruchem
jednostajnym prostoliniowym. Natomiast manewrowanie statku (zwroty, cyrku-
lacje) traktuje si¢ jako odrebne zagadnienia. Wspomina si¢ réwniez [14], cho¢
nader rzadko, o myszkowaniu, tj. sinusoidalnym ruchu statku w stosunku do drogi
wypadkowej, wywolanym niesymetrycznym dzialaniem sterowan (napedy, stery
itp.) oraz zakldcen zewnetrznych (gtéwnie wiatru). W przypadku ruchu ustalo-
nego, tj. przy dtuzszym przejsciu morzem na stalym kursie oraz w zobrazowaniu
i rejestracji parametréw ruchu w malej skali (1:200 000 i mniejszej), przyblizenie
to jest wystarczajace. Jednakze, uwzgledniajac wspotczesne wymagania dotyczace
dokltadnosci i precyzji prowadzenia nawigacji [9, 12, 13] oraz mozliwosci tech-
niczne realizacji tego procesu, to podejscie nie jest wlasciwe, a ponadto droge
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statku nalezy traktowac jako trajektori¢ krzywoliniowa w przyjetym ukladzie
odniesienia.

Obecnie w nawigacji przyjmuje si¢ powszechnie jako uktad odniesienia uklad
WGS-84, do ktérego powinny by¢ przeliczane wszystkie dane nawigacyjne. Nato-
miast poszczegdlne pomiary nawigacyjne oraz obliczenia moga by¢ wykonywane
w innych ukladach, w tym lokalnych, zwigzanych ze statkiem. Przyktadami sa
nawigacja zliczeniowa — pomiary lokalne a obliczenia na powierzchni elipsoidy,
nawigacja radarowa — pomiary i obliczenia w lokalnym uktadzie biegunowym
zwigzanym z anteng. Podobnie trajektorie statku mozemy traktowac lokalnie jako
krzywa plaska, w krotkich przedziatach czasu (przy parametryzacji czasem) lub drogi
(przy parametryzacji naturalnej — droga). Przy czym statek traktujemy jako punkt
(przy pomiarach jednym odbiornikiem GPS/DGPS i bez wykorzystania dodatko-
wych ukladéw pomiarowych nie mozemy okresli¢ ruchu bryly statku we wszystkich
stopniach swobody), a réwnania opisujace jego ruch sg zalezno$ciami kinema-
tycznymi w plaszczyznie horyzontu. Znajac réwnania ruchu, mozna analizowaé
przebieg trajektorii statku (planowa¢ ja, monitorowa¢, korygowac itd.). Ze wzgledu
na niezbyt dokladng znajomos¢ parametréw ruchu statku, otrzymanych z nawigacji
zliczeniowej i jej odmiany — nawigacji inercjalnej [1, 3, 4], stosuje si¢ punktowe
pomiary polozenia statku (punkty na trajektorii) z wykorzystaniem pozycyjnych
systemow nawigacyjnych lub innych metod okredlania pozycji obserwowanej
[2, 14], ktore tez sa obarczone réznego rodzaju btedami.

Ponizej przedstawiono sposob okreslania krzywizny trajektorii statku z wy-
korzystaniem pomiaréw GPS/DGPS. Sposéb jest ogdlny, mozna wiec go stosowac
réwniez w przypadku innych metod okreslania pozycji obserwowane;.

1. Krzywizna krzywej plaskiej

Krzywa plaska mozemy opisa¢ za pomoca nastepujacych réwnan parame-
trycznych [7]:

x=x(t), y=y(t) (1)

dla t € (t,, t;), w tym przypadku t, — moment pierwszego pomiaru, t, — mo-
ment ostatniego pomiaru, ponadto funkcje x i y s3 dwukrotnie (co najmniej)
rézniczkowalne, tj. x, y € C*. Dwukrotna rézniczkowalno$¢ jest nam niezbedna
do okreslenia szybkosci oraz przyspieszenia statku (naturalny wymog w stosunku
do trajektorii).
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Dla tak okreslonej krzywej jej krzywizna wyraza si¢ wzorem
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2. Krzywizna trajektorii statku

Wykorzystujac cigg pomiaréw wspolrzednych pozycji statku wykonanych na Za-
toce Gdanskiej [4], okreslono jego trajektorie w lokalnym ukladzie odniesienia (rys. 1).
Pomiary wykonano w odstepach jednosekundowych (facznie 517 pomiaréw).
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Rys. 1. Trajektoria statku okreslona z pomiaréw DGPS
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Stosujac aproksymacje $redniokwadratowa [11] funkcji zmiennosci dtugosci
i szerokosci geograficznej wzgledem czasu, otrzymano nastepujace réwnania pa-
rametryczne trajektorii statku (po przetransformowaniu do plaskiego lokalnego
ukladu odniesienia, stad warto$ci w metrach):

x(t) = 3,221426 -10°t° —5,277435-10"°t° + 3,168530-10°°t* +
—0,000818t* + 0,076654t2 + 0,141102t +18, 04,

y(t) = 6,073267-10°t° —8,216361-10"t* + 0,000366t> +
—0,055888t> +0,214774t + 526, 28.

Po zrézniczkowaniu otrzymujemy pierwsze pochodne

X'(t) =1,932856-10"'t° — 2,638718-10°°t* +1,267412-10°°t° +
+2,453884-107°t* +0,153300t +0,141102,

y'(t) =3,036633-10°t* — 3,286544-10°°t® +
+1,097886-10°t? + 0,111777t + 0,214774

i nastepnie drugie pochodne

X"(t) =9,664279-107"'t* —1,055487-107"t° + 3,802236-10°t* +
—4,907768-107°t +0,153309,

y"(t) =1,214653-10%t* — 9,859633-10°t? +
+2,195771-103t-0,111777.

Wykorzystujac zaleznosci (2) i (3), obliczono promien krzywizny trajektorii
statku. Na rysunku 2 pokazano jego wykres w calym przedziale czasu badane;j
trajektorii, a na rysunku 3 jego zmienno$¢ na cyrkulacji.

Zaleznosci (4) postuzyty do obliczenia $rodkéw krzywizny trajektorii statku
(ewoluty trajektorii). Ich wykresy przedstawiono na rysunkach 4-7.

Rysunek 4 obrazuje prostoliniowa czgs¢ trajektorii do poczatkowej fazy cyrku-
lacji. Wyraznie widoczne jest zmniejszanie si¢ promienia krzywizny, od warto$ci
nieskonczonej (odcinek prostoliniowy trajektorii) do 135 metréw.

Na cyrkulacji (rys. 3 i rys. 5) promienie krzywizny zmienialy si¢ od 490 me-
trow (warto$¢ maksymalna) do 59 metréw (wartos¢ minimalna). Ksztalt ewoluty
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Rys. 2. Promien krzywizny trajektorii statku

cyrkulagji jest podobny do ksztaltu ewoluty elipsy (z pewnymi znieksztatceniami).
Swiadczy to o tym, ze krzywa cyrkulacji rézni sie istotnie od okregu.

Ewolute czesci krzywoliniowej trajektorii pokazuje rysunek 6.

Interesujacy przebieg ma ewoluta w punkcie przegiecia trajektorii statku.
Ze wzgledu na skale (przeskok od promienia krzywizny réwnego 15 km z jednej
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Rys. 4. Ewoluta odcinka trajektorii prostoliniowej i wejscie w cyrkulacje
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Rys. 5. Ewoluta cyrkulacji

burty do promienia 20 km na burte przeciwng) pokazano wylacznie punkty cha-
rakterystyczne, ktdre dzieli tylko jedna sekunda pomiaréw (rys. 7).
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Rys. 6. Ewoluta trajektorii krzywoliniowej
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Rys. 7. Punkty ewoluty w punkcie przegiecia trajektorii
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Zakonczenie

Ze wzgledu na duzy zakres zmiennos$ci warto$ci promieni krzywizny trajektorii
statku — teoretycznie od nieskoniczonosci do 59 metréw, a praktycznie od 20 ki-
lometréw do 59 metréw — nie mozna pokaza¢ na jednym rysunku ewoluty nawet
stosunkowo krotkiej trajektorii statku. W tym przypadku byla to trajektoria przebyta
w ciggu 517 sekund (statek przebyt droge okoto 1400 metréw).

Ewoluta trajektorii statku pokazuje potozenie srodkéw krzywizny trajektorii,
co ulatwia projektowanie lub weryfikowanie przebiegu i ksztaltu drég wodnych,
szczegolnie na akwenach ograniczonych.

Analize geometrii trajektorii statku mozna réwniez wykorzysta¢ przy badaniu
charakterystyk manewrowych statku — stabilnosci kursowej, zwrotnosci, cyrkulacji
i innych. Znajomos¢ wlasnosci geometrycznych trajektorii moze by¢ wykorzystana
przy planowaniu nawigacyjnym podrdzy oraz planowaniu manewréw (antykoli-
zyjnych, cumowania itd.).

Wykorzystujac dwa (lub wigcej) odbiorniki GPS/DGPS [6] oraz uklady nawigacji
zliczeniowej [1, 4], mozna analizowac¢ ruch statku wraz z tworzong wokoét niego
strefg bezpieczenstwa jako bryle. Byloby to faktycznie geoprzestrzenne podejscie
do analizy ruchu statku w srodowisku geograficznym [5].

Artykut wplyngt do redakcji 11.03.2009 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano we wrzesniu
2009 .
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Determination of ship’s plane trajectory curvature by GPS

Abstract. This article describes a method for the determination of ship’s trajectory curvature in the
horizontal plane using a series of GPS positions. Using mean square approximation of a series of
position coordinates measurements we can obtain parametric equations of ship’s coordinates. This
allows us to plot a ship’s plane trajectory curve and its evolute. Besides, an example of ship’s curvi-linear
trajectory and its evolute are presented, including the circulation and the inflexion point, determined
from actual DGPS measurements.
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