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Zastosowanie réznicowego ukladu obserwacyjnego
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pomiardw statycznych GPS
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Streszczenie. Praca przedstawia nowe algorytmy dla wzglednego pozycjonowania GPS, oparte na
zbiorach réznic fazowych typu Schreibera. Tradycyjne procedury, stosujace podwojne lub potréjne
réznicowanie faz i $ciste modele stochastyczne w estymacji najmniejszych kwadratéw, wymagaja
wyznaczenia odwrotnosci (inwersji) niediagonalnej i zazwyczaj znacznych rozmiaréw macierzy
kowariancyjnej. Finalnym produktem inwersji jest pelna (niediagonalna) macierz wagowa.

Koszt kompletnego rozwigzania staje si¢ bardzo znaczacy w przypadku wielopunktowych sesji GPS
i przy stosowaniu potréjnego réznicowania faz. Formutujac zbior roznic typu Schreibera, otrzymu-
jemy estymacje najmniejszych kwadratow z diagonalna macierza wagowa. Estymatory sa identyczne
z zadaniem oryginalnym. Uzyteczne cechy algorytmow sa teoretycznie dowiedzione. Algorytmy
zostaly zaimplementowane w profesjonalnych programach dla GPS, m.in. w module automatycznego
post-processingu (APPS) w systemie stacji referencyjnych ASG-EUPOS w Polsce.

Stowa kluczowe: wzgledne pozycjonowanie GPS, post-processing, podwdjne roznice faz, potréjne
réznice faz, diagonalna macierz wagowa, zbidr réznic typu Schreibera, wielopunktowa sesja GPS,
wielobazowa sesja GPS, automatyczny post-processing, ASG-EUPOS

Symbole UKD: 527

1. Wprowadzenie

W metodologii wzglednego pozycjonowania w oparciu o obserwacje fazowe
GPS, niemal jako priorytetowe przyjmuje si¢ rozwigzanie numeryczne oparte na
podwojnym réznicowaniu faz. Jak wiadomo, wigze si¢ to z koniecznoscia iden-
tyfikacji, obok sktadowych wektora GPS, dodatkowych niewiadomych w postaci
pewnych liniowych funkcji nieoznaczonosci (ang. ambiguities) — catkowitych
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wielokrotnosci diugosci fali emitowanego sygnatu. Trzeba podkresli¢, ze skutecz-
no$¢ tej standardowej metody wzglednego pozycjonowania zalezy w duzej mierze
od samego algorytmu identyfikacji nieoznaczonosci, stanowigcego w pewnym sensie
niezalezny od podstawowej metody najmniejszych kwadratéw jako zasady estyma-
cji, element procesu obliczeniowego (ang. post-processing). Pomimo bogatego juz
dorobku naukowego i aplikacyjnego w zakresie metod i algorytmow identyfikacji
nieoznaczonosci, praktyka dostarcza przyktadéw (np. Rzepecka, 2004), w ktérych
taka identyfikacja jest co najmniej niedostatecznie jednoznaczna (,,rozmyta”).
Dotyczy to réznych sytuacji ekstremalnych wynikajacych przyktadowo z krétkich
sesji obserwacyjnych i dlugich wektoréw lub niekorzystnej konstelacji satelitow
czy tez relatywnie duzej liczby defektow obserwacyjnych, jak np. utraconych cykli
fazowych (ang. cycle slips) lub przerwanych rejestracji faz. Skutkiem numerycznym
jest obnizenie tzw. wskaznika uwarunkowania uktadu obserwacyjnego i zwigkszenie
bledow standardowych szukanych nieoznaczonosci.

Metoda alternatywna, wykorzystujaca potrdjne réznice faz, jawi si¢ jako szcze-
gllnie atrakcyjna, gdyz w sposdb naturalny (w modelu funkcjonalnym) eliminuje
niewiadome nieoznaczonosci i zwigzane z tym ryzyko ich blednej identyfikacji.
Niestety, z powodu skomplikowanych modeli stochastycznych i stosowanych w tym
zakresie koniecznych uproszczen, metoda jest uzywana i zalecana gtéwnie do zna-
lezienia dobrego rozwigzania poczatkowego (przyblizonego). Komplikacja modelu
stochastycznego polega na tym, ze macierz kowariancyjna dla typowego modelu
funkcjonalnego uktadu potréjnych réznic jest macierza pelng (niediagonalng)
o znacznych rozmiarach (stopien zalezny od liczby epok), a $ciste zastosowanie me-
tody najmniejszych kwadratéw wymaga odwracania tej macierzy (czyli wyznaczenia
odpowiadajacej, niediagonalnej macierzy wagowej). Eliminacja nieoznaczonosci,
pomimo okreslonych korzysci praktycznych, ma tez swoja strone negatywna,
poniewaz pozbawia uktad obserwacyjny waznej topologicznie informacji o catko-
witoliczbowej naturze tych wielkosci, a tym samym redukuje z ukladu dodatkowe
warunki na niewiadome. Efekt ten rekompensuje sie statystycznie przez wzrost
liczby obserwacji (dla sesji dtugich). Potrojne réznicowanie faz pomigedzy kolejnymi
epokami sesji obserwacyjnej stuzy takze do ,,czyszczenia” zbioru obserwacyjnego
z roznego rodzaju defektow, jak np. utraconych cykli fazowych (ang. cycle slips),
przerwanych rejestracji, btedow grubych spowodowanych innymi, niewiadomymi
czynnikami. Powyzsze stwierdzenia jako pewne dyrektywy mozna znalez¢ np.
w ksigzkach: Hofmann-Wellenhof i in. (2001), Xu (2007), Leick (2004).

Tradycyjne (,,ksigzkowe”) modele funkcjonalne potréjnych roznic faz stajg sie
jeszcze bardziej skomplikowane dla wielopunktowych (wielowektorowych) sesji
obserwacyjnych (ang. multi-baseline session). Zadanie rozwigzuje si¢ wiec zwy-
kle przy réznego rodzaju uproszczeniach, np. pomijaniu elementéw niediagonal-
nych macierzy kowariancyjnej. Problem skorelowania pseudoobserwacji, jakimi
sa roznice bezposrednich, dyskretnych obserwacji fazowych, takze z uwzglednie-
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niem wielopunktowych sesji obserwacyjnych, jest podejmowany m.in. w pracach:
Askenazi a. Yau (1986), Beutler, Gurtner i in. (1986), Beutler, Bauersima i in. (1987),
Eren (1987).

Mozna powiedzie¢, ze skorelowanie jest pewnym kosztem stosowania réznic
oryginalnych obserwacji fazowych, ale réznicowanie spetnia z drugiej strony zna-
ng skadingd w geodezji funkcje eliminowania pewnych bledéw systematycznych,
a w omawianym przypadku takze ,,zbednych” dla finalnego celu niewiadomych
(ang. nuisance parameters), jakimi sa w naszym przypadku: przesunigcia czasu
zegarow (satelitow i odbiornikdw), nieoznaczonosci cykli fazowych. W zwigzku
z problemem skorelowania proponuje si¢ takze powré6t do oryginalnego uktadu
obserwacji nier6znicowych, natomiast zbedne niewiadome eliminuje si¢ droga
algebraiczng tak, by powstaly uktad zachowywal niezmieniony w stosunku do
oryginalnego wektor obserwacji i niezmieniona diagonalng macierz wagowa.
Problematyka zastosowania nier6znicowych obserwacji GPS jest trescia wielu
publikacji, m.in.: Lindlohr, Wells (1985), Xu (2007).

W niniejszej pracy wykazemy, ze réwniez dla obserwacji réznicowych problem
skorelowania moze by¢ rozwigzany tak, ze przy zachowaniu petnej $cistosci modelu
stochastycznego (bez uproszczen) bedziemy bazowa¢ na diagonalnej macierzy
wagowej tych obserwacji. W szczegélnosci moze dotyczy¢ to ukladu potrdjnych
réznic faz i wielopunktowych sesji obserwacyjnych. Istota metody polega na utwo-
rzeniu zbioru réznic we wszystkich kombinacjach par obserwacji oryginalnych.
Siegajac do klasyki geodezji, mozna powiedzie¢, ze zbidr taki jest analogia uktadu
katéw mierzonych na stacji obserwacyjnej pomiedzy wszystkimi parami kierun-
kow (metoda Schreibera: Schreiber, 1878). Zastosowana w tej pracy konstrukcja
modelu funkcjonalnego bedzie si¢ wigc kojarzy¢ z tworzeniem uktadu obserwacji
réznicowych typu Schreibera. Najwazniejsza wlasnos¢ takiego ukladu polega na
tym, ze jego wyréwnanie metodg najmniejszych kwadratéw sprowadza sie do za-
stosowania pewnej $cisle diagonalnej macierzy wagowej. Powyzsze stwierdzenie
moze wydawac sie paradoksalne, wobec oczywistego skorelowania pojedynczych
par obserwacji rdznicowych, ale juz we wstepnym ,,0gladzie” problemu mozna
zauwazy¢, ze uklad Schreibera tworzy réwnania wzajemnie zalezne z osobliwg
macierza kowariancyjna, czyli nieposiadajaca zwyklej odwrotnosci. Rozwigzanie
takiego ukladu, przy zalozeniu réwnowaznosci z ukltadem pierwotnym (nierdzni-
cowym), prowadzi jednak $cisle do diagonalnej macierzy wagowej, o czym orzeka
podstawowe twierdzenie sformulowane i dowiedzione w p. 2.2 niniejszej pracy.
W pierwotnej wersji twierdzenie bylo przedstawione w referacie Kadaj (2006).

Idea metody, oparta na ukladzie typu Schreibera potréjnych réznic fazowych,
jest podstawa aplikacji w algorytmach post-processingu GPS — Kadaj (2007),
a w szczegllnosci tzw. post-processingu automatycznego w module systemu ASG-
EUPOS — Kadaj i Swigtoni (2008).
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2. Twierdzenia o wlasnosci ukladu obserwacji réoznicowych
typu Schreibera

2.1. Zalozenia pierwotne

Obserwacje roznicowe tworzy sie zwykle w celu wyeliminowania pewnych
nieistotnych, z punktu widzenia zastosowania, niewiadomych ukladu obserwacyj-
nego lub w analogicznym sensie — pewnych btedéw systematycznych. Przykladem
klasycznym moze by¢ eliminowanie stalej orientacji peku kierunkéw na stacji
obserwacyjnej, poprzez obliczanie miar katéw jako réznic obserwacji kierunko-
wych. W algorytmach post-processingu GPS, podwoéjne réznicowanie faz eliminuje
niewiadome offsety zegarowe satelitow i odbiornikéw, zas réznicowanie potrdjne
— niewiadome liniowe kombinacje nieoznaczonosci. Wéréd dowolnych uktadéw
réznic obserwacji wyréznimy uklad zupelny, typu Schreibera, obejmujacy wszystkie
kombinacje par obserwacji, dowodzac sygnalizowanych juz wlasnosci.

Zalézmy najpierw, ze oryginalny (przed réznicowaniem) uktad obserwacyjny
lub w ogolnosci tylko pewna czes¢ wigkszego (zintegrowanego) ukladu obserwa-
cyjnego ma postac:

L+e=A-X+J-y=A-X, (1)
A=[A,)); X=[X5y]%,

gdzie: L =[L;] — wektor obserwaciji o liczbie m skltadowych;
X = [Xj] — niewiadomy wektor parametrow o liczbie n sktadowych;
y — niewiadoma wielko$¢ skalarna (np. blad systematyczny);
A= [Al-j] — macierz wspoélczynnikéw o rozmiarze (m X n);
J - kolumna jedynek: [1, 1, ..., 1]%;
e = [¢;] — wektor bledéw obserwacji z nastepujagcym modelem
stochastycznym a’priori:
E{e} = 0 (zerowa warto$¢ oczekiwana);
C=E{e-¢'} = diag[o’iz] (diagonalna macierz kowariancyjna);
0; — odchylenie standardowe (i=1, 2, ..., m).

Jesli do ukladu (1) zastosujemy nieobcigzong estymacje najmniejszych kwa-
dratow, wowczas otrzymamy nastepujacy uklad réwnan normalnych (sumowany
ewentualnie z uktadem réwnan normalnych pozostalej czesci szerszego/zintegro-
wanego systemu obserwacyjnego):

AT.p.A.XA.,.AT.p.].y/\:AT.p.L’
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]T.p.A.XA+m.y/\=]T.p.L’ 2)

P =C! (macierz wagowa),

gdzie XA, y/ oznaczajg odpowiednie estymatory niewiadomych X, y. Réwnolegle
z (2) otrzymujemy nastepujace zaleznosci kontrolne:

m
A" P.V=0oraz J*-P-V= Y p;-v,=0, (3)

i=1
gdzie V = [v,] (wektor poprawek) oznacza takze estymator e’ wektora bledow e;

p; — wagi obserwacji, ktére w $wietle przyjetych juz oznaczen sa wyrazone wzo-
rem: p; = l/aiz.

Tworzymy nastepnie uktad réwnan réznicowych typu Schreibera:

n

Li-Li+v,-v= 2‘1 [(Ag - Ag) - %" (4)
dlai<jorazi,j=1,2,..., m(rys. 1) lubw odpowiadajacej postaci macierzowej:
SL+dv=a- XA, (4a)

gdzie: 8L = [(SLI.]-] =[L;- Lj] wx 1) dv= [Svij] =[v,- vj] (ux 1)

]

i | 1 2 3 4 5
1 0 x x x X
2 0 bd bid x
3 0 e x
4 0 b 4
5 0

Rys. 1. Symboliczny plan réznic w ukfadzie Schreibera

u=m- (m-1)/2 — liczba réznic w ukladzie Schreibera;

a = [(Ay - Ap)] ( x ny — macierz wspdtczynnikow.

Sformulujemy teraz kilka twierdzen opisujacych wlasnosci uktadu réznicowego
tego typu, a nastepnie przeprowadzimy ich dowody.
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Niech
P XMy =VI.P-V; V=A-XA+]-yA-L, (5)

znaczy warto$¢ funkeji celu najmniejszych kwadratéw dla oryginalnego zadania
(2), (3) i estymatoréw XA, yA niewiadomych X, y.

2.2. Twierdzenie (A) o rownowaznosci ukladu réznic Schreibera
z ukladem oryginalnym (nieréznicowym) w warunkach uzycia
metody najmniejszych kwadratow z diagonalng macierza wagowa

Teza A1l: Istnieje macierz diagonalna W taka, ze funkcja

Yy (X)=8v-W-8v; dv=a-X-0L (6)
spetnia rowno$¢:

@ (XA y1) =y (XN). (7)
Teza A2: Macierz diagonalna W spelniajgca teze Al jest wyrazona nastepujgco:

W = diag [w;] - (1 x u) macierz diagonalna (8)

Wk=Pi'Pj'C_1§ c= _2_11913 (8a)

gdzie: p; — waga oryginalnej obserwacji, k — wskaznik kolejnych elementéw zbioru
par wskaznikéw (i, j) tworzacych ukiad réznicowy Schreibera:

k=Q2-m-1-2)-(i-1)/2+j-1, (8b)
i=1L2,...m-1;j=i+1Li+2,...,m.

Dla kolejnych par (i, j):

(1,2), (1,3), .., (1, m),
(2,3), ., (2, m),
s (m - 1.;.m)

wskaznik k przyjmuje wartosci:

1, 2, 3, ., m-1,
m, m+1, .., 2m - 3,
2m-2 .., 3m -5,

u=m(m - 1)/2.
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Teza A3: Estymata XA jest rowniez punktem ekstremalnym funkcji celu
zawierajacej komponent y (X).

Dowéd twierdzenia
Dla dowodu tez Al, A2 zamienimy najpierw réwnos¢ (7) na posta¢ skalarna
z uwzglednieniem wag (8a). Sprowadza si¢ to do wykazania, ze:

_122 (V_V) “Pi P] ZV “Pi gdZIeC_sz )

i=1 j=i+1

Uwzgledniajac oczywiste zalezno$ci:

(v, = v)* - p” = 0 (zerowa réznica tych samych obserwacij),
(?;i _ Vj)z P p;= (Vj - Vi)2 P Pi (symetria),

2 v; - p;= 0 (z warunku minimum najmniejszych kwadratéw — wzoér (3)),
i=1

przeksztalcamy lewa strone réwnosci (9), dochodzac w efekcie do wykazania tez
Al, A2:

¢t Zl]%(v—v) i p=(1/2) - Iilil(v,—v) Py b=

=(1/2)-c*- (.2,2” -p;- pﬁi Em‘,lv] -2- iiv VD)=
=(1/2)-c"'- (mEvz pir _ilp, Zv by Ep, 2 Zlv “pie gvj-pjh
:(1/2).C—l.(z.zvf.pi.c_z.g Vi'pi'givf'pf):

:2vi2-pi—c_l-(§:1 vi-pi)zziviz-pi—c_l-0=ivi2-pi. (10)

Wykazemy teraz konicowa teze A3 orzekajaca, ze XA jako wynik rozwigzania
oryginalnego jest rowniez rozwigzaniem ekstremalnym dla ukladu réwnan rézni-
cowych typu Schreibera. Dla dowodu wystarczy wykaza¢, ze jest spetnione odpo-
wiadajace réwnanie normalne a’ - W - (a - XA - 8L) =a’' - W - 8v = 0 (ze wzgledu
na liniowo$¢ uktadu obserwacyjnego co najwyzej tylko jeden punkt stacjonarny).
Wybieramy zatem dowolne k-te réwnanie, zapisane w postaci skalarnej N, = 0
rozwijajac jego lewa strone. Uwzgledniajac dodatkowo oczywiste zaleznosci:

(Ag=Ap) pi-pi-(vi=v)=0
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oraz (A, - Ajk) “pit P (v; - vj) = (Ajk - Ay - P pi- ( - v;) (symetria),
otrzymamy:

¢ Np=(4) 22 (A=A i pj- (v - v)) =

m i=1j=1

= (%) - ZZA,k pirpj- vi-v) - () ZJZ ik Py P (vi=vy) =
|111 i=1j=

= (%) - 22 Ay pi-pi- (vi—v) + (%) - 22 A pj-pi- (vj-v) =
i=1 j=1 i=1 j=1

IZZ ik Pi p] (V V)_ZZAzk pi- p] V_ZZAzk pi- p] Vi=

i=1 i=1 j— i=1j=1

EAzk pi- Vi'jzzlpj_ ZzlAik'Pi'JZ:le‘ij

i=1

[aN

2 Aje pi'Vi'C_zAikpi'O' (11)
i=1

i=1

m
Zatem N; = 2 Ay p;- v; =0, poniewaz A" P -V =0, wiec ostatecznie musi
i=1

by¢teza® - W - 8v=0.

2.3. Twierdzenie (B) o wlasnosciach i formulach macierzy kowariancyjnych
dla wektora réznic Schreibera i wektora niewiadomych

Niech macierz kowariancyjna uktadu réznic obserwacji typu Schreibera ma
ogolng postac

Cor = [Cq, nJ(u x up (12)

gdzie wskaznikig, h=1,2, ..., u sg przyporzadkowane parom wskaznikéw (i1, j1),
(2, j2) w planie réznic Schreibera, wedlug wzoru (8a):
g=(Q2 -m-il-2)- (il -1)/2 +j1 - il

dla i1=1,2,...,m-1; jl=il+1,il1+2,...,m,
h=Q-m-i2-2)-(2-1)/2+]2 -

dla 2=1,2,...m-1; j2=i2+1,i2+2,...,m.
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Teza B1: Elementy macierzy Cg; wyrazaja si¢ wzorem:

Ca=Pu +Py =Py +pn " jesli(il = i2) A (jl = j2) (inaczej: g = h)

P =pn! jesli (il = i2) A (j1 # j2)
Py =P jesli (i1 = i2) A (j1 = j2)
“pn =P jesli (i1 = j2) A (j1 = i2)
Py =p jesli (i1 = j2) A (j1 = i2)

0 w pozostalych przypadkach. (13)

Teza B2: Jesli uklad rownan réznicowych (4), (4a) ma rozwigzanie
najmniejszych kwadratow:

XA=(G@'-W-a)!-al-w.8L (14)

(zadanie moze by¢ tatwo uogdlnione w sytuacji, gdy réwnania (5) wyrazaja tylko
pewien podzbior szerszego uktadu obserwacyjnego), to teoretyczna macierz kowa-
riancyjna takiego rozwigzania Cy (macierz kofaktoréw) spetnia zaleznos¢:

CX=(aT-W-a)’l-aT-W-CaL-W-a-(aT-W-a)’lz(aT-W-a)’l. (15)

Oznacza to, ze aby wyznaczy¢ macierz kowariancyjng niewiadomych, wy-
starczy wykorzysta¢ t¢ samg diagonalng macierz wagowa W, ktora zastosowa-
no w funkgji celu najmniejszych kwadratéow — twierdzenie A. Inaczej méwiac,
w zadnym przypadku nie trzeba poszukiwa¢ odwrotnosci (pseudoodwrotnosci)
niediagonalnej macierzy kowariancyjnej Cg;. Nawiasem moéwigc, macierz Cg; jest
osobliwa, poniewaz u — (m - 1) rownan réznicowych w ukladzie Schreibera sg li-
niowymi kombinacjami pierwszych m — 1 réwnan. Fakt liniowej zaleznosci rownan
wykorzystuje si¢ do dowodu, zea' - W - Cg - W-a=a' - W - a, a tym samym do
dowodu réwnosci (15).

Dowéd twierdzenia

Oznaczmy e = [(g; - €)1}, ;) Wektor bledow odpow1adaJ acy wektorowi réznic
obserwacji L. Macierz kowarlancy]na Cy. = E{e- e} w éwietle przyjetych juz
definicji i oznaczen ma elementy okreslone nastepujaco:

Co.q = E{(g;- ejl) (e - sz)} =E{e;-€,-€;" En— &1 Ep & 5jz}- (16)
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Uwzgledniajac, ze: E{e’} = u> = p; ' oraz jedli i # j: Efe; - g} = 0, otrzymamy
elementy okreslone zgodnie z teza BI.

Oznaczmy pomocniczo: F = al-w. Cse-W-a i B= a’-W-a. Dowodzimy,
ze F = B. Korzystajac z ogolnej definicji macierzy kowariancyjnej Cg;, przeksztal-
cimy macierz F do postaci F= E {a'-d-d"-a}=E{z-z"}, gdzied = W - e oraz
z=a' - d s3 odpowiednio do oznaczenia wektorami losowymi. Biorac nastepnie
elementy macierzy wagowej W oraz elementy macierzy wspdtczynnikéw a, wyra-
zimy wektory d, s w postaci:

d=[dd1y di=cpip-(g-g), k=@ -m-i-2)-(-D2+j-i, (17)
=[z] ix1y z= ¢t ZPi'Pj (A - 4) - (&-¢), (18)
m ]

c= Z;Pi)

n — liczba niewiadomych, m — liczba obserwacji przed réznicowaniem, u — liczba
réznic obserwacji w ukladzie Schreibera.

Oznaczmy F = [Fy ], x ny» B = [Bgyl (s x n)- Element Fy, macierzy F bedzie okre-
slony nastepujaco:

Fy = ¢ Ef 2 PP (A o= Ay - (&1 - 1)) - 2 PP (A = Ap i)
: (£i2 ]2) 2 2 E P pjl Pin- p]Z (A11 g ]1 g) (A12 h — j2, h) ’

i1, j1i2,j2

E{(Eil - Sjl) : (Eiz - jz)}' (19)

Na podstawie tezy B1 wartosci oczekiwane E{(¢;; - €;) - (¢, - )} rOwnaja
sie odpowiednim wartosciom p;, " + pjl'l, i pjl'l, -pa —pjl_1 albo zero, dla
roznych relacji par wskaznikow (i1, j1), (i2, j2). Po redukcjach wyrazéw podobnych,
wiedzac, ze zachodz liniowe zalezno$ci:

(A g = Ajr g = (Ag g = Ajy o) = (Ay g = Ay s

(Aiz,h - Ajz, W = (Al,h - Ajz, W - (Al,h - Ap, )

wykazujemy, ze Fy, jest identyczne z odpowiadajgcym elementem By,

th— c -c- 2]711 p]1 (Azl g ]1 g) (Azl h ™ jl,h) =

i1, j1

=c ;:41 PP Qi g = Ajy o) - (Aiy = Ajp, 1) = B (192)
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Przyklad
Zilustrujemy twierdzenie dla m = 3 obserwacji przed réznicowaniem i n = 2
niewiadomych:

Fy,= [1/(py+ o+ p)*1- 1 Py Py P (A= Agg) - (A = Ayp) - (Upy + 1/py) +
+ P13 Py p3 (Arg = Asg - (A — Azy) - (1/py + 1/p3) +

P2 P3ePre Py (Agg = Asg) - (Ay, = Asp) - (Upy + 1/ps)

Prpa props (Arg=Agg) - (Ay, = Agy) - (Upy) +

PPy PPy (Agg—Ayg) - (Ay, — Agp) - (-1/py) +

P13 prPa (A= Asy) - (A — Ay - (Upy) +

P1-P3 Py Py (A= Ay - (Ay, — Ayy) - (Lp) +

P23 PrPar (Ayy = Asp) - (Ayy = Ayy) - (=1/py) +

P2 P3-Pr Py (Ayy— Ay - (Ayy, - Ay - (Ups) | =

= [1/(py+ po+ p3)*] - [p1- - (Ag— Az - (A= Ay - (pr+p) +
Props (A= Az - (A= Azp) - (pr+p3) +

Py Py (Agg— Az - (Ay = Asp) - (P +p3) +

PPy (A=A - (A, - Ay - (py) +

PPy (A= Ay - (Ay, - Agy) - (-py) +

prps- (A= Az - (A - Ay - (py) +

Piops (A= Aszp) - (A = Azp) - (py) +

Pa- Py (Ayg—Asg) - (Ay, = Ayp) - (-py) +
Pre Py (Apg— Az - (A = Asp) - (py)] =

= [1/(py+ pr+ p3)] - (p1+ pa+ 3) - [pr- s (Ajg—Ayg) - (A, — Ay +
props (A= Az - (A — Az + Py Py (Ayy = Agp) - (Ay, - Agp)] =
= [+ pa+p)] - [pr-pa- (Arg— Agg) - (A — Agy) +
P p3e (@i = asp) - (A = Azp) + Py Py (Ayg = Asp) - (Ay, = Asp)] = By, (19b)
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3. Post-processing GPS przy wykorzystaniu ukladu réznicowego
typu Schreibera

3.1. Definicje pojedynczych, podwdjnych i potrojnych roznic fazowych

Pojedyncze i podwojne réznice obserwacji fazowych sg definiowane dla danej
epoki obserwacyjnej, identyfikowanej momentem czasu f; (rys. 2), natomiast réznice
potrojne wynikajg z pary réznic podwojnych dla réznych epok obserwacyjnych.
W kwestiach szczegélowych mozna poleci¢ bogata juz literature przedmiotu, m.in.:
Hofmann-Wellenhof et al. (2001), Leick (2004), Xu (2007). Tutaj ograniczymy si¢
tylko do koniecznych dla tematu publikacji definicji i oznaczen.

Réznica pojedyncza dwdch obserwacji fazowych moze by¢ definiowana dwo-
jako, albo dla pary satelitow i pojedynczego odbiornika, albo dla pary odbiornikéw
i pojedynczego satelity. Pierwsza eliminuje blad (offset) zegara odbiornika, dru-
ga — blad zegara satelity. Z punktu widzenia tworzenia réznic wyzszych rzedow
definicja réznicy pojedynczej jest obojetna, gdyz ma ten sam skutek. Wybierajac
w naszym przypadku (ze wzgledu na zastosowanie schematu Schreibera dla kom-
binacji par odbiornikéw — stacji naziemnych) drugg definicje, otrzymamy réznice
pojedyncze jako:

AD, /(1) = @, () - D, (t), (20)

gdzie i oznacza umowny wskaznik (indeks) satelity; p, ¢ — umowne wskazniki
(indeksy) pary odbiornikéw.

Réznice podwdjne zdefiniowane sg juz przez pare satelitow i pare odbiornikow
(stacji naziemnych):

AND, H(t) = AD, (1) - AD, J(t,). 1)

Réznice potrojne faz otrzymamy natomiast, odejmujac réznice podwdjne dla
dwdch réznych momentédw czasu (epok) t;,, t,, ale dla tej samej pary satelitow
i odbiornikéw:

AAAD, (L, o) = AAD, 7V (1,) ~AAD, 7 (1), (22)

Powyzsze definicje réznic fazowych réznych rzedow dotycza jednego rodzaju
emitowanej czgstotliwosci nosnej ( L1 lub L2). Po zastosowaniu tzw. ionosphere
free kombinacji L1/L2 (czgstotliwos¢ wypadkowa (L3) eliminuje wplyw refrakcji
jonosferycznej) roznice fazowe sa wyznaczane jako liniowe kombinacje odpowied-
nich réznic faz @1, ©2:
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AD.. = ADL.. - (A,/),) - AD2.. (23)
AAD.. = AADL.. - (A,/),) - AAD2.. (24)
AAAD.. = AAADL.. - (A,/),) - AAAD2.. (25)

gdzie A, A, — dlugosci fal odpowiednich sygnalow L1, L2.

S, (t ) ‘;(tz)_
”‘.K— Si(t)
f{ \(D21 (t) ———5_ S(t2)
,' / \ \~. q>lj(tl)z//’ .'llll‘,-/ f_, “"“'““‘-h

[[ouid\ T /

i N
/ \}"/‘I’lf'(fz) fit, o
{ /(Dli(tz) e [/

PNy
S W
P, ] P,
Py a ;;5

Py
Rys. 2. Ilustracja obserwacji fazowych GPS

Nalezy stwierdzi¢, ze roznicowanie faz okreslone wzorami (20)-(22) stuzy przede
wszystkim eliminacji istotnych czynnikéw systematycznych charakteryzujacych
nature sygnaléw fazowych GPS: réznice pojedyncze (wedlug przyjetej definicji)
eliminuja bledy (przesunigcia czasu) zegara satelity w stosunku do czasu GPS, réznice
podwdjne eliminuja dodatkowo bledy zegarowe odbiornikéw, natomiast réznice
potrojne — niewiadome funkcje liniowe catkowitych nieoznaczonosci sygnalow
fazowych. Pomimo pewnej atrakcyjnosci tej ostatniej cechy, roéznice potréjne nie sa
zasadniczo uzywane w doktadnych (finalnych) algorytmach wzglednego pozycjono-
wania GPS. Powody, gléwnie numeryczne, zwigzane ze skorelowaniem pseudoob-
serwacji, podano juz we wstepie tej pracy. Podreczniki i publikacje teoretyczne z tego
zakresu skupiajg sie gléwnie na optymalizacji algorytmoéw wzglednego pozycjono-
wania opartych na podwdjnym réznicowaniu obserwacji fazowych i zwigzanych
z tym problemach identyfikacji calkowitych nieoznaczonosci, natomiast — jak juz
wspomniano — rdéznice potrdjne sg uzywane gtéwnie do ,,czyszczenia” (filtracji)
obserwacji fazowych z réznego rodzaju defektow lub do rozwigzan przyblizonych
wynikajacych z uproszczonych modeli stochastycznych.

Jest jeszcze inny problematyczny aspekt algorytmoéw tradycyjnych. Otoz przy
tworzeniu réznicowych uktadéw réwnan obserwacyjnych definiuje sie (wyrdznia)
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tzw. satelite bazowego (referencyjnego), wzgledem ktérego powstaje np. uktad
réznic podwojnych. Taki ukiad nie bedzie réwnowazny stochastycznie uktadowi
pierwotnemu, przy zalozeniu, ze offsety zegaréw sg wyznaczane jako dodatko-
we niewiadome. Analogia takiego postepowania w klasycznej sieci geodezyjne;j
bytoby utworzenie ze zbioru obserwacji kierunkowych zbioru katéw odniesio-
nych tylko do jednego wybranego kierunku. Ponadto, w przypadku dlugich sesji
obserwacyjnych (np. 24-godzinnych), kazdy z satelitow ma tylko kilkugodzinny
okres wykorzystania. W ciggtym czasie dlugiej sesji nalezaloby wiec dokonywac
faktycznie zmiany satelity bazowego — definiowac te funkcje dynamicznie. Przy
zastosowaniu modelu Schreibera dla obserwacji réznicowych znika ten problem,
poniewaz kazdy z uzytych satelitéw pelni analogiczng funkcje jak wybrany satelita
referencyjny. Podobnie bedzie w przypadku wielostacyjnych (wieloodbiornikowych)
sesji obserwacyjnych — kazda aktywna w sesji stacja pelni analogiczna funkcje jako
stacja referencyjna. Wiele problemdéw numerycznych i zwigzanych z konstrukcja
poprawnego modelu stochastycznego znika po zastosowaniu modelu Schreibera
do tworzenia uktadéw pseudoobserwacji réznicowych. Niestety, wigze sie to z do-
datkowym kosztem wynikajacym stad, ze uklad réznic Schreibera zawiera istotnie
wigksza liczbe elementow niz klasycznie definiowany uklad réznicowy. W zbiorze
m - (m - 1)/2 elementéw ukladu Schreibera tylko (1 - 1) jest liniowo niezaleznych,
reszta moze by¢ utworzona na przyklad z pierwszych m - 1 elementow.

3.2. Tworzenie ukladéw réznicowych wedlug modelu Schreibera

Niech r = {p, pp .- Ps}> P1 < P, < ... < p,» 0znacza uporzadkowany zbidr
wskaznikéw wykorzystanych w danej sesji stacji naziemnych, zas s = {i}, i,,..., i},
i, < i, <...< i, uporzadkowany zbiér wskaznikéw wykorzystanych w danej sesji
obserwacyjnej satelitow.

W danej epoce t; (k =0, 1, 2, ...) beda wykorzystane tylko pewne podzbiory
stacji i satelitow, odpowiadajace podzbiorom r, C 1, s, Cs.

Stosujac model Schreibera dla ukladu podwéjnych réznic fazowych, definiujemy
zbiory Ry par (p, q) wskaznikow stacji lub odbiornikéw (zakladajac ogélne wielo-
punktowe zadanie post-processingu) oraz zbiory S, par (i, j) umownych indeksow
porzadkowych satelitoéw wykorzystywanych obserwacyjnie w kolejnych epokach
obserwacyjnych t, (k=0, 1,2, ....):

R.={(p,q:(p<q) An(psq€ )} (26)
Se={G@:): (<) A Gje sl (27)

k — wskaznik epoki obserwacyjne;j.
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Dodatkowo przyjmijmy oznaczenia:

1, — liczba odbiornikéw (stacji) aktywnych w epoce £, (istniejg zarejestrowane obserwacje
fazowe w tej epoce) danej sesji obserwacyjnej;

s, — liczba satelitéw wykorzystanych obserwacyjnie w epoce t,.

Niech k oznacza zbiér wskaznikéw wszystkich epok obserwacyjnych w okre-
slonym interwale czasu obserwacji <a, b>. Faktycznie, dla kazdej pary satelitow
(i, j) oraz odbiornikow (p, q) bedzie wykorzystany tylko pewien ograniczony
zbidr obserwacji fazowych, ktéremu odpowiada pewien podzbiér indeksow epok
k, qi’j C k. Ograniczenie wynika z wykluczenia (filtracji) obserwacji defektowych
(nieusuniete utracone cykle — cycle slips, przerwane ciagi faz, elementy odstajace),
skutkuje ono pominieciem pewnych epok.

Potréjne roznice faz, jak wiadomo, s tworzone z par réznic podwojnych o tej
samej konstelacji pary satelitow (i, j) i odbiornikéw (p, q) dla dwdch okreslonych
epok k1, k2 € k; jp 1. Plan Schreibera tworzenia roznic potrojnych dla danej kon-
stelacji (i, f), (p, q) okresla nastepujacy zbior par wskaznikéw epok:

T, 7= {(k1,k2): (k1 <k2) A (K1, k2 € k, /D). (28)

Dla wygody rozwazan przyjmiemy pomocnicza funkcje x(*) oznaczajaca liczbe
element6w zbioru (*). W tym znaczeniu k(R ) = 13- (1, — 1)/2, k(Sy. ) = 3. - (s, — 1)/2.
Przyjmiemy tez, ze «(k; OE n; P4 (liczba efektywnie wykorzystanych epok dla
odpowiednich par satelitow i odbiornikéw). Przyjmujac przyktadowo (rys. 3), ze
w epoce t; efektywnie wykorzystano s, = 5 satelitow i r;, = 3 odbiorniki — «x($;) = 10,
x(R,) = 3, natomiast ogdlna liczba utworzonych wedtug schematu Schreibera po-
dwdjnych réznic fazowych w tej epoce wyniesie «(S;) - k(R;) = 30. Gdyby podobna
konstelacja ukladu obowigzywala np. przez n = 100 epok, wowczas ogélna liczba
réznic podwdjnych wynositaby 3000.

Sy

Ss
Rys. 3. Plan zbioru typu Schreibera dla s = 5 satelitow
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Oznaczmy przez

DD = {[(i, ), (p, 9), k]: (i, j) € S, (p q) € Ry, k € k;;7%} (29)

zbior elementéw, bedacych uktadami wskaznikéw dla podwojnych réznic fazowych
wedlug schematu Schreibera, zas

TD = {[(i. /), (b, ). (kL K2)J: (i, ) € Sy, 0 Sy
(P, 9) € Ry N Ry, (K1, K2) € T, 71 (30)

ukfadem rdznic potrdjnych analogicznego typu. W praktycznej realizacji obu metod,
ze wzgledu na stosowane dodatkowe filtry eliminujace tzw. elementy odstajace, fak-
tycznie wykorzystane pseudoobserwacje beda okreslone przez pewne podzbiory

DD c DD, TD c TD.

Liczby wszystkich elementarnych obserwacji w obu przypadkach okreslaja
wzory:

k(DD) = X, >, w(k, /), (TD)= X, X, «(T,/), (31)
ij pa ij pa

x(DD) < k(DD), «(TD) < x(TD).

3.3. Zastosowanie twierdzenia 1 do tworzenia macierzy wagowych
w ukladzie réznicowym typu Schreibera

Niech wariancja apriori dla elementarnej obserwacji fazowej wynosi ¢>. Na
podstawie prawa propagacji wariancji, w przypadku rozpatrywania tylko pojedyn-
czego wektora GPS (single baseline), pojedyncze réznice fazowe okreslone wzorem
(20) charakteryzuja sie wariancja 2 - o” (tylko dla jednej bazy), ale dla sesji wielo-
punktowej, kiedy pojedyncze réznice obejmujemy planem Schreibera, okreslamy
wagi zgodnie z twierdzeniem A:

waga AD = [waga D] - [waga @] : [suma_wag O w k-tej epoce] =
= (116 - (1™ /[r, - (1/aD)] = 1/(r,. - ), (32)
1, — liczba odbiornikéw z uzyteczng (nieodrzucong) obserwacja fazowa w epoce t,.
Zalozylismy w ten sposob typowy model stochastyczny dla obserwacji fazo-

wych jako obserwacji niezaleznych i jednakowo doktadnych (apriori z jednakowa
wariancja 0°). Zalozenie jednakowej wariancji stuzy pewnej prostocie wywodu, ale
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w $wietle wykorzystywanego dalej twierdzenia A nie musimy ogranicza¢ ogélnosci
w tym znaczeniu. W szczegolnosci mozna by przyja¢, za niektdrymi stosowanymi
modelami stochastycznymi, Ze wariancja pojedynczej obserwacji jest proporcjonalna
do wartosci 1/sin’(B), gdzie f jest katem elewacji wektora: odbiornik-satelita.

Zgodnie z twierdzeniem 1 macierz wagowa w kazdym przypadku zastosowa-
nia ukfadu réznicowego typu Schreibera bedzie macierza diagonalna. Dla ukladu
podwdjnych réznic okreslonych planem DD diagonalna macierz wagowa sklada
sie z podmacierzy skalarnych W, = w; - I (w;, — skalar, I — macierz jednostkowa),
odpowiadajacych kolejnym epokom obserwacyjnym, przy czym skalar jest okre-
$lony nastepujaco:

waga AAD = [waga AD | - [waga AD] : [suma wag AD w k-tej epoce]
wy = [1/(r,- D] - [1U(rg - A/ [sp/ (1. - )] = /(0" - 5.+ 1), (33)

gdzie: s, — liczba satelitow i r, — liczba odbiornikéw wykorzystywanych w epoce
k-tej.

W szczegdlnosci r, > 2 oznacza wielopunktowg sesje obserwacyjna.

Z kolei okreslamy wage dla potrojnej roznicy faz, bioragc réwniez pod uwage
uklad Schreibera tych réznic w zakresie wyboru par epok:

waga AAAD = [waga AAD dla epoki k1] - [waga AAD dla epoki k2] : [suma wag
AA® dla pojedynczych epok tworzacych uktad Schreibera przy okreslonej konstelacji
pary satelitow i pary odbiornikow]

wp’q"’j (i to) = (S Ty - 07) - (5pg Tpa - 0°) 7 [y 7 - 0) 717
= (10" - [5q T S i) D (s r) T, (34)
k

ale sumowanie dla wszystkich k € k; f 1,
Dla danej potrdjnej roznicy faz waga jest zalezna od ilosci efektywnych epok,
wykorzystanych dla okreslonej pary satelitéw i odbiornikéw.

4. Pelne rownania obserwacyjne dla podwojnych i potrojnych
roznic faz wedlug schematu Schreibera

Réznice podwdjne
Uklad obserwacyjny podwoéjnych réznic faz, z uwzglednieniem wielopunkto-
wych sesji obserwacyjnych, ma nast¢pujaca postac:
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A AAD, P (6)+ Ay AAN, Y+ a8, () + e, () = a- ADp, (1) (35)
dla [(4, j), (p, q), k] € DD z diagonalng mac1erza} wagowa, ktorej elementy

wp=1/(a" 5.+ 1),

k — wskaznik epoki obserwacyjnej, w ktdrej s, oznacza liczbe identyfikowanych
satelitow, r, — liczba uzytych odbiornikéw.

Przyjeto w réwnaniu nastgpujgce oznaczenia:
AANp’qi’] - podwdjna réznica catkowitych nieoznaczonosci dla czestotliwosci L1:

ij _ ij
AAN, 7 = AAN1

lub przy kombinacji L1/L2 wolnej od wplywu jonosfery (ionosphere free combi-
nation):

AAN, = AANT, Y — (A/1,) - AAN2, (36)

AAN1.., AAN2.. — odpowiadajace L1, L2 podwdjne rdznice catkowitych nieozna-
czonosci;

8p’qi’j(tk) — podwdjna roznica korekt systematycznych: offsety anten, redukcje
do centrum fazowego, poprawki troposferyczne oraz (alternatywnie) poprawki
)onosferyczne

’] (t,) — btad przypadkowy obserwacji, przeskalowany czynnikiem c;

AApp 7 bi(t,) — podwdjna réznica odlegtoéci od punktéw naziemnych (p, g) do
satelitow (i, j) w momencie czasu t;, definiowana jako funkcja wektora naziemne-
g0 AR, = (AX,,;, AY,,, AZ,)) w Kartezjaniskim uktadzie geocentrycznym. Pozycje
satelitow sg interpolowane na moment detekeji sygnatu fazowego ¢, - 7, gdzie 7 to
przesuniecie czasowe na linii satelita—odbiornik;
a — staly wspotczynnik, « = 1 przy wykorzystaniu jedynie czestotliwosci L1
albo

a=1-(;/A)% (37)

dla kombinacji L1/L2 (ionosphere free).
Roéznice potrojne

Uklad obserwacyjny potréjnych roznic faz z uwzglednieniem wielopunktowych
sesji obserwacyjnych bedzie postaci:

Al . AAA(Dp)ql’J (tkl’ th) + - ](tkl’ th) +e (tkl’ th) @ - AAAqu i (tkl’ th) (38)
dla [(p, q), (i, j), (k1, k2)] € E
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Uktadowi temu jest przyporzadkowana (zgodnie z twierdzeniem A) diagonalna
macierz wagowa, a pojedynczemu réwnaniu (38) waga:

Wy o (s i) = (110°) - [sgy Thy * Spp * T 2 (7)) (39)

sumowanie dla wszystkich k € k; ]P , s — liczba satelitow i r;, — liczba odbiornikow

wykorzystywanych epoce k-tej.

Rozwiazanie najmniejszych kwadratéw

W obu modelach funkcjonalnych elementy réznicowe odleglosci AAp , . (L),
AAAp B tworzq nieliniowe funkcje sktadowych niewiadomego wektora GPS

(A o DY AZ, ), przy czym w calym uktadzie wystepuje jedynie 7 -1

wektorow niezaleznych. Rozw1a(zan1e zadan post-processingu wymaga wiec uzycia
nieliniowych procedur metody najmniejszych kwadratéw. Klasyczny sposob polega
na zastosowaniu iteracyjnego algorytmu Gaussa-Newtona. Punktem startowym
sa w tym przypadku przyblizone wartosci niewiadomych wyznaczone w zadaniu
pozycjonowania bezwzglednego (procedura SPP — single point position). W kon-
kretnych aplikacjach oméwionych w p. 5, w ramach procesu iteracyjnego (trwajacego
z reguly od kilkunastu do kilkudziesigciu iteracji), dokonuje si¢ réwnolegle;j filtracji
obserwacji z tzw. elementow odstajacych oraz stosuje si¢ dodatkowy czynnik wagi,
zalezny od aktualnie identyfikowanych residuéw, wynikajacy z definicji tzw. esty-
macji mocnej. Wymienione elementy filtracji i estymacji mocnej, jak potwierdzaja
dotychczasowe testy numeryczne, optymalizuja standardowy model stochastyczny
ukladu obserwacyjnego.

5. Zastosowanie algorytmow w automatycznym post-processingu
systemu ASG-EUPOS

Opisane powyzej algorytmy wzglednego pozycjonowania w oparciu o obser-
wacje fazowe zostaly zaaplikowane po raz pierwszy w module automatycznego
post-processingu (APPS) serwisu POZGEO systemu ASG-EUPOS, a takze (réw-
nolegle) w specjalnym programie post-processingu GPS, dolagczonym do pakietu
geodezyjnego GEONET (www.geonet.net.pl).

System ASG-EUPOS zostal oddany do dyspozycji uzytkownikéw w czerwcu
2008 i jest juz narzedziem wykorzystywanym szeroko w pracach geodezyjnych.
Nalezy dodac, ze obok serwisu POZGEO, do dyspozycji uzytkownikéw sg inne
serwisy, zwlaszcza NAWGEO (powierzchniowy RTK) oraz serwis POZGEO-D,
umozliwiajacy bezposrednie wykorzystanie obserwacji na stacjach referencyjnych
lub na zdefiniowanych stacjach wirtualnych (VRS).
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Szczegétowy opis funkcjonalny modulu APPS i w szerszym znaczeniu ser-
wisu POZGEO przedstawiono w dokumentacji eksploatacyjnej systemu, a takze
w publikacji Kadaj, Swieton (2008). Pierwszy (wstepny) etap obliczeri obejmuje
nastepujace zadania:

— proces przygotowania, selekgji i filtracji danych zrédlowych, pochodzacych

z plikow w formacie RINEX, dla 10 najblizszych stacji referencyjnych,

— identyfikacje ewentualnych orbit precyzyjnych i typéw anten (danych
kalibracyjnych absolutnych modeli anten),

— obliczenie orbit satelitow, wyznaczenie ich dyskretnych pozycji dla wszyst-
kich epok oraz wyznaczenie wspotrzednych przyblizonych pozycji odbior-
nikéw (zadanie SPP — single point position),

— wykonanie redukcji troposferycznych (zastosowano m.in. model GMF —
global mapping function do okreslenia przestrzennego rozkladu poprawek
troposferycznych),

— 1 przetworzenie zbiorow obserwacji fazowych do wtdérnej postaci we-
wnetrznej.

Kolejne etapy obejmuja juz obliczenia i wyréwnania sieci wektoréw, a do tego
celu uzyto réwnolegle dwoch metod, podwojnych i potrédjnych réznic fazowych
— obie stosujg opisane w tej pracy algorytmy oparte na ukladzie réznicowym
Schreibera. Metode opartg na potréjnych réznicach faz w ukladzie typu Schreibera
nazwano w szczegolnosci metoda . Uzycie jej jako alternatywy metody rdéznic
podwojnych pokazuje w praktyce istotne korzysci jakosciowe, zwlaszcza w sytu-
acji wykorzystywania obserwacji fazowych tylko z jednej czestotliwosci (L1), gdy
istnieja trudnosci z jednoznaczng identyfikacja niektorych catkowitych kombinacji
nieoznaczonosci (ambiguities). Metoda f eliminuje ten problem, zgodnie z jej mo-
delem funkcjonalnym. Trzeba jednak doda¢, ze przy znacznej liczbie epok, zbior
par epok wedlug schematu Schreibera (30) staje si¢ wielokrotnie wigkszy niz sama
liczba epok, stad dokladnie realizowana metoda f3 bedzie bardziej kosztowna niz
metoda podwdjnych réznic fazowych. Z tego powodu, w praktycznej realizacji
metody S, zwlaszcza dla znacznej liczby epok, stosuje sie uproszczenia numeryczne,
polegajace np. na ,,rozrzedzaniu” zbioru obserwacji, zachowujac jednak generalnie
cechy charakterystyczne schematu Schreibera dotyczace jednorodnosci i symetrii
wskaznikow uzytych obserwacji réznicowych.

W algorytmie automatycznego post-processingu, majac do dyspozycji wyniki
procesu zrealizowanego dwiema metodami, wybiera si¢ zawsze rozwigzanie, ktore
w sensie empirycznym (aposteriori) wykazuje lepsza dokladnos¢ wyznaczenia
pozycji. W kazdym przypadku finalna pozycja punktu jest wyznaczana w oparciu
o wektory utworzone do najblizszych stacji referencyjnych (wyréwnanie uktadu
wektoréw przy zalozeniu znanych wspoétrzednych stacji referencyjnych).
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W finalnych wynikach serwisu APPS zawieraja si¢ szczegotowe raporty ja-
ko$ciowe i rzeczowe oraz interpretacje graficzne, w tym ilustracje przebiegow
sygnatow fazowych i ich residuéw (szumoéw losowych) oraz konstelacji uzytych
satelitow. Uzytkownik otrzymuje raport skrécony zawierajacy wspotrzedne pozycji
w ukladzie ETRF 89, przeliczone takze do panstwowych uktadéw wspoétrzednych
plaskich i wysokosciowych, oraz podstawowe charakterystyki doktadnosciowe.
Raport zawiera takze niezbedne informacje techniczne dotyczace m.in.: czasu
obserwacji, nazw wykorzystanych stacji referencyjnych, typéw anten, typéw orbit,
rodzaju uzytych czestotliwosci.

Modut APPS, pomimo jego juz szerokiego zastosowania, pozostaje w fazie
testow autorskich. Z dotychczasowe statystyk wynika, ze dokladnos¢ wyznaczenia
pozycji, przy zalozeniu odbiornikéw dwuczestotliwosciowych, minimalnych ka-
tow elewacji satelitow 10 stopni, minimum godzinnej sesji obserwacyjnej, mozna
okresli¢ przecigtnym bledem potozenia ok. 17 mm. Dokladnosci wyzsze, z bledem
ponizej jednego centymetra, uzyskuje si¢ w podobnych warunkach dla co najmniej
dwugodzinnych sesji obserwacyjnych. Szczegétowe wyniki testéw proponowanych
metod i algorytmdw zostang przedstawione w oddzielnej publikacji.

Artykut wplyngt do redakcji 11.03.2009 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w pazdzierniku
2009 .

LITERATURA

[1] V. AsHKENAZI, ]. YAU, Significance of discrepancies in the processing of GPS data with different
algorithms, Journal of Geodesy, 60, 3, September 1986, 229-239.

[2] G.BEUTLER, W. GURTNER, I. BAUERSIMA, M. ROTHACHER, Efficient computation of the inverse
of the covariance matrix of simultaneous GPS carrier phase difference observations, Manuscripta
Geodaetica, 11, 1986, 249-255.

[3] G.BEUTLER, I. BAUERSIMA, W. GURTNER, M. ROTHACHER, Correlations between simultaneous
GPS double difference carrier phase observations in the multistation mode: implementation con-
siderations and first experiences, Manuscripta Geodaetica, 12, 1987, 40-44.

[4] K. EREN, Geodetic network adjustment using GPS triple difference observations and a priori
stochastic information, TR 1, Institute of Geodesy, University of Stuttgart, 1987.

[5] B. HOFMANN-WELLENHOF, H. LICHTENEGGER, J. COLLINS, GPS — Theory and Practice, Sprin-
ger-Verlag, Wien-New York, 2001.

[6] R.Kapay, Integration of GPS - and classical observations in geodetic network (orig. in PL: Pro-
blematyka integracji sieci GPS z sieciami klasycznymi), Seminar of Sections: Geodetical Network
and Satellite Geodesy of Polish Academy of Sciences: Actual Problems of National Geodetic
Network; Warszawa, 16.XI. 2006.

[7] R.Kapay, Algorithms and procedures of BETA method for post-processing GPS based on triple
phase differences (orig. in PL: Algorytmy i oprogramowanie metody BETA realizacji postproces-
singu GPS oparte na potrojnych réznicach obserwacji fazowych), GPS software documentation
for GEONET® — geodetical system, ALGORES-SOFT, Rzeszow, 2007.



106 R. Kadaj

[8] R.Kapay, T. SWigTON, Automatic post-processing in ASG-EUPOS (in PL: Automatyczny post-
processing w ASG-EUPOS), GEODETA (PL), 10, 2008, 14-18.

[9] A.LEeick, GPS Satellite Surveying, John Wiley & SONS, INC, 2004.

[10] W. LINDLOHR, D. WELLS, GPS design using undifferenced carrier beat phase observations,
Manuscripta Geodaetica, 10, 4, 1985, 255-295.

[11] B. W.REMONDI, Global positioning system carrier phase: description and use, Bulletin Geodesique,
59, 1985, 361-377.

[12] Z.RzEPECKA, Modification of Algorithms for Determination of Short Kinematic Vectors from GPS
Data, Dissertation and Monographs, 86, 2004, University of Warmia and Mazury in Olsztyn,
PL, 2004.

[13] O. SCHREIBER, Anordnung von Horisontalwinkelbeobachtungen auf der Station, ZfV, 1878,
209.

[14] G.Xu, GPS — Theory, Algorithm and Applications, Springer-Verlag (second ed.), 2007.

R. KADA]J

Application of Schreiber’s type difference observation system
for elaboration of a session of static GPS measurements

Abstract. The paper presents new algorithms for GPS relative positioning, basing on Schreiber’s type
sets of carrier phase differences. Traditional procedures, using the double or triple phase differencing
and strict stochastic models in the least-squares estimation, require the inversing of non diagonal
and usually large covariance matrix. The final product of inversion is a full (non diagonal) weight
matrix. The cost of the complete solution is very simple in case of a multi-point GPS session and by
application of triple phase differences. Formulating the Schreiber’s type set of differences we obtain
the least-squares estimation with the diagonal weight matrix. The estimators are identical to the
original task. The applicable features of the algorithms are theoretically proved. The algorithms are
implemented in professional GPS software, e.g. in the automatic post-processing module (APPS) in
ASG-EUPOS system of reference stations in Poland.

Keywords: GPS relative positioning, post-processing, double phase differences, triple phase differences,
diagonal weight matrix, Schreiber’s type set of differences, multipoint GPS session, multi-baseline
GPS session, automatic post-processing, ASG-EUPOS
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