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Streszczenie. Rozwdj technologii informatycznych pozwolit na wprowadzenie do obliczen inzy-
nierskich na masowa skale programéw wykorzystujacych metode elementéw skonczonych MES do
symulowania zachowania si¢ elementéw maszyn, urzadzen mechanicznych oraz zjawisk fizycznych.
Gléwnym problemem ich zastosowania w przypadku analizy tarcia powierzchniowego jest to, ze
w wigkszosci sa przeznaczone tylko do obliczen materialéw o wlasciwosciach liniowych. To zjawisko
ma szczeg6lne znaczenie przy obliczeniach materiatow hiperelastycznych, do ktérych nalezy réwniez
guma. Jest ona dzisiaj masowo wykorzystywana w réznych dziedzinach techniki. Zjawisko tarcia ma
bezposéredni wplyw na odksztalcanie si¢ przedmiotéw wykonanych z materialéw hiperelastycznych.
Do obliczen tych materialéw zastosowano metode¢ energetyczng, wykorzystujaca element skonczo-
ny o nieliniowych wlasciwo$ciach modelowany energetycznie oraz oryginalny algorytm iteracyjny
nazwany metoda relaksacji lokalnej. W artykule przedstawiono zastosowanie metody energetycznej
do wyznaczenia odksztalcen pierscienia gumowego z uwzglednieniem zjawiska tarcia powierzch-
niowego. Oprocz otrzymanych deformacji danego elementu przedstawiono réwniez wyniki obliczen
dyssypacji energii spowodowanej pracg sit tarcia oraz rozklady energii odksztalcenia postaciowego
i objetosciowego w poszczegdlnych warstwach odksztalcanego pierscienia.

Stowa kluczowe: energetyczny element skonczony, material hiperelastyczny, metody energetyczne,
tarcie powierzchniowe
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1. Wstep

Tarcie jest zjawiskiem, z ktérym ludzkos¢ styka sie od poczatku swojego istnie-
nia. Wywoluje ono straty energii, zuzywanie sie¢ powierzchni elementéw tracych,
wydzielanie ciepta, co powoduje wzrost temperatury na powierzchniach tracych,
a takze drgania oraz efekty akustyczne. Rozwoj techniki powodowal, ze coraz bardziej
zwracano uwage na negatywne skutki wystepowania tarcia. Jednym z pierwszych
badaczy prébujacych opisac zjawisko tarcia byl stynny Leonardo da Vinci. Jednak
dopiero burzliwy rozwdj techniki podczas rewolucji przemystowej w XIX wieku
przyczynil si¢ bezposrednio do rozwoju badan nad zjawiskiem tarcia. Powstata
nowa dziedzina nauki, zwana trybologia, ktorej zadaniem jest badanie wplywu
zjawiska tarcia na uklady mechaniczne.

Powstalo wiele modeli tarcia, jednak nalezy stwierdzi¢, ze niestety wszystkie
proponowane modele sg stuszne, ale jedynie w pewnym zakresie [1]. Kazdy z nich
rozpatruje proces tarcia zbyt jednostronnie i wskutek tego nie moze by¢ w pelni
stuszny. Czesto tez zjawisko tarcia jest analizowane osobno, bez uwzglednienia
rzeczywistych mechanicznych wlasciwosci materialéw bioragcych udzial w proce-
sie tarcia, takich jak ich odksztalcalno§¢ wywotana sprezystoécia postaciowa oraz
objetosciowq.

Skomplikowanym problemem jest powierzchniowe tarcie materialéw hiper-
elastycznych, do ktérych nalezy guma. Gléwng przyczyna trudnosci w analizie
tarcia tych materialow s ich nieliniowe wtasciwosci i duza odksztalcalnos¢ [4, 5].
Najbardziej powszechnym zalozeniem przyjmowanym w badaniach nad guma bylo,
ze jest ona materialem w pelni niescisliwym, co bezposrednio przektadalo si¢ na
sposob badan nad jej zachowaniem. Przyjecie zalozenia o niescisliwosci materiatu
jest powaznym uproszczeniem, gdyz w rzeczywistosci takie materiaty nie istnieja.
Kazdy material charakteryzuje sie $cisliwoscia. Zatem przedstawione rozwigzania
zagadnien w pracach [9, 10, 11], traktujacych gume jako material calkowicie nie-
$cisliwy, nalezy traktowac jako przyblizone. Z tego tez wzgledu mozna stwierdzi¢,
ze bedzie rozwazany material prawie niescisliwy lub bliski niescisliwosci, do ktorych
zaliczana jest guma.

Powaznym problemem przy obliczaniu materialéw hiperelastycznych jest to,
iz programy oferowane na rynku uwzgledniajace w obliczeniach zjawisko tarcia
powierzchniowego sg z reguly przeznaczone do obliczenn materialow o duzej
sztywnosci. Z tego tez wzgledu do obliczen odksztalcen elementéw wykonanych
z materialéw prawie niescisliwych, lecz o duzej odksztalcalnosci, takich jak guma,
opracowano oryginalng metode obliczeniowa wykorzystujaca element skoniczony
modelowany energetycznie i procedure relaksacji lokalnej [2, 7, 8].
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2. Metoda relaksacji lokalnej

Do obliczenia energii odksztalcenia w elemencie skonczonym po jego zde-
formowaniu wykorzystano funkcje Mooneya, zmodyfikowana przez Wegnera
[8], z dodanym cztonem opisujacym energie odksztalcenia czysto objetosciowego.
Funkcje te przedstawia wzor:

U=C(l,-331)+Cy(1, -331}) += K(\/—\/_l) (1)

gdzie: I, I,, I; — niezmienniki stanu odksztalcenia;
C,, C, — stale materialowe wyznaczane eksperymentalnie;
K — modut $cisliwosci (modul odksztalcenia objetosciowego).

Trzeci czton funkcji (1) oparty jest na niezmienniku stanu odksztalcenia I,
ktory zalezy od kwadratu wzglednej objetosci materiatu. Reprezentuje energie wia-
sciwg odksztalcenia objetosciowego Uy. Niezmienniki I, i I, wystepujace w dwoch
pierwszych czlonach zostaly skorygowane tak, aby suma tych cztonéw opisywata
energie wlasciwa odksztalcenia czysto postaciowego Us.

Wprowadzenie w funkeji (1) dodatkowego skladnika w postaci U,, ma na celu
zwigkszenie dokladno$ci matematycznego modelu materiatu charakteryzujacego
sie cechg $cisliwosci, przez udoskonalenie aproksymacji rzeczywistej wartosci ener-
gii jego odksztalcenia. W literaturze mozna spotka¢ rézne postacie dodatkowego
czlonu [6, 8]. Jego dobor jest uzalezniony od wlasciwosci materiatu, a wybrany
model powinien jak najwierniej odzwierciedla¢ rzeczywiste zwiazki fizyczne za-
chodzace migdzy naprezeniami i odksztalceniami w trojosiowym stanie naprezenia.
Dobierajac odpowiednio duze K, mozna uzyska¢ w ten sposob zwigzki dla mate-
rialu prawie niescisliwego.

Funkcja energii wtasciwej odksztalcenia materiatu (1) postuzyta do skonstru-
owania energetycznego elementu skonczonego o ksztalcie pierscienia i przekroju
prostokatnym, ktérego budowe przedstawiono na rysunku 1.

Energia wlasciwa odksztalcenia jest funkcja niezmiennikéw stanu odksztalcenia.
Korzystajac z funkcji (1), ktéra opisuje energi¢ wlasciwa odksztalcenia materiatow
praktycznie niescisliwych, takich jak np. guma, mozna wyrazi¢ [8] energi¢ wlasciwa
odksztalcenia jako funkcje skladowych przemieszczenia wezléw oraz lokalnych
wspotrzednych o i f3:

Uiy, Wy, Ug, Wy, Ue, We, Uy, Wi &, B). (2)

Po scatkowaniu wzgledem objetosci poczatkowej V elementu nieodksztalco-
nego otrzymuje si¢ energie potencjalng odksztalcenia obrotowo-symetrycznego
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Rys. 1. Obrotowo-symetryczny element skoniczony w ksztalcie pierscienia o przekroju prostokgtnym
i weztach w wierzcholkach A, B, C, D

elementu o przekroju prostokatnym, w funkcji sktadowych przemieszczenia jego
wierzchotkéw:

E(e)(uA, Wy, Ug, Wy, Us, W, Up, WD)=J.UdV. (3)
4

Okreslony powyzej energetyczny element skonczony zostal wykorzystany
do wyznaczenia stanu przemieszczen zdeformowanego ciata metoda relaksacji
lokalnej, specjalnie opracowang przez Wegnera [2, 8] metodg obliczeniows, ktora
nazwano tak ze wzgledu na lokalny zasieg przeprowadzanych iteracji o charakterze
relaksujacym naprezenia w ciele.

W klasycznym ujeciu metody elementéw skonczonych nalezaloby dazy¢ do
wyznaczenia macierzy sztywnosci elementu, ktéra, ogélnie méwiac, okresla zwigzek
miedzy sktadowymi uogélnionych przemieszczen weztdw, zgodnymi z poszczegol-
nymi stopniami swobody, a odpowiadajacymi tym stopniom swobody sktadowymi
uogdlnionych sit. W metodzie relaksacji lokalnej zrezygnowano z wykorzystania
w obliczeniach macierzy sztywnoéci. Wyznaczanie polozen weztéw w kolejnych
iteracjach ogranicza si¢ do obszaru elementéw bezposrednio potaczonych z danym
wezlem i jest kazdorazowo poprawianiem potozenia tylko jednego wezla, i to jedy-
nie wzgledem weztéw lezacych w najblizszym sgsiedztwie, ktore w tym momencie
sg traktowane tak jak wezly catkowicie utwierdzone, o zablokowanych wszystkich
stopniach swobody, a wiec niemogace przemieszczac si¢ w zadnym kierunku, mimo
ze sg przeciez punktami o$rodka sprezystego. Metode relaksacji lokalnej mozna
opisa¢, wykorzystujac ilustracje przedstawiona na rysunku 2.

Obszar otaczajacy wezel N jest podzielony na elementy a, b, ¢, d bezposrednio
z nim polaczone. Energia potencjalna sil sprezystosci obszaru otaczajacego wezet
jest suma:
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E,=E“+E” +EY +E?, (4)

gdzie ), E®, E), E““to energia potencjalna obszaréw otaczajacych wezel.

Rys. 2. Lokalne otoczenie wezta N

Polozenie wezfa N jest poprawiane tak, aby warto$¢ energii potencjalnej sit
sprezystosci E, obszaru otaczajacego ten wezet byla minimalna. Wartos¢ sktadowych
jego polozenia jest wyznaczana na podstawie przyrostow energii odksztalcenia
elementéw polfaczonych bezposrednio z danym weztem, wywotanych prébnym
przemieszczaniem wezta w kierunku zgodnym ze stopniem swobody odpowiada-
jacym danej sile sktadowej. Badajac zmiany energii podczas przemieszczania wezla
w kierunkach zgodnym lub przeciwnym do osi wspotrzednych, okreslamy w ten
sposob sily oddzialywania wezta na najblizsze otoczenie w zaleznosci od potozenia
wezla, a ich roznica odniesiona do drogi przemieszczenia wezta wyznacza gradient
sily, ktdry jest miarg lokalnej sztywnosci odpowiadajacej danemu stopniowi swo-
body. Wykorzystujac wartosci lokalnych sztywnosci odpowiadajacych danemu
weztowi, obliczamy nowe potozenie wezta likwidujace jego lokalne niezréwnowa-
zenie. Postepowanie takie jest wielokrotnie powtarzane dla kolejnych wezléw, az
sily sktadowe lokalnego niezréwnowazenia wezlow, okreslane w powyzszy sposéb,
beda mniejsze od z gory zadanej malej wartosci.

Z dokfadnym opisem matematycznym energetycznego elementu skonczonego
i metody relaksacji lokalnej oraz ich wykorzystania do obliczen odksztalcernt mate-
rialu hiperelastycznego bez uwzglednienia zjawiska tarcia powierzchniowego mozna
zapoznac si¢ w literaturze wystepujacej w pozycjach [2, 8]. Procedura relaksacji
lokalnej przedstawiona szczegdtowo w tych pracach zostala uzupelniona tak, aby
w obliczeniach mozliwe bylo uwzglednienie zjawiska tarcia powierzchniowego.
Zastosowanie metody relaksacji lokalnej do analizy zagadnien uwzgledniajacych
zjawisko tarcia powierzchniowego jest opisane w pracach [3, 5, 7].
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3. Obliczanie tarcia powierzchniowego w metodzie
relaksacji lokalnej

Tarcie elastomerdw, a przede wszystkim gumy, ze wzgledu na skomplikowany
charakter wystepujacych tam zjawisk, jest w trybologii rozpatrywane jako catkowicie
osobne zjawisko [1]. Warunki wspétpracy powierzchni tracych, z ktérych jedna jest
guma, zalezg od bardzo wielu czynnikéw, miedzy innymi od: skfadu chemicznego
gumy, jej elastycznosci i struktury wewnetrznej materiatu, czynnikow zewnetrznych,
gladkosci powierzchni, rodzaju warstwy oraz substancji wypelniajacej przestrzen
miedzy nimi. Biorgc pod uwage stopien skomplikowania zjawiska tarcia gumy, do
wyznaczenia jej odksztalcen z uwzglednieniem tarcia powierzchniowego wykorzy-
stano oryginalng metode opartg na energetycznym elemencie skonczonym, w ktorej
polozenie poszczegoélnych weztéw modelu obiektu gumowego uwzgledniajacego
tarcie powierzchniowe jest wyznaczane metoda relaksacji lokalnej.

Procedura relaksacji lokalnej zostala uogélniona tak, aby umozliwi¢ wyzna-
czanie przemieszczen wezldw elementéw skonczonych na powierzchniach tracych.
Gléwnym problemem do rozstrzygniecia bylo ustalenie kryterium, w jakich wa-
runkach dany wezel w warstwie stykajacej si¢ z powierzchnig traca ma mozliwos¢
przemieszczania si¢. Pod wptywem nacisku na powierzchni materiatu powstaja sity
normalne i styczne do powierzchni tracych. Znajac naprezenia normalne i napreze-
nia styczne dzialajace na powierzchni pierscienia, mozemy wyznaczy¢ sity docisku
i sily styczne dzialajace na powierzchni styku plyta-pierscien:

N=-[o.d4, S=-[r,dA, (5)
A A

gdzie: N — sita normalna;
S — sita styczna;
0, — naprezenia normalne;
T,. — haprezenia styczne;
A — pole powierzchni tracej z otoczenia wezla w stanie nieodksztalconym.

Sila styczna po przekroczeniu pewnej granicznej wartosci, ktora zalezy od
sily normalnej i wartosci wspoélczynnika tarcia, powoduje zerwanie kontaktu
pomiedzy powierzchniami tragcymi, co w modelowanym elemencie skonczonym
uwzgledniajacym zjawisko tarcia sprowadza sie do odblokowania wezla w obszarze
dziatania sily styczne;j.

Ze wzgledu na skomplikowany charakter zjawiska tarcia i jego uzaleznienie
od wielu czynnikéw przyjeto mechanizm lokalnego oddziatywania zjawiska tarcia
wyrazony modelem Coulombowskim [1], z ktérego wynika, ze zerwanie kontaktu
pomiedzy powierzchniami tragcymi zachodzi wtedy, gdy sita styczna przekroczy
warto$¢ graniczng wyznaczong z zaleznosci:
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S>T=uN, (6)

gdzie: T — sila tarcia;
y — wspolczynnik tarcia;
N — sita docisku.

W konsekwencji nastgpuje przemieszczanie sie ciata wzdtuz powierzchni tracej, co
powoduje zmniejszenie naprezen stycznych i zmiane naprezen normalnych. Przeklada
sie to na zmiane wartosci sit stycznych i normalnych, co moze spowodowac ponowne
zablokowanie przemieszczen wezla, jesli warunek (6) nie bedzie spelniony.

4. Zasada zachowania energii w opisie zjawiska tarcia
powierzchniowego

Zastosowanie metody energetycznej pozwala okresli¢ wartosci sity dzialajacej
na pierscien. Z zasady zachowania energii wynika zaleznos¢:

AL=AE,, (7)

gdzie: AL — przyrost pracy sit zewnetrznych;
AE, — przyrost energii odksztalcania pierScienia.

Poniewaz praca sit zewnetrznych jest réwna sumie pracy sil czynnych i biernych:
AL=AL, +AL,, ®)
wigc podstawiajac powyzszg zaleznos¢ do wzoru (7), otrzymujemy:
AL, =AE, - AL, 9)
gdzie: AL, — przyrost pracy sil obcigzajacych (sit czynnych);
ALy — przyrost pracy sil tarcia (sit biernych), przy czym AL, <0,

bowiem sily tarcia majg zwrot przeciwny do przemieszczenia wezla.

Przyrost pracy sit obcigzajacych, bedacych w tym wypadku sitami dzialajagcymi
bezposrednio na pierscien, wyznaczamy ze wzoru:

ALP:F:r'Af’ (10)

gdzie: P, — $rednia warto$¢ sity obcigzajacej pierscien w danym kroku;
Af — odpowiadajacy jej przyrost ugiecia.
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Podstawiajac do wzoru (9) zaleznos¢ wynikajaca ze zwigzku (10), otrzymu-
jemy:
p =LAl

Sr Af

Cze$¢ energii, ktéra akumuluje sie w pierscieniu przy dzialaniu sit obcigzajacych
bedacych sitami czynnymi, jest rozpraszana przez sily tarcia, czyli w tym przypadku
zostanie przejeta przez sily bierne. Sg one zréznicowane i uzaleznione od przyjetej
w obliczeniach granicznej wartosci wspdlczynnika tarcia oraz lokalnych wartosci sit
dociskajacych, co bezposrednio wplywa na wielko$¢ rozpraszanej energii i warto$¢
sily obcigzajacej pierscien [3].

Wyznaczajac srednig wartos¢ sit obcigzajacych pierscien zaréwno w przy-
padku procesu obcigzania (uginania) jak i odcigzania pierscienia, nalezy zwrdci¢
szczegblng uwage na wartosci przyrostow prac i energii wystepujacych podczas
obcigzania i odcigzania, w zaleznosci od wartosci przyrostu strzatki ugiecia Af, oraz
ze przyrost pracy sil tarcia przyjmuje zawsze wartosci ujemne, poniewaz sifa tarcia
jest sila bierng o zwrocie przeciwnym do kierunku przemieszczania sie fragmentu
powierzchni pierscienia.

(11)

5. Wyniki obliczen pierscienia gumowego

Badanym obiektem jest pierscien o prostokatnym przekroju poprzecznym, wyko-
nany z materiatu praktycznie niescisliwego. Obciazenie statyczne dziata w osi symetrii
pierscienia sitg przylozong prostopadle do sztywnej plyty. Zalozono, ze $rednica
plyty jest wicksza od zewnetrznej Srednicy odksztalconego pierscienia. Ze wzgledu
na symetri¢ pierscienia wzgledem plaszczyzny, obliczeniom zostata poddana tylko
jego gorna potowa zaznaczona na rysunku 3 kolorem czerwonym. Modelowang czgs¢
pierscienia podzielono na 40 x 8 obrotowo symetrycznych elementow energetycznych
o przekroju kwadratowym. Przyjeto promien zewnetrzny pierscienia réwny 80 mm,
promien wewnetrzny 40 mm, a jego wysoko$¢ 16 mm.

Nieliniowe wilasciwosci materiatu pierscienia oraz zastosowanie oryginalnej
metody obliczeniowej wykorzystujacej energetyczny element skonczony i metode

tp

Rys. 3. Schemat obcigzenia badanego pierscienia
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relaksacji lokalnej wymagaly opracowania specjalnego programu, dzieki ktéremu
zostaly przeprowadzone badania wplywu zjawiska tarcia powierzchniowego na
ksztalt pierscienia poddawanego $ciskaniu. Obliczenia polegaly na wyznaczeniu
odksztalcen pier§cienia w kolejnych posrednich fazach, od stanu nieodksztalco-
nego do odksztalconego, odpowiadajgcego pewnej zadanej maksymalnej wartosci
strzalki ugiecia gornej potowy pierscienia. W obliczeniach dla kolejnych ugie¢
przyjmowano przyrost ugiecia Af= 0,1 mm.

Obliczeniom poddano pierscien wykonany z twardej gumy, ktorej wlasciwosci
mechaniczne opisano energetycznym modelem w postaci funkcji gestosci energii
odksztalcenia (1) o nastepujacych wartosciach stalych materialowych:

C, = 1,92 MPa, C, = 0,08 MPa, K = 200 MPa,

przyjmujac wartosci wspolczynnikow tarcia spoczynkowego: p = 0,3, y = 0,6 oraz
Y = oo, przy czym wartos¢ ostatniego wspotczynnika oznacza symbolicznie pierscien,
ktérego goérna i dolna powierzchnia jest trwale zamocowana do sztywnej plyty.
W tym przypadku przyjeto, ze wezly elementow skoniczonych pierscienia stykaja-
cych sie z plyta sa z nig trwale polaczone, przez co majg zablokowang mozliwo$é
przemieszczania si¢ w kierunku poprzecznym do osi pierscienia. Ze wzgledu na
ograniczong objeto$¢ artykutu, ponizej zostang przedstawione tylko wyniki otrzy-
mane dla strzalki ugiecia pierscienia rownej f = 1,5 mm.

Pierwszym i najbardziej widocznym wplywem zjawiska tarcia powierzchnio-
wego s3 uzyskiwane rozne koncowe ksztalty pierscieni, ktére zaleza od przyjetych
w obliczeniach wartosci wspotczynnikéw tarcia pomiedzy nimi a ptyta $ciskajaca.
Uzyskane koncowe ksztalty pierscieni przedstawiono na rysunku 4. Dla lepszego
zobrazowania wynikow obliczen odksztalcen pierécienia, na rysunku kolorem
czerwonym zaznaczono ksztalt pierscienia nieodksztalconego, natomiast kolorem
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Rys. 4. Odksztalcenie pierscienia dla strzalki ugiecia rownej f= 1,5 mm i przyjetych w obliczeniach
warto$ci wspolczynnikow tarcia: a) u = 0,3;b) 1 = 0,65 ¢) i = oo
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czarnym ksztalt pierscienia odksztalconego. Wokot weztéw warstwy powierzchnio-
wej stykajacej sie z plyta, narysowano okregi, ktorych kolor obrazuje stan poszcze-
gblnych weztéw. Kolor niebieski oznacza, ze dany wezel nie przesunat si¢. Kolor
czerwony oznacza, ze skladowa styczna do powierzchni pierscienia zewnetrznej
sily dzialajacej na wezel, spowodowana ciernym kontaktem z plyta, jest wigksza
od wartos$ci granicznej sily tarcia, wigc nastepuje przesuwanie sie wezta. Kolor
zielony oznacza, Ze nastapilo przesuniecie wezla, ale z powodu zmniejszenia si¢
wartosci sily stycznej, dzialajacej na wezel, lub wzrostu wartosci granicznej sity
tarcia, nastgpilo ponowne jego utwierdzenie.

Analizujac odksztalcenia pierscieni przedstawionych na rysunku 4, mozna
zauwazy¢, ze w obu przypadkach, w ktérych w obliczeniach uwzgledniano zjawi-
sko tarcia powierzchniowego, nastapilo przemieszczenie si¢, a nastepnie ponowne
utwierdzenie kilkunastu wezléw w plaszczyznie styku plyta—pierscien. W wigkszosci
zjawisko to wystgpito z prawej strony rysunku, czyli blizej zewnetrznej powierzchni
swobodnej pierscienia. Roznice w ilosci przemieszczonych weztéw na korzys¢ stro-
ny zewnetrznej s3 spowodowane tym, iz zmiana potozenia materialu pierscienia
w tym kierunku nie jest ograniczona dostepna wolng przestrzenia i w konsekwencji
zmiany objetosci materiatu s niewielkie, co powoduje, ze sity docisku materiatu
do powierzchni tracej s3 mniejsze. Stad wartos$ci granicznych sit tarcia sg réwniez
mniejsze. Ostatecznie mechanizm ten powoduje, Ze znacznie wiecej fragmentow
powierzchni pierscienia stykajacej sie z plyta ulega przemieszczeniu w jego czesci
znajdujacej sie blizej zewnetrznej powierzchni swobodne;j.

Z rysunku 4 wida¢ réwniez, ze wielko$¢ przemieszczen w plaszczyznie symetrii
jest znacznie wigksza niz w przypadku plaszczyzny styku plyta—pierscien. Dzieki
temu ksztalty pierscieni sg wypukte. Nalezy zwroci¢ szczegdlng uwage, ze najwieksza
wypuktos¢ uzyskal pierscien, ktérego wezly w plaszczyznie styku plyta—pierscien sa
utwierdzone. Wniosek, jaki mozna wyciagna¢ po przeprowadzonej analizie prze-
mieszczen wezldw, jest taki, iz zjawisko tarcia jak i wartos¢ wspolczynnika tarcia
przyjetego w obliczeniach wplywa na uzyskiwane ostateczne ksztalty pierscieni.

W zalezno$ci od wartosci wspotczynnika tarcia 4 zmienia sie réwniez wartos¢
energii potencjalnej odksztalcenia pierscienia, praca sil tarcia, praca sit obcigzaja-
cych pierscien oraz $rednia wartos¢ sily obcigzajacej pierscien. Charakter i wielko§¢
zmian energii potencjalnej odksztalcenia pierscienia przedstawiajg wykresy na
rysunku 5a, natomiast pracy sil tarcia wykresy na rysunku 5b.

Na podstawie wykreséw przedstawionych na rysunku 5a i 5b mozna stwierdzic,
ze zaréwno energia potencjalna odksztalcenia pierscienia jak i praca sit tarcia sg
nieliniowymi funkcjami ugiecia pierscienia. Funkcje te majg charakter progre-
sywny, tzn. intensywnos¢ ich wzrostu zwigksza si¢ ze wzrostem strzatki ugiecia
pierscienia. Warto$¢ wspotczynnika tarcia wptywa znaczaco na warto$¢ energii
potencjalnej odksztalcenia pierscienia, co wynika z poréwnania wykreséw z rysun-
ku 5a. Najmniejsza wartos¢ energii wystepuje w pierscieniu, do obliczen ktorego
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Rys. 5. Zmiany w zalezno$ci od ugiecia dla réznych warto$ci wspétczynnikéw tarcia: a) energii
potencjalnej odksztalcenia pierscienia; b) pracy sit tarcia

przyjeto wspdtczynnik tarcia o wartosci u = 0,3 (wykres koloru niebieskiego).
Wartos¢ energii potencjalnej w tym pierscieniu jest prawie o potowe mniejsza niz
w pierscieniu, w ktérym wezly w plaszczyznie styku plyta-pierscien sg utwierdzone
(wykres koloru czarnego). Réznica ta zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem wartosci
wspolczynnika tarcia g przyjmowanego do obliczen.

Na rysunku 5b zostaly umieszczone wykresy pracy sif tarcia. Jak wida¢, wszyst-
kie majg warto$¢ ujemna. Sily tarcia majg zawsze zwroty przeciwne do wektoréow
przemieszczenia wezldw w plaszczyznie tarcia, bowiem przeciwdzialaja ruchowi
weztow wzgledem plyty, stad warto$¢ pracy powierzchniowych sit tarcia jest ujem-
na. Wykresy przedstawione na rysunku 5b wyraznie pokazuja, ze warto$ci pracy
sil tarcia sg prawie identyczne i nie zalezg od wartosci wspdtczynnikow tarcia
przyjetych w obliczeniach.

Praca zewnetrznych sit czynnych obcigzajacych pierscien powoduje zmiane
energii potencjalnej odksztalcenia pierscienia oraz jest w czesci wykorzystywana na
pokonanie tarcia pomiedzy powierzchniami styku plyt i pierscienia. Na rysunku 6
przedstawiono wykresy pracy sil obcigzajacych pierscien, ktora zgodnie ze wzorem
(9) jest roznicy energii potencjalnej odksztalcenia pierscienia E, (pracy sit wewnegtrz-
nych) i pracy sil tarcia L. Dokonujac poréwnania z wykresami energii potencjalnej
odksztalcenia pierdcienia E, zamieszczonymi na rysunku 5a, zauwazy¢ mozna, ze
wykresy pracy sit obcigzajacych L, maja podobny przebieg. Rdznica pomiedzy
nimi polega na tym, ze wykresy pracy sil obcigzajacych pierscieni, w obliczeniach
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Rys. 6. Praca sit obciazajacych pierScien w zaleznoéci od ugiecia dla réznych warto$ci wspotczyn-
nikéw tarcia

ktorych uwzgledniamy zjawisko tarcia powierzchniowego, na rysunku 6 s potozone
blizej wykresu czarnego przedstawiajacego prace sit obcigzajacych pierscien, kto-
rego wezly w plaszczyznie styku plyta—pierscien sg utwierdzone. Jak juz wczesniej
wspomniano, praca sit obcigzajacych Ly jest réznicg pracy sit wewngtrznych E,
i pracy sif tarcia L. Jak wida¢ z rysunku 5b, wszystkie prezentowane warto$ci Ly
maja znak ujemny. Wynika wiec stad, ze warto$¢ prac sil czynnych obciazajacych
pierscien L, przedstawianych na rysunku 6 jest réwna sumie energii potencjalnej
odksztalcenia pierscienia Ep oraz energii rozproszonej —L; w wyniku dzialania sit
biernych spowodowanych zjawiskiem tarcia powierzchniowego.

Dysponujac wykresami energii potencjalnej odksztalcenia pierscienia E, oraz
pracy sil tarcia L;, dla zatozonej wartosci przyrostu strzalki ugiecia Af, korzystajac
ze wzoru (11), mozna wyznaczy¢ $rednig warto$¢ sily obciazajacej pierscien Py,
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Rys. 7. Zmiany $redniej wartosci sily obciazajacej pierscien w zaleznosci od ugigcia dla réznych
warto$ci wspotczynnikow tarcia
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ktdrej zmiany w zalezno$ci od wartosci ugigcia i wspolczynnika tarcia przyjetego
w obliczeniach przedstawiono na rysunku 7.

Z rysunku wynika, ze jedynie dla pierscienia, ktérego wezly sa polaczone
trwale z plyta $ciskajaca, wykres $rednich sit $ciskajacych pierscien w zaleznosci
od ugiecia jest monotoniczny. Pozostale dwa wykresy, przedstawiajace zmiang
warto$ci $redniej sily obcigzajacej pierécien w zaleznosci od ugiecia dla przyjetego
wspolczynnika tarcia, nie s3 monotoniczne. Oznacza to, ze proces odksztalcania
pierscienia nie ma charakteru ciaglego i ze zmiang ugiecia pierscienia przyrosty
wartosci $redniej sily obcigzajacej nie sg regularne. Wskutek wystepowania zjawiska
tarcia powierzchniowego sztywno$¢ pierscienia zmienia si¢ skokowo w zaleznosci
od stosunku obszaréw powierzchni zablokowanych do przemieszczajacych sie
i podlegajacych tarciu w plaszczyznie styku plyta—pierscien, co powoduje zywiolowy
przebieg tarcia powierzchniowego i brak jego ciagtosci.

Z wykresow na rysunku 7 wida¢ réwniez wyraznie, ze im mniejsza warto§¢
wspolczynnika tarcia 4, tym mniejsza warto$¢ sredniej sity obcigzajacej pierscien.
Zjawisko to mozna wytlumaczy¢ w nastepujacy sposdb. Podczas $ciskania pier-
$cienia powstajg sily przeciwdzialajace odksztalceniu pierscienia. Istotng czesé
tych sit tworzg opory tarcia pomiedzy plytami $ciskajacymi a pierscieniem. Nalezy
pamietac, ze ze wzgledu na symetrie pierscienia wzgledem plaszczyzny, modelowana
jest tylko jego goérna polowa. Analizujac wyniki, trzeba bra¢ pod uwagg, iz opory
spowodowane tarciem wystepuja w dwdch plaszczyznach styku pierscienia z ply-
tami $ciskajacymi. Mata warto$¢ wspolczynnika tarcia pomiedzy powierzchniami
pierscienia a plytami $ciskajacymi powoduje, ze do pokonania opordw tarcia jest
potrzebna znacznie mniejsza sila. Zwigkszajacy sie wspélczynnik tarcia powoduje
zwigkszenie opordw tarcia. Jezeli zalozono ten sam przyrost ugiecia Af= 0,1 mm,
a rézne wspoéltczynniki tarcia, to do pokonania wiekszych oporéw sif tarcia, dla
uzyskania tej samej wartosci ugiecia, musi zosta¢ uzyta wigksza sita.

Zastosowana oryginalna metoda energetyczna umozIliwia réwniez analize
wplywu wielko$ci wspdtczynnika tarcia na zmiany energii, jakie zachodzg w trakcie
deformacji badanego obiektu w poszczegdlnych elementach skonczonych, w za-
leznosci od ich polozenia w badanym obiekcie. W tym momencie nalezy przypo-
mnie¢, ze waznym zalozeniem metody badan nad materialami hiperelastycznymi,
do ktérych nalezy guma, bylo przyjecie, ze ulegaja one pewnej malej $cisliwosci,
ktora w istotny sposob wplywa na ostateczne wyniki przeprowadzanych obliczen.
Mooney konstruujac po raz pierwszy funkcje gestosci energii odksztalcenia opi-
sujacg mechaniczne wlasciwosci materiatow kauczukopodobnych, zakladal, ze
guma jest materialem idealnie niescisliwym. Wspodlczesnie autorzy modelujacy
materialy kauczukopodobne zaktadajg, ze s3 one w niewielkim stopniu $cisliwe.
Dwa pierwsze skladniki zmodyfikowanego energetycznego modelu Mooneya (1)
zaproponowanego w pracy [8] reprezentujg energie odksztalcenia postaciowego Uy,
natomiast ostatni czfon opisuje energie odksztalcenia czysto objetosciowego U,
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Na poczatku zostanie przeanalizowany wplyw wielko$ci wspoiczynnika tarcia
na zmiany energii odksztalcenia postaciowego Us, ktorej wykresy zostaly umiesz-
czone na rysunku 8.
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Rys. 8. Rozklad energii wlasciwej postaciowego odksztalcenia pierscienia dla ugigcia f= 1,5 mm
i réznych wartoéci wspotczynnikow tarcia

Os$ pozioma wykreséw wskazuje numer elementu skonczonego, dla ktérego
wyznaczono warto$¢ energii wlasciwej oznaczanej na osi pionowej. Numeracja
zaczyna si¢ od skrajnego wewnetrznego elementu, a konczy si¢ na skrajnym, ze-
wnetrznym elemencie. Kazdy z nich jest réwniez przyporzadkowany danej warstwie
pierscienia. ,Warstwa 1” jest warstwa, ktdrej gorna plaszczyzna styka sie z plyta
$ciskajacg, ,Warstwa 8” jest warstwa, ktorej dolna plaszczyzna stanowi plaszczyzne
symetrii pier$cienia.

Poréwnujac wykresy umieszczone na rysunku 8 mozna stwierdzi¢, ze wykresy
energii dla pier$cieni, w obliczeniach ktérych uwzgledniono zjawisko tarcia po-
wierzchniowego sa podobne do siebie, ale roznig si¢ znaczaco od wykresu wartosci
energii dla pierscienia, w obliczeniach ktérego nie uwzgledniono tego zjawiska.
Gléwna roéznica polega na wielkosciach uzyskiwanych energii, szczegélnie w ele-
mentach znajdujacych sie blizej krawedzi zaréwno wewnetrznej jak i zewnetrznej
pierscienia. W obu wypadkach dla pierscieni, w ktérych byla mozliwos¢ prze-
mieszczania si¢ wezlow w plaszczyznie styku pierscien—plyta, wartos¢ energii
odksztalcenia postaciowego jest wieksza blizej wewnetrznej krawedzi pierscienia,
a mniejsza na jego zewnetrznej krawedzi. Przyczyna takich zmian energii wlasciwej
odksztalcenia jest to, Ze do wewnatrz pierscienia przemiescilo si¢ znacznie mniej
weztdw niz na zewnatrz pierscieni. Sily docisku dzialajace na elementy potozone
blizej wewnetrznej krawedzi sa znacznie wigksze niz te dzialajace na elementy
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usytuowane blizej zewnetrznej, swobodnej strony pierscienia, stad wartos$ci gra-
nicznych sil tarcia blizej jego wnetrza s rdwniez wigksze. Opory tarcia wpltywaja na
wielko$¢ deformacji postaciowej elementow skonczonych, od ktorej zalezy wartos¢
energii wlasciwej odksztalcenia postaciowego. Przemieszczajac si¢ w kierunku na
zewnatrz pierscienia, zmniejsza si¢ ich deformacja i energia Us. Taki sam mecha-
nizm dziala réwniez, gdy w obliczeniach pierscienia nie uwzgledniono zjawiska
tarcia powierzchniowego. W tym wypadku do wewnatrz pierscienia przemiescito
sie mniej wezlow niz na zewnatrz, co dotyczy plaszczyzny symetrii pierscienia.
Zablokowanie mozliwosci przemieszczania si¢ wezléw w plaszczyznie styku ply-
ta-pierscien powoduje wigksze deformacje ksztaltow elementéw skonczonych
na zewnetrznej krawedzi pierscienia, czego obrazem sg uzyskane na wykresie
wigksze wartosci energii postaciowej Us. Analizujac wykresy z rysunku 8 trzeba
réwniez zwrocic¢ szczegdlnie uwage na fakt, iz we wszystkich trzech rozwazanych
przypadkach dla elementéw skonczonych potozonych blizej srodka analizowanego
przekroju, w warstwach znajdujacych sie blizej ptaszczyzny styku, wartosci ener-
gii odksztalcenia postaciowego osiggaja wartosci bliskie zeru, co oznacza, ze nie
zmienily swego pierwotnego ksztaltu. Jednak wtasnie to te elementy skonczone
uzyskuja za to najwieksze wartosci energii odksztalcenia objetosciowego Uy, co
mozna zobaczy¢ na wykresach umieszczonych na rysunku 9.

Poréwnujac wykresy z rysunku 9 z wykresami z rysunku 8 mozna stwierdzi¢,
ze s3 one odwrotne. We wszystkich trzech rozwazanych przypadkach elementy
skonczone, ktoérych energia odksztalcenia postaciowego byla bliska zeru, posiadaja
najwigksze wartosci energii odksztalcenia objetosciowego. Zjawisko to wytlumaczy¢
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Rys. 9. Rozkiad energii wlasciwej odksztalcenia objetoéciowego pierscienia dla ugiecia f = 1,5 mm
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mozna w ten sposob, iz elementy skonczone znajdujace si¢ blizej krawedzi pierscie-
nia, pod wpltywem zwigkszanego ugiecia i spowodowanym tym ,wyplywaniem”
materialu pierscienia, bardziej zmieniajg swdj pierwotny ksztalt, nie zmieniajac
jednak w tak duzym stopniu swej pierwotnej objetosci poczatkowej. Przeciwnie
zachowuja si¢, elementy skonczone znajdujace sie blizej srodka modelowanej potowy
pierscienia. Elementy te s otoczone materialem i ich wezty nie maja mozliwosci
przemieszenia si¢ przez co zmiany pierwotnej postaci sg prawie niezauwazalne, co
mozna zobaczy¢, analizujac ksztalty pierscieni na rysunku 4. Jednak brak mozliwo-
$ci zmiany postaci powoduje, ze podlegaja one wigkszej zmianie objetosci, przez
co wzrasta w nich wartos¢ energii odksztalcenia objetosciowego Uy, co pokazuja
wykresy na rysunku 9.

We wszystkich trzech przypadkach najwieksze wartosci energii odksztalcenia
objeto$ciowego posiadaja elementy skoniczone znajdujace si¢ w ,,Warstwie 17, czyli
w warstwie znajdujacej sie bezposrednio pod plyta $ciskajaca. Duzy wplyw na
wielko$¢ Uy, ma warto$¢ wspotczynnika tarcia przyjetego do obliczen. Najwigksza
energie odksztalcenia objetosciowego posiadaja elementy skonczone pierscienia,
w obliczeniach ktérego nie uwzgledniono zjawiska tarcia powierzchniowego,
ijest ona co najmniej dwukrotnie wieksza niz w przypadku elementéw pierscieni,
w ktorych wezly miaty mozliwos¢ przemieszczania sie. Gtéwna przyczyna tych
réznic jest wlasnie brak mozliwosci wyptywania materialu. Gdy w obliczeniach nie
uwzglednia si¢ zjawiska tarcia powierzchniowego, wezty elementéw potozonych
blizej powierzchni swobodnych pierscienia maja mozliwo$¢ przemieszczania sie,
przez co powoduja zmiang ich ksztaltu. Jednak im blizej srodka polowy badanego
obiektu, przemieszczanie wezlow jest coraz bardziej utrudnione i tym wieksza
zachodzi zmiana objetosci elementu skonczonego zwigzana z jego wigkszym $ciska-
niem. Jest to bardzo widoczne, poréwnujac energie odksztalcenia objetosciowego
dla elementéw $rodkowych w ,Warstwie 1” znajdujace;j si¢ tuz pod plyta sciskajaca
iw ,Warstwie 8, ktorej dolna plaszczyzna stanowi plaszczyzne symetrii pierscienia.
W dolnej warstwie material ma mozliwos¢ wyplywania na zewnatrz i do $rodka
pierscienia. Wezly elementéw gornej warstwy sa trwale przymocowane do plyty
$ciskajacej, przez co s3 pozbawione mozliwosci przemieszczania si¢. W ten spo-
sob zmiany energii spowodowane wzrostem wartosci strzalki ugiecia pierscienia
nie mogg zosta¢ skompensowane poprzez zmiang postaci elementu, tylko przez
zmiane jego objetosci, co powoduje wzrost energii odksztalcenia objeto$ciowego
i fatwo jest zauwazalne na wykresach umieszczonych na rysunku 9. Wplyw energii
odksztalcenia objetosciowego na energie wlasciwa odksztalcenia pierscienia mozna
zobaczy¢ na wykresach umieszczonych na rysunku 10.

Jak wida¢, wykresy energii wlasciwej odksztalcenia pierscienia sa prawie
identyczne jak wykresy energii odksztalcenia postaciowego. Widoczng réznica
pomiedzy wykresami umieszczonymi na rysunku 10 i 8 sg wartosci energii, ja-
kie zostaly uzyskane dla srodkowych elementéw skonczonych, szczegdlnie tych
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Rys. 10. Rozktad energii wlasciwej odksztalcenia pierscienia dla ugiecia f= 1,5 mm i réznych wartosci
wspolczynnikéw tarcia

polozonych w gornych warstwach pierscienia znajdujacych sie blisko plyty $ci-
skajacej. W przypadku energii odksztalcenia postaciowego te wartosci sg bliskie
zeru, natomiast w przypadku calkowitej energii odksztalcenia pierscienia sg one
powigkszone o warto$¢ energii odksztalcenia objeto$ciowego, co powoduje znaczacy
ich wzrost. Zjawisko to wystepuje we wszystkich trzech obliczanych pierscieniach,
ale najwigkszy przyrost w stosunku do energii odksztalcenia postaciowego wyste-
puje w elementach skonczonych pierscienia, ktérego wezty w plaszczyznie styku
plyta-pierécien byly pozbawione mozliwoéci przemieszczania sie.

6. Wnioski

Przedstawione w artykule wyniki badan pierscienia gumowego poddanego
$ciskaniu wykazaty, ze zjawisko tarcia powierzchniowego ma duzy wptyw na wiel-
kos¢ jego odksztalcenia. Jest ono uzaleznione od warto$ci wspodlczynnika tarcia
przyjetego do obliczen.

Jednoczesnie zachodzi zalezno$¢ odwrotna. Jak bowiem wykazano w analizie
przytoczonej w pracy, stan odksztalcenia pierscienia ma istoty wplyw na ksztattowanie
procesu tarcia poprzez oddzialywanie na lokalng warto$¢ granicznej sity tarcia.

Pomijanie tarcia pomiedzy plyta a pierScieniem nie daje miarodajnych wynikéw
opisujacych rzeczywiste zachowanie si¢ pierscienia podczas $ciskania. Od wartosci
wspolczynnika tarcia oraz granicznej wartosci sily tarcia uzaleznionej od lokalnego
stanu odksztalcenia fragmentu materiatu podlegajacego tarciu zalezy, jak duzy frag-
ment pierscienia przemiesci si¢, co powoduje zmiany energii wewnatrz pierscienia.
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Wryniki potwierdzaja réwniez znaczacy wplyw energii odksztalcenia objeto-
sciowego na uzyskang ostateczng warto$¢ energii wlasciwej odksztalcenia pierscie-
nia. To pozwala stwierdzi¢, podobnie jak przy zjawisku tarcia powierzchniowego,
ze nieuwzglednianie energii odksztalcenia objetosciowego w obliczeniach, czyli brak
modyfikacji funkcji Mooneya powoduje, zZe wyniki sg obarczone duzym bledem.
Nalezy jednak pamieta¢, ze dobdr czlonu opisujacego zmiany objetosciowe jest
uzalezniony od wtasciwo$ci materiatu, a wybrany model powinien jak najwierniej
odzwierciedla¢ rzeczywiste zwiazki fizyczne zachodzace miedzy naprezeniami
i odksztalceniami w tréjosiowym stanie naprezenia.

Artykut wplyngt do redakcji 17.01.2012 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w czerwcu
2012 .
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Analysis of distribution of strain energy including superficial friction
phenomena in a ring made of material with hyperelastic properties

Abstract. The information technology development improved engineering calculations by global spread
of finite element method FEM to simulate behaviour of machine elements, mechanical devices and
physical phenomena. The main problem of using it in case of superficial friction phenomenon is that in
most cases its main purpose is to calculate materials of linear properties. This phenomenon is especially
important for calculations of hyperelastic materials which include rubber. Nowadays, it is widely
used in technology. Friction directly influences on deformations of objects made from hyperelastic
materials. Energy method has been used for materials’ calculations by means of energy-based finite
element of non-linear features, and iterative algorithm, named the local relaxation method. This paper
presents the application of energy method for rubber ring deformations assignment including the
superficial friction phenomena. Besides the observed deformations of examined element, there have
been also presented the results of energy dissipation caused by friction forces work and the energy
density distribution of volumetric and deviatoric strain in particular layers of the deformed ring.
Keywords: energy-based finite element, hyperelastic material, energy methods, surface friction






