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Streszczenie. W pracy zastosowano metode funkeji Cauchy do rozwigzania zagadnienia brzegowego
drgan promieniowych jednorodnej kuli sprezystej. Uwzgledniono liniowg zalezno$¢ naprezenia,
odksztalcenia i przemieszczenia od promieniowej wspotrzednej. Wyprowadzono analityczng posta¢
szeregu charakterystycznego. Wykorzystujac wzory i tablice Bernsteina-Kieropiana, obliczono czgstosci
podstawowe i wyzsze drgan promieniowych. Poréwnanie wynikéw obliczen otrzymanych metoda
funkeji wpltywu z rozwigzaniem $cistym potwierdza wysoka dokltadnos$¢ metody po uwzglednieniu
kilku pierwszych cztondw szeregu charakterystycznego.

Slowa kluczowe: drgania promieniowe, funkcja Cauchy, zagadnienie brzegowe

1. Wstep

Przy projektowaniu elementéw maszyn i konstrukcji no$nych, ktére moga by¢
zamodelowane kulg lub powloka kulista, obcigzonych dynamicznie, wymagana
jest znajomos¢ odpowiednich charakterystyk dynamicznych, takich jak wartosci
i postacie wlasne.

W zwigzku z tym konieczne jest rozwigzanie zagadnienia brzegowego drgan
promieniowych kuli sprezystej. Zagadnienie to opisuje si¢ zwyczajnymi rOwnaniami
rézniczkowymi o zmiennych wspétczynnikach. Sciste rozwigzanie takich réwnan
w ogolnym przypadku napotyka duze trudnosci i jest mozliwe tylko w kilku szcze-
gblnych przypadkach, np. przy pomocy funkcji Bessela. Najczesciej do rozwigzania
takich zagadnien stosuje si¢ analityczne i przede wszystkim numeryczne metody
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przyblizone (elementéw i roznic skonczonych, macierzy przeniesienia). Nalezy za-
uwazyg, ze jesli stosuje sie wyzej wymienione metody, problemem pozostaje ocena
dokladnosci obliczonych charakterystyk bez znajomosci wartosci dokladnych.

Na uwage zastuguje propozycja autoréw zastosowania metody szeregéw cha-
rakterystycznych i funkeji wplywu Cauchy [1, 4] w obliczeniu wartosci $cistych
czestosci drgan promieniowych kuli sprezystej. W pracach [2, 3] wykorzystano
wyzej wymieniong metode do rozwigzania zagadnienia brzegowego drgan gietnych
belki o dowolnej zmianie przekroju. Autorzy uzywaja waznej wlasnosci funkcji
Cauchy, ktéra polega na tym, ze funkcja wptywu i jej kolejne pochodne wzgledem
parametru zawsze tworzg podstawowy uklad rozwiazan zwyczajnego réwnania
rézniczkowego ze zmiennymi parametrami [4].

W niniejszej pracy, w wyniku rozwigzania zagadnienia brzegowego drgan
promieniowych sprezystej kuli [8, 9], wyprowadzono szereg charakterystyczny
w zamknietej postaci.

2. Sformulowanie zagadnienia brzegowego

Rozpatruje si¢ swobodne drgania promieniowe sprezystej izotropowej kuli,
uwzgledniajac fakt, zZe naprezenia, odksztalcenia i przemieszczenia zalezg tylko od
zmiennej promieniowej r (0 < r < R) i od czasu t. Zgodnie z prawem Hooka mozna
zapisa¢ rownanie rownowagi dynamicznej [6]:
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0. =0 —/la—u+2(/l+ )Z (3)
U0 o “r
gdzie: A= A(r),u = u(r) — parametry Lamego;
p = p(r) — masa whasciwa;
u = u(r, t) — promieniowe przemieszczenie.
Dokonujac zmiany zmiennych przez podstawienie wyrazenia:
V(r,t)z ru (r,t), (4)

otrzymano nastepujace zalezno$ci:
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o, =V —4urv, (5)

0,=0g=Ar7V'"+2ur™V, (6)
av

Fr)=@A+2u)r7, V'=g. (7)

Z réwnania (1), uwzgledniajac wyrazenia (2-7), otrzymano:

oWy , o F()
— A = p— (8)

Roéwnanie (8) opisuje rowniez drgania swobodne niejednorodnej kuli, ktdrej
parametry zalezg tylko od zmiennej r.
Spotyka si¢ dwa rodzaje warunkow brzegowych:

— dla pelnej kuli:

U(0,t)<e, 0, (R1)=0, 9)
— dla powtoki kulistej:

0,(a,1)=0, o, (R,1)=0, (10)

gdzie: a — promien wewnetrzny kuli (0 < a < R).

Rozdzielajac zmienne w réwnaniu wyjsciowym (8) i warunkach brzegowych (9)
przez podstawienie wyrazenia:

V(iry=y (r)eJ_—l“” , (11)

otrzymujemy zagadnienie brzegowe opisane rownaniami:

(H)+V(r)y=0, (12)
limy(r)r? <o, (f+ey)],o = 0. (13)

W réwnaniu (12), (13) uwzgledniono wyrazenia:
V(r)y=w’p(ryr —4u'(rr, (14)

e=—4u(R)R. (15)
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3. Réwnania charakterystyczne

Rozpatrujemy przypadek, gdy parametry Lamego sa state (A =A4,,u = u,.
P =pg(r)).

Przyjmujemy ograniczone rozwigzanie rownania (12) w postaci szeregu [2, 3]:

y=y, - Ay + Ay, —.., (16)

gdzie: 5
A2 — pOw (17)

Ao+ 24,
oraz na podstawie prac [4, 7]:
y= j K, ()= Oy O E=12....) (18)
3 a} r3

K, (ra)=" T Y=g (19)

W przypadku jednorodnej kuli, gdy g(7)=1, otrzymano:

3 el .
=3 ) e, (20)
gdzie: -
2,.). (21)

1
=1 = A —_— =1
¢ =1, c;=c;, 263 (=1

Latwo jest udowodni¢, ze powyzsze rozwigzanie zadowala pierwszy sposrod wa-
runkoéw (13). Uwzgledniajac znane zaleznosci [5]:

Ev
S 22
() (1=2) 22
E
- 23
“ 2(1+v) 2
gdzie jest wspdtczynnikiem Poissona, znajdujemy nastepujace wyrazenia:
A+2y:E¢@) (24)
p()=—— (25)

1+ v)(l 2v)’

Podstawiajac szereg (20) do drugiego warunku (13), otrzymano nastepujaca postacé
rownania czestosci:
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a,—aQ’ +a,Q*-..=0, (26)
gdzie: i+

ey ——[2i+1-v2i-1)]  (i=0,1,2) (27)

oraz 2R2
2 _ L’ (28)

E(1+v)q(v)

1-2

qr)=——" (29)

Kazdemu rozwigzaniu rdwnania (26) Qi (v) odpowiada czesto$¢ wlasna a)i , ktora
wyznaczamy z nastepujacego wyrazenia:

0 =@ (v)(1+v)g(v) pi (=12, (30)

4. Wyniki obliczen czestosci drgan promieniowych kuli sprezystej

W celu wyznaczania estymatora czestosci podstawowej w; wystarczy wyko-
rzysta¢ wzdr (30) i najprostszy dolny (31) i gérny (32) estymator Bernsteina [1]:

2 -

V.= ———, (31)
Ja' —2a,a,
2
y:= < (32)

= .
a, + \/al —4aya,

Obliczenia pokazaly, ze najprostszy estymator dolny rozni si¢ od wartosci doktad-
nych o 2-2,5%. Rezultaty obliczen przedstawiono w tabeli 1. Nalezy zauwazy¢, ze
w przypadku kuli najprostszy estymator gorny nie istnieje dla parametruv > 0,246,
dlatego ze a; —4a,a, <0.

TABELA 1
Wyniki obliczen czgstosci podstawowych drgan promieniowych kuli sprezystej
dla wybranych liczb Poissona

v q) (o5 (o y? v]

0 1 429 4,58 8,58 9,16
0,25 0.6 6,44 - 537 -
0,353 0,454 7,57 - 4,65 -
0,49 0,039 9,34 - 0,55 -
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Stosujac bardziej dokladne obliczenia numeryczne na podstawie szeregu (26),
mozna znalez¢ kolejne miejsca zerowe przedstawione w tabeli 2, ktdre zgadzajg
sie z wynikami rozwigzania $cistego [5]:

-1 _ _lzz i ) L= QP
z tg(z)—(l 2 (2+MJJ , =Q°, (33)

Q! =(0,816w) =6,5717, v=0,25, (34)

Q] =(2,788)*=7,7729, v=0,353. (35)

TABELA 2

Wyniki obliczen miejsc zerowych réwnania charakterystycznego (26)

v (o8 Q& Q Q
0 4,3347 35,2836 84,7688 158,1809
0,25 6,6049 36,6993 86,1184 160,7317
0,353 8,3694 37,5891 87,4599 164,3524
0,4 9,2694 38,0689 87,8906 -
0,499 9,8219 39,3881 89,0569 -

Majac obliczone trzy pierwsze wspdlczynniki rownania sekularnego a,, a,, a,,
mozna obliczy¢ estymatory trzech wyzszych czestosci drgan oraz czwartg przybli-
zong. Bernstein i Kieropian opracowali wzory na estymatory wyzszych czestosci
oraz stablicowali zalezno$ci wystepujace miedzy nimi [1]. Obliczajac stosunek
B, / B} wykorzystujac zaleznosci:

2
5-%p H . 36)

ay ay ay

odczytujemy z tablicy [1] wartoséci @,,¥,,9;.8,,8,,85,¥, a nastepnie obliczamy
estymatory gorne i dolne wyzszych czestosci:

(yi)_=J§, (y,-)+=</§ Vo= % i=1,2,3, (37)

gdzie: (V,- )_ — dolny estymator;
(yi )+ — gorny estymator;
() + @), e
Y, = f — warto$¢ $rednia i-tego estymatora;
¥4 — przyblizona warto$¢ estymatora czwartej czestosci drgan.
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W tabeli 3 przedstawiono wyniki obliczen wyzszych czgstosci drgan promie-
niowych kuli sprezystej dla wybranych wartosci liczby Poissona oraz przedstawiono
ich $rednig wartos¢ w zalezno$ci od liczby Poissona na rysunku 1.

TABELA 3

Obliczenia dolnych i gérnych estymatoréw wyzszych czestosci drgan promieniowych kuli sprezystej

v (). (). (2). (1), (). (5), V4
0,05 1,39498 1,39573 2,74914 3,06021 3,66986 4,90443 5,49148
0,25 1,48143 1,48247 2,97052 3,30538 3,95963 5,29624 5,93600
0,353 1,52474 1,52563 3,09078 3,43859 4,11802 5,50954 6,18074
0,49 1,58155 1,58211 3,25616 3,62169 4,33549 5,80271 6,51764

—s—y, =f(v)

=y =fv)
—a—y3 =)

—

w - w o
[
|

\S]

Srednia warto$¢ i-tego estymatora

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
Liczba Poissona v

Rys. 1. Srednia warto$¢ estymatora y; = f(v) w zaleznosci od liczby Poissona

5. Wnioski

Zaproponowana metoda funkcji Cauchy pozwolila otrzymac analityczna postaé
szeregu charakterystycznego (23), na podstawie ktdrego obliczono cztery czgstosci
wlasne. Wysoka doktadno$¢ metody potwierdza obliczona wartos¢ czgstosci pod-
stawowej, ktora zgadza si¢ z wynikami rozwigzania $cistego otrzymanego przez
Magnickiego [5]. Wykorzystujac wzory i tablice Bernsteina-Kieropiana, obliczono
estymatory wyzszych czestosci drgan promieniowych. Estymatory zmieniajg si¢
w sposob liniowy dla wybranych liczb Poissona. Majac rozwigzanie $ciste, mozna
w nastepnej kolejnosci dokona¢ obliczen numerycznych MES, a nastepnie zweryfiko-
wac otrzymane wyniki w oparciu o rozwigzanie uzyskane na drodze analityczne;j.
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Method of Cauchy function in analysis of radial vibration of an elastic sphere

Abstract. In this study, the method of Cauchy function is applied to solve boundary-value problem
of free radial vibrations of an elastic isotropic sphere. The linear dependence stress, deformation
and displacement against radial coordinate are settled. The form of characteristic series was derived.
The application of tables and formulas of Bernstein-Kieropian to calculate basic and higher estimators
of radial vibration was presented. The presented method gives satisfactory accuracy to exact solution
[5] even if the characteristic series is truncated after a few first terms.

Keywords: radial vibrations, Cauchy function, boundary value problem



