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Streszczenie. W artykule przedstawiono rozwigzanie zagadnienia brzegowego drgan osiowosyme-
trycznych plyt kotowych o stalej grubosci: utwierdzonych na obwodzie i swobodnie podpartych,
z dyskretnymi wtraceniami w ciagly rozktad masy w postaci koncentrycznych pierscieni masowych.
Wyprowadzono wzory i przedstawiono wykresy uwzgledniajace wptyw promienia pierécienia masy
dodatkowej na czesto$¢ podstawowa dla przypadku, gdy masa dodatkowa przewyzsza mase wlasna
plyty oraz jest poréwnywalna z masg wlasna plyty. Przedstawiono zbiezno$¢ wynikéw obliczen
uzyskanych na podstawie wyprowadzonych w pracy wzordw i obliczet MES ze znanymi z literatury
wynikami $cistymi dla pojedynczej masy zlokalizowanej w srodku symetrii [10]. Wyniki teoretyczne
potwierdzono eksperymentalnie.

Stowa kluczowe: drgania wlasne, ptyta kotowa, masa skupiona, funkcja wpltywu

1. Wprowadzenie

Analizujac wyniki badan teoretycznych opublikowanych w poprzednich pra-
cach [3-9,15] mozna stwierdzi¢, ze zastosowanie metody elementdw skonczonych
do wyznaczenia czestosci rezonansowych ptyt kotowych jest celowe i uzasadnione.
Potwierdza to bardzo maty btad procentowy MES-u w stosunku do rozwiazan $ci-
stych. Na korzys¢ MES przemawia réwniez brak skomplikowanego aparatu matema-
tycznego, niezbednego do rozwigzania danego zagadnienia na drodze teoretycznej,
gdyz MES jest najprostsza metoda pozwalajaca na wystarczajaco rozlegly analize.
Rozwigzania $cisle i przyblizone ograniczaja si¢ do waskiej grupy przypadkow,
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a badania doswiadczalne wymagaja skomplikowanych stanowisk pomiarowych
oraz kosztownej aparatury i oprogramowania. Mimo niewatpliwych zalet metody
elementdw skonczonych nie nalezy zapominac, ze ta metoda nalezy do grupy metod
przyblizonych. Wyniki uzyskiwane w takich przypadkach sg obarczone bledami
metody oraz bledami numerycznymi. W tej sytuacji nalezy poréwnywac uzyskane
wyniki z istniejagcymi rozwigzaniami $cistymi uzyskanymi na drodze teoretyczne;j.
Stosowana w pracy metoda dyskretyzacji czgsciowej rowniez pozwala uzyskac
dokladne wyniki [12-14]. Stosowalnos¢ tej metody ogranicza si¢ jednak wylacznie
do wyznaczania warto$ci pierwszej czesto$ci podstawowej. Nalezy pamigtaé, ze
doktadno$¢ rozwigzan uzyskiwanych w tej metodzie zalezy od przyjetego stopnia
dyskretyzacji. Stosowanie wysokich stopni dyskretyzacji (k = 100) jest mozliwe
jedynie przy komputerowym wspomaganiu procesu obliczen.

2. Sformulowanie zagadnienia

Swobodne poprzeczne drgania plyty kolowej (rys. 1) o promieniu R w biegunowym
uktadzie wspotrzednych (r, ) opisane s znanym réwnaniem rézniczkowym [11]:

2
A,A,,W+p—haV2V=o, 0<r<R,
D ot 1)
o 10 1 & ER’
A =cst—omt s, D= 257
or’ r or r° do 12(1-v")

gdzie: W(r, ¢, t) — ugiecie dynamiczne;
D, p, h — odpowiednio sztywno$¢ walcowa, gestos¢ wlasciwa i grubos¢
pyty;
E — modul Younga;
v — wspolczynnik Poissona;

t — czas.
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Rys. 1. Model dynamiczny rozpatrywanych plyt: od lewej plyta swobodnie podparta i plyta utwier-
dzona na brzegu, gdzie: ¢; — sztywno$¢ podpor; R — promien plyty kotowej; r;, — wspoétrzedna
promieniowa okreslajaca odleglos¢ masy skupionej od $rodka symetrii ptyty
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Aby przejs$¢ od ogdlnego réwnania (1) do réwnania opisujacego zagadnienie brze-
gowe, dokonano rozdzielenia zmiennych poprzez uwzglednienie dynamicznego
ugiecia w biegunowym uktadzie wspéirzednych:

W(r,¢,t) =u(r)cosnge™, (i=~-1). 2)

Badania osiowosymetrycznych drgan plyty z dyskretnymi wtraceniami, ktérych
rozklad zalezy od zmiennej promieniowej r (0 < r < R), sprowadza si¢ do rozwia-
zania zagadnienia brzegowego opisanego réwnaniem:

k
Lo[u]+rxu—2aiu(lg)6(r—ri)=0, 0<rn<r<..<r <R, (3)

i=1

gdzie: Ly[u] — operator rézniczkowy o postaci:
2 1 1 1
Lul=u" +=u" -1+ 2n*)u” +—01+ 2n* )’ -— @+ 2n*)n  (4)
r r r r

u = u(r) — amplituda ugiecia;
O(r) — delta Diraca;

1 2 2 ’ . . .
x= B(phw —K ) — wspolczynnik sprezystego podloza;
a, = L(mia)z —¢,) — parametr wtracen;

m;, , ph — odpowiednio masa skupiona, parametr czestosci oraz masa
wlasciwa plyty;
n — rzad drgan.

W pracy rozwaza si¢ dwa rodzaje zamocowania plyty: utwierdzonej i swobodnie
podpartej, dla ktérych warunki brzegowe przyjmuja postac:

u(R)=0, u'(R)=0, (5)

u(R)=0, u"(R)+vR'u'=0. (6)

3. Funkcja Cauchy pomocniczego zagadnienia brzegowego
dla plyty o stalej grubosci

Réwnanie
Ly[u] =0 (7)

jest rownaniem Eulera, ktérego fundamentalny uktad rozwigzan tworza funkcje:
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P S S S S (8)

Funkcja Cauchy réwnania Ly[u] = 0 zbudowana wg metody przedstawionej w pracy
[7] z uwzglednieniem (2) ma postac:

)

K _ a anr—n+2 _ rna—n+2 a—nrn+2 _ r—na—n+2
(r,a)=— +
8n n—1 n—1

Funkgja (9) jest nieokreslona przy warto$ciach n = 0 i n = 1, ktére odpowiadaja
postaciom: podstawowej osiowosymetrycznej i pierwszej nieosiowosymetrycznej,
dlatego konieczne jest wyznaczenie (rozkrycie) nieokreslonosci, po wykonaniu
ktorej otrzymano:

K(r,a)zg[az—r2+(a2+r2)lni} dla n=0, (10)
4 a
a ro1(r o
K(r,a)z— 2rln—+—| —+ — dla n=1. (11)
8 a 2\a r

Znajomo$¢ funkeji Cauchy K(r, «) jest wystarczajaca, by wyprowadzi¢ analityczne
zaleznosci czestosci w od masowo-sprezystych parametrow ukladu.

4. Rozwigzanie zagadnienia brzegowego bezmasowej plyty
Z masowym pierscieniem

Zalozono dla bezmasowej plyty, ze jest ona jednorodna. Ograniczone w zerze
rozwigzanie pomocniczego zagadnienia (7) ma postac:

u(ry=C, +Cr’* - F.K, (r,r)0(r—=r,), (12)
gdzie: c¢,, c; — stale;
K,(r, r}) — fundamentalna funkcja operatora L,[u] przy a = r;
0(r) — funkcja Heavisidea.
Z réwnania (12) mamy:

u'(r)=Cr—F,K (r,r,)0(r—r,). (13)

Podstawiajac (12) i (13) do warunkoéw (5), wyznaczono stale catkowania C,, C,
i na podstawie (12) znaleziono wspétczynniki wptywu f;;:
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By =u,(r) =§[(R2 =12 YK}~ 2RK . (14)

W przypadku i = j = 1 z (14) wyznaczamy czestos¢ drgan wlasnych w bezmasowej
plyty, ktéra niesie mase skupiong M na okregu r = r;:
o 1
= M=2mp, (15)
D pB, 1
gdzie: p — gestos¢ liniowa zebra masowego;
D — sztywno$¢ walcowa.

Po uwzglednieniu (10) 3, przyjmuje ostateczng posta¢:

nfls 1 o R
=L | R ——1 _;2RIn—|. 16
Pu 2R(4 ag TN (16)

Postepujac analogicznie i wykorzystujac funkcje (11), mozna wyznaczy¢ czesto$ci
drgan odpowiadajgce pierwszej postaci nieosiowosymetrycznej. W przypadku plyty
swobodnie podpartej po uwzglednieniu warunkéw brzegowych (6) przeksztatce-
nia nalezy prowadzi¢ w analogiczny sposdb i ostatecznie otrzymano nastepujaca

postac f3,;:

4

B, =— 3Rz—rl2 -m& +V1R2—l”11n£ . (17)
21+v)| 4 n 4 7

1

Na podstawie (16), (17), uwzgledniajac (15) i skierowujac r; > 0, otrzymamy
znacznie prostsze wzory dla kwadratu czestosci podstawowej dla przypadkow, gdy
masa M znacznie przekracza mas¢ wlasng plyty i jest skupiona w srodku symetrii
(r=0)[2]:

o’ = 162D , _lemD(1+v)

, 0= ——— 18
MR? MR*(3+v) (18)

Na podstawie (15) mozna obliczy¢ czgstosci podstawowe w, wprowadzajac

P
parametr czesto$ci y(x), ktory uzalezniamy od stosunku x = ;i I tak na podstawie

(16), (17) zapisujemy:
1 |D
w= ﬂx)?"ﬁ' (19)
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Dla plyty utwierdzonej:
lom
= — 20
) I-x*+4x*Inx (20)
Dla plyty swobodnie podpartej:
l6z(1+v
()= (L) @)

[3-x"(I+Inx)+v+4x’Inx]
Na rysunku 2 przedstawiono zalezno$¢ parametru czgstoéci podstawowej v od
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Rys. 2. Zalezno$¢ parametru czesto$ci podstawowej ¥ od promienia rozlozenia dodatkowej masy

X :% dla: 1 — plyty utwierdzonej, 2 — plyty przegubowo-podpartej

5. Uwzglednienie masy wlasnej i dodatkowego pierscienia
masowego dla plyty utwierdzonej o stalej grubosci

Zastosujemy metode dyskretyzacji do plyty ze stalymi parametrami bez dys-
kretnych wtracen i bez sprezystego podtoza (xy = 0). Elementy macierzy wpltywu
podatnosci maja postac¢ (14). Podstawiajac postacie funkcji wptywu (10) i jej po-
chodne do (14) otrzymujemy:
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R2 rz—rz 7l riz+rj2 R\
1-- 7 I 7 lnf i J. (22)

Réwniez w zadaniu drgann membranowych dyskretyzujemy mase plyty, zastepujac
uklad ciaggly dyskretnymi K ukltadami z masami skupionymi o wielko$ci:

”Rzp TRPM i1y (i< 1K) (23)

rozmieszczonymi na okregach o promieniach:
R
rn=—(2i-1). 24
=5 2D (24)

Postepujac zgodnie z metodyka oméwiong migdzy innymi w [8, 9], dla K = 2 bu-
dujemy réwnanie czgstosci w postaci:

2

w
a,—al’ —a,A*=0, A= o (25)

gdzie:a, = 1;
mnt,

B+ 52 By = 0.0118S0(R” ph);
JT

ml m,

a, =="2(B,,8: — B3, )= 0,0000092(R’ ph)’.

Stosujac najprostsze dwustronne estymatory Berenstejna w postaci [1]:

1

Nl N
(a12—2a2) ? <V12 <2|:a1 "'(a12 _4a2)2:| > (26)

znajdujemy $rednig warto$¢ czestosci podstawowe;:

1 ’D
]Z')/IF E, '}/23,085

Tak wiec otrzymana warto$¢ wspolczynnika czestosci podstawowej y rézni sie od
wartosci dokfadnej mniej niz 4%.

Catkiem analogicznie mozna teraz wyznaczy¢ czestosci wlasne plyty, ktora rozni
sie od rozpatrywanej obecnoscig dodatkowej masy m, rownomiernie roztozonej na
okregu o promieniu r,. Przyjmujac K = 3 i biorgc pod uwage 0 <r,<r, <r, <R:
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m, X =

b X, =, 27)
7R ph R

H,=

widzimy, ze celowe jest uwzglednienie poprzednio wyznaczonych wspétczyn-
nikéw B, B, B> @ takze masy m,, m, na okregach i dodatkowo wyznaczajac
wspotczynniki By, Bo1> By, z uwzglednieniem (27), znajdujemy réwnanie cha-
rakterystyczne:

1+aA* +a,A' +a,A° =0, (28)
gdzie:
“= 2:1
- m,m m,m
a,=a, + : (ﬁooﬁn ﬁm) : (ﬂooﬁzz ﬂoz):
mmm ﬁoo B Bu
a, = Py 13 HBow By Bo|tAat+ad +a i+
By Ba P
a,, a, tak jak w (25).

Czesto$¢ podstawowa mozemy obliczy¢ za pomoca estymatoréw (26), a takze
za pomoca ciggu dalszych estymatoréw i tablic Berenstejna mozna oceni¢ druga
czestos¢ 1 oszacowac trzecig oraz czwartg [1].

6. Porownanie wynikow uzyskanych z obliczen i eksperymentu

W celu weryfikacji obliczen przeprowadzono badania doswiadczalne, w ktérych

wyznaczono czesto$¢ drgan wlasnych badanej ptyty przy wykorzystaniu metody
rezonansowej i impulsowej. Schemat stanowisk i uktadéw pomiarowych przedsta-
wiono na rysunkach 3 i 4.
W tabeli 1 zestawiono wyniki obliczen dwdch pierwszych czestosci podstawowych
drgan plyty kolowej z dodatkowa masg skupiong w jej srodku. Plyta stalowa miata
wymiary: $rednica ¢ = 500 mm oraz grubos¢ h = 1 mm. Dokonano poréwnania
istniejacych rozwigzan $cistych (uzyskanych poprzez funkcje Bessela) z wynikami
uzyskanymi metodg dyskretyzacji cze$ciowej oraz metodg elementéw skonczonych.
Dodatkowo zweryfikowano wyniki badan doswiadczalnych przeprowadzonych
w oparciu o metode impulsowg i rezonansowa.
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Rys. 3. Schemat stanowiska i uktadu pomiarowego do pomiaru drgan wlasnych plyty metoda wymu-
szenia impulsowego: 1 — czujnik KD 35; F — miernik drgan SM 231; E — rejestrator

Rys. 4. Schemat stanowiska i ukladu pomiarowego do pomiaru drgan wtasnych ptyty metoda re-

zonansowa: 1 — wspornik; 2 — belka; 3 — korpus; 4 — elektromagnes; 5 — rura; 6 — pokrywa

gorna; 7 — trzpien; 8 — membrana; 9 — czujnik KD 35; 10 — badana plyta, 11 — pokrywa dolna;

12 — korpus; A — generator PM 5121; B — wzmacniacz; C — wzbudnik PR 9270; D — licznik
impulséw; E — oscyloskop PM 3206; F — miernik drgan SM 231
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TABELA 1
Poréwnanie wynikéw obliczen i pomiaréw
Eksperyment
Metoda
Rozwigzanie dyskretyzacji MES Metoda Metoda
Sciste impulsowa rezonansowa
f A fHz] A f A f A

(Hz] | [%] (%] | [Hz] | [%] | [Hz] | [%]
1 26,432 26,499 | 0,25 | 26,483 | 0,19 | 23,11 | 12,57 | 24,11 | 8,78
2 98,383 - - 98,198 | 0,19 | 98,96 | 0,59 | 99,46 | 1,09

W tabeli 2 dokonano poréwnania wynikéw obliczen parametru czestosci y uzy-
skanych metoda dyskretyzacji czesciowej oraz metoda elementéw skonczonych.
Obliczenia przeprowadzono dla modelu plyty utwierdzonej na brzegu i obciazonej
dodatkowa masg m/m = 0,1 rozmieszczong na dowolnym promieniu r (0 < r < R).
Dodatkowo zilustrowano to na rysunku 5.

TABELA 2

Warto$¢ parametru czestosci y uzyskana metoda dyskretyzacji czesciowej

oraz metoda elementéw skonczonych

r Parametr y Pi}ﬁ:ﬁ;y Blad
R MES dyskretyzacji czgsciowej Al%]
0 8,281 8,117 1,98
0,1 8,412 8,225 2,22
0,2 8,623 8,462 1,87
0,3 8,928 8,787 1,58
0,4 9,259 9,163 1,04
0,5 9,643 9,544 1,03
0,6 9,925 9,87 0,55
0,7 10,146 10,09 0,55
0,8 10,258 10,195 0,61
0,9 10,278 10,222 0,54
1 10,29 10,224 0,64
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10,214 Roberson [10]
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Rys. 5. Poréwnanie wynikéw obliczen parametru czestoséci y uzyskanych metoda dyskretyzacji
cze$ciowej MDC oraz metodg elementdw skonczonych MES

7. Wnioski

Na podstawie rysunku 5 mozna oceni¢, ze wyniki otrzymane dwiema metodami
(MES, MDC) niewiele rdznig si¢ od siebie. Blad procentowy zawiera si¢ w granicach
A = 0,54-1,98%. Najwigksze rozbiezno$ci wystepuja dla przypadku plyty z masa
dodatkowg skupiong w srodku symetrii i zmniejszajacg si¢ w miare zblizania si¢
promienia masy dodatkowej do krawedzi ptyty. Roberson w [10] otrzymal dla
r/R =1 warto$¢ y = 10,214, a autorzy metoda dyskretyzacji czesciowej oraz metoda
elementow skonczonych otrzymali odpowiednio y,,pc = 10,224 iy = 10,29.

Zamieszczone w tabeli 1 wyniki badan eksperymentalnych przeprowadzonych
z wykorzystaniem metody impulsowej i rezonansowej potwierdzity wyniki obliczen
teoretycznych. Z zestawionych w tabeli 1 rezultatow wynika, ze blad procentowy
wyznaczania czgstosci rezonansowych maleje wraz ze wzrostem czestosci w przy-
padku obydwu stosowanych metod pomiaru drgan. Jak wynika z przeprowadzonych
rozwazan, obie metody daja wyniki bedace dobrym przyblizeniem wynikéw uzyska-
nych na drodze teoretycznej. Blad procentowy jest najwigkszy dla niskich czgstosci
oraz waha si¢ w granicach 8,78-12,57% i zdecydowanie maleje wraz ze wzrostem
badanej czestosci rezonansowej. Dla drugiej czestosci blad wynosi okolo 1%.

Artykut wplyngt do redakcji 28.03.2012 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w maju 2012 r.
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J. JAROSZEWICZ, K.K. ZUR

Influence of carrying concentrated mass on natural vibrations of circular plates
with typical boundary conditions

Abstract. In this paper, the boundary value problem of axial symmetrical vibrations of plates clamped
on contour and free supported with discrete inclusions in continuous distribution of masses in form
of concentric mass rings has been solved.

The formulas and graphics have been made which take into consideration the influence of ring
radius of additional mass on basic frequency in the case when additional mass is bigger and when it
is comparable with the own mass plate.

To solve this problem, the method of partial discretization with based on the influence function has
been applied. Comparison results of calculation obtained on base formulas which were derived in this
paper and FEM with exact solution [10] for singular mass located in the centre of plate show good
approximate. The theoretical results were confirmed by experimental investigations.
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