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Streszczenie. Rozwigzano w zamknietej postaci problem swobodnych drgan powierzchni pustki
kulistej w niezaburzonym osrodku liniowo-sprezystym. Ruch osrodka spowodowano naglym ra-
dialnym napedzeniem powierzchni kawerny do poczatkowej predkosci v,. Tak wymuszone drgania
powierzchni kawerny sa tlumione z uplywem czasu. Przyczyna tlumienia jest rozbiezna fala od-
ksztalcenia, ktéra dywergentnie rozprasza energie w osrodku. Miarg intensywnosci tlumienia jest
liczba Poissona v, ktora charakteryzuje cisliwoé¢ osrodka. Mozna wyrézni¢ dwa przedzialy zmian
parametru v, w ktérych intensywnos¢ ttumienia jest rozna. I tak, zmniejszenie parametru v ponizej
0,45 powoduje intensywne tlumienie drgania powierzchni kawerny, ktére po kilku cyklach zanika
(rys. 1). Natomiast dla 0,45 < v < 0,5 (o$rodek quasi niescisliwy) ttumienie jest nieznaczne i w granicz-
nym przypadku, tj. przy v = 0,5 (o$rodek niescisliwy) powierzchnia kawerny drga harmonicznie ze
stalg amplituda wokot potozenia poczatkowego (R = r, £ = 1). Wyniki niniejszej pracy wykorzystamy
do analitycznej symulacji ksztaltu krateru podczas penetracji tarczy przez pocisk. Zagadnienie to
rozpatrzymy w oddzielnym opracowaniu.

Stowa kluczowe: Swobodne drgania powierzchni kawerny, kinetyczne warunki poczatkowe, o$rodek
sprezysty, thumienie dywergentne

1. Wprowadzenie

Proces wnikania pocisku broni strzeleckiej w tarcze charakteryzuje si¢ ztozonymi
zjawiskami [1, 2]. Dla dokladnego opisu tego zagadnienia poczatkowo-brzegowego
(jesli znane sg dynamiczne wlasciwosci mechaniczne oddzialujacych ze sobg ciat,
tj. pocisku i tarczy) uzywa si¢ skomplikowanego uktadu nieliniowych réwnan réz-
niczkowych z pochodnymi czastkowymi poszukiwanych funkeji, ktore rozwiagzuje
sie numerycznie za pomocg szybkich komputeréw [1-4]. Programy numeryczne
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stosowane do rozwigzywania tych réwnan sg kosztowne i czgsto wymagaja dtugiego
czasu do ich realizacji.

Z tej przyczyny proste inzynierskie teorie wnikania pocisku w roézne przegrody
majg istotne znaczenie praktyczne. Takie modele czesto umozliwiaja badaczom
wglad we wzajemne oddzialywania fizycznych parametréw analizowanych osrodkow
i ich stosunek do wyniku przypadkowego. Te wzajemne oddziatywania s3 trudne
do ustalenia za pomocg ztozonych wydrukéw komputerowych. Ponadto proste
inzynierskie teorie czesto dostarczajg podstawy do projektowania eksperymen-
tow i interpretacji fizycznej ich wynikéw. Do tego rodzaju teorii mozna zaliczy¢
uproszczony model wnikania pocisku w metalowg tarcze [5-7] oraz analityczny
model pulsacyjnej jamy postrzatowej [8, 9].

Jednym z gléwnych probleméw w balistyce koficowej jest teoretyczne okreslanie
ksztattu i glebokosci kraterow. W literaturze podawane sg empiryczne wzory, z ktd-
rych mozna okresli¢ objeto$¢, sredni promien i gtebokos¢ krateru [6, 10, 11].

Okazuje si¢, ze dynamike i wymiary krateru mozna analitycznie okresli¢ za
pomocg podobnego modelu, jaki zastosowano do analizy pulsacyjnej jamy postrza-
fowej w tkankach zywych organizmow [8, 9]. Autorzy tych prac chwilowy ksztatt
jamy postrzatowej aproksymowali obwiednia powierzchni pulsujacych kulistych
kawern w cieczy niedcisliwej. Zatem jako pierwsze w kolejnosci rozpatrzymy
w niniejszej pracy zagadnienie swobodnych drgan powierzchni pustki (kawerny)
kulistej w izotropowym o$rodku sprezystym.

2. Sformulowanie problemu

Zbadamy dynamike powierzchni pustki kulistej w izotropowym osrodku
sprezystym. Ruch o$rodka spowodowano przez radialne napedzenie powierzchni
pustki w sposob nagly (skokowy) do poczatkowej predkosci v,

Przy rozwigzywaniu tego zagadnienia postuzymy si¢ uktadem wspolrzednych
sferycznych r, ¢, 0. Ze wzgledu na kulista symetri¢ problemu, kierunki styczne ¢
i 0 sa rownowazne. Radialny poczatkowy ruch powierzchni pustki i izotropowos¢
o$rodka powoduja, ze problem jest przestrzennie jednowymiarowy i niezalezny
od zmiennych ¢ i 6.

Stany naprezenia i odksztalcenia w osrodku otaczajagcym kawerne reprezen-
towane sg przez nastepujace sktadowe gtowne:

0, — naprezenie promieniowe (radialne),

0, = 0y — naprezenia obwodowe (styczne),

¢, — odksztalcenie promieniowe (radialne),

€)= — odksztalcenia obwodowe (styczne).

Pozostate sktadowe tensoréw naprezenia i odksztalcenia w tym uktadzie
wspolrzednych sa rowne zeru.



Swobodne drgania powierzchni pustki kulistej w osrodku liniowo-sprezystym 95

Zgodnie z liniowg teorig sprezystosci [12, 13] mamy nastgpujace relacje:

0
. =£9=£, (2.1)
r

o

o, =2ue, +l(s, +2e, )= Qu+A)e, +2he, = (2;4+/1)3—u+21£, (2.2)
r r

u ,ou
o, =2ue,+ A, +2¢,)=2(u+A)e, + Az, =2(/¢+/1)7+/l§, (2.3)
ou
o 2.4
" (24

gdzie u jest radialnym przemieszczeniem osrodka, v — radialng predkoscig masowa,
natomiast A i g oznaczajg stale Lamego:

_ vE _ E (2.5)
/1_(1+v)(1—2v)’ A0y

Z kolei symbole E i v oznaczaja odpowiednio modut Younga i liczbe Poissona,  jest
wspolrzedna Lagrange’a, natomiast t oznacza czas.

Réwnanie kulistego ruchu osrodka w zakresie matych odksztalcenn ma
posta¢ [12, 13]:

du _do, N 2(0,-0,)
Po o or r ’

2.6)

gdzie p, jest poczatkowa gestoscig osrodka.
Po podstawieniu w réwnaniu (2.6) wyrazen dla o, i 0, — wzory (2.2)i(2.3) —
oraz po dokonaniu przeksztalcen, otrzymuje si¢ réwnanie ruchu o$rodka wyrazone

za pomocg przemieszczenia u i jego pochodnych czastkowych, a mianowicie:

o’u 282u+2a2(18u u)

o ror r’ (2.7)
gdzie

2 l-v 2 2 £

Ty T (2.8)

a jest predkoscia propagacji kulistej fali zaburzenia w osrodku sprezystym. Ze wzoru
(2.8), bezposrednio wynika, ze jesli v > 1/2 (o$rodek niescisliwy), to a > e (zanika
ruch falowy).



96 E. Wtlodarczyk, B. Fikus

Rozwigzanie rozpatrywanego problemu musi spelnia¢ nastepujace warunki

graniczne:
poczatkowe
u (r0,0)= 0, (2.9)
au( 1)
=v,, (2.10)
o |,
dlar=ryit=0

oraz brzegowe

Ju(r,,t N

o, (.1)= Qu+1) wCint) oy 400 o g, r=n, (@11

or A
u(r,t)=0 i o,(r,)=0 dla r=co. (2.12)

3. Rozwiazanie problemu

Calka ogolna réwnania (2.7) ma postac [13]:

u(r’t):(p(r—ro—at)_(p(r—rg—at)’ (.1)
r r

gdzie ¢ oznacza pochodna wzgledem argumentu.
Z wyrazenia (3.1) po zrozniczkowaniu wzgledem czasu mamy:

o(rut)= au(r )) _a<p"(r—"o—at)+a€0'(’”‘20‘“’), (32)

r r

Dalej, z relacji (2.2) i (3.1), po odpowiednim zrézniczkowaniu wyrazenia (3.1)
i przeksztalceniach, otrzymuje si¢:

o, ()= (2y+/1\(p"() 4L 4 20, (3.3)

a po uwzglednieniu, ze

1-v 2

S Tk G4

2u+ i
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jest

1-v ') 2 o), 2 p(x)

0)=E
o (1) G+ 1-2v) r 14w 2 1+v 7

,  (3.5)
gdzie
X=r—r,—at. (3.6)

Zauwazmy, Ze wyrazenie (3.5) spelnia bezposrednio warunek brzegowy (2.12)
dla dowolnej ograniczonej funkcji ¢ i jej pochodnych, a po podstawieniu go do
warunku (2.11) dostajemy:

(p"(xo)—2h<p'(x0)+w(2)<p(x0)=0, (37)
gdzie
pl=2 1 wg=%=M%, X, = —at. (3.8)
1-v 1, % I=v 5

Z kolei po podstawieniu wyrazen (3.1) i (3.2) do warunkéw poczatkowych
(2.9) i (2.10), otrzymuje sie:

00 9O _, _£©, 2O _» (3.9)
i " ) " a

Calka ogolna réwnania (3.7) ma postac [14]:

o (x,)=€" (C coswx, +C, sinwx, ), (3.10)
gdzie
1 —
wz(wg_hZ)Ez—Mi’ (3.11)
I-v

stale C, i C, sa zdeterminowane przez warunki poczatkowe (3.9).
Nastepnie przez podstawienie rozwigzania (3.10) do warunkéw poczatkowych
(3.9) uzyskuje sie algebraiczny ukiad réwnan w postaci:
1 R 1 v,
hC +0C, =—C,, (W -o*)C, +20hC, =—C, -1, —>,
7 7 a

0

z ktérego wyznaczamy state C, i C,, a mianowicie:

(% v v
C = 70370, C, = r L. (3.12)
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Ostatecznie funkcja ¢(x,) i jej pochodne, ktére spetniaja réwnanie (3.7) i wa-
runki poczatkowe (3.9), maja postac:

3 U, 1-2v x, VI-2v x, vxo
=1 — _— , (3.13
o(x)=1 » exp[l_v rojl:cos[ T \/1 o (3.13)

(p'(xo)zrozﬁexp(l_zvﬁJ[cos(ﬁon V1=2vsin ( 2 XOH, (3.14)
a

l-=v 7 l-v 5
J, (3.15)
gdzie zgodnie z (2.8) i (3.8) jest:

X, =—at=— 1_—Vaot, a, = £ (3.16)
(1+v)1-2v) \/ Do

W ten sposob uzyskalismy jawna postac¢ funkcji ¢(x,) i jej pochodnych, ktdre
spelniaja réwnanie ruchu powierzchni kawerny (2.7) i warunki graniczne badane-
go zagadnienia: (2.9)-(2.12). Po podstawieniu funkcji ¢(x,) i ¢(x,) do wyrazenia
(3.1) dla r = ry otrzymuje si¢ wzor na przemieszczenie powierzchni pustki kulistej
w osrodku sprezystym w nastepujacej postaci:

1- 2vat)sin(\/1—2v atj 517)

0" (x,)=—2r,1-2v 2 x( 2”"} [
a

1-v 7,

u(roat) uo(t) roa\/l > XP(

1-2v a,t 1 agt
u,(t)=r, 1-v? exp| — | —— & sin( —OJ (3.18)
=0 B g - 2 L

W przypadku osrodka niescisliwego, tj. dla v = 0,5, mamy:

u, (£)= 0. 75r0 ( \/ﬁ?[) (3.19)

1-v 5 1-v

lub
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4. Analiza swobodnych drgan powierzchni pustki

Oznaczymy przez R biezacy promien pustki. Aktualna warto$¢ promienia R
w chwili t okreslona jest wzorem:

R(t)=r,+u, (t). (4.1)

W celu uproszczenia ilosciowej analizy ruchu powierzchni pustki wprowadzimy
nastepujace wielkosci bezwymiarowe:

R a.t v
E:—’ n:L’ I/() :_0' (4'2)
I o 4

Wowczas, z wyrazen (3.18), (4.1) i (4.2), otrzymuje si¢:

E()=1+V,\1-9? exp[—,/i_—zgn)sin( 1 nj- (43)
-V -7

Ze struktury wzoru (4.3) bezposrednio wynika, ze swobodne drgania powierzch-
ni kawerny sg tlumione, mimo ze otaczajacy ja osrodek jest sprezysty. Natura tego
ttumienia jest dywergentna i wynika z warunkéw brzegowych typu Sommerfelda
(2.12), ktore eliminujg fale propagujace si¢ z nieskoficzonosci w kierunku pustki
[14]. Energia powierzchni pustki rozpraszana jest w sposob dywergentny w otacza-
jacym ja osrodku $cisliwym. Powoduje to pulsacyjne zanikanie drgan powierzchni
kawerny, ktéra przy v # 0,5 z uptywem czasu zmierza do polozenia poczatkowego
(E>1,R>r).

Na tlumienie swobodnych drgan powierzchni kawerny istotny wptyw ma scisli-
wos¢ otaczajacego ja osrodka, ktora mierzona jest modutem $cisliwosci nazywanym
réwniez modulem odksztalcen objetosciowych. Okresla si¢ go wzorem:

Kk=—2Lt . (4.4)
3(1-2v)

Z wzoru wynika, ze modut K dla danego E jednoznacznie okresla si¢ za pomoca
liczby Poissona v. Dlatego w niniejszej pracy $cisliwos¢ osrodka charakteryzujemy
parametrem v. Dla v = 0,5 modul K = e i o$rodek jest niescisliwy.

Przyktadowg zmiane wzglednego przemieszczenia (€ = R/r,) powierzchni kawer-
ny w funkcji 4 = a,t/r,, dla kilku warto$ci parametru v przedstawiono na rysunkach 1
i2. W obliczeniach przyjeto nastepujace dane: modut Younga E = 210 GPa, gesto$¢
p = 7850 kg/m® oraz poczatkowa predko$¢ powierzchni kawerny v, = 500 m/s.
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Rys. 1. Zmiana wzglednego przemieszczenia powierzchni kawerny w funkgji # dla kilku wartosci
parametru v i poczatkowej predkosci powierzchni pustki v, = 500 m/s
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Rys. 2. Zmiana wzglednego przemieszczenia powierzchni kawerny w funkeji # dla kilku wartosci
parametru v i poczatkowej predkosci powierzchni pustki v, = 500 m/s

Z zamieszczonych na rysunkach wykreséw wynika, Ze zmniejszanie wartosci
parametru v w przedziale v < 0,45 (wzrost $cisliwosci osrodkéw) powoduje inten-
sywne zanikanie oscylacji powierzchni kawerny. Dla tych wartosci v powierzchnia
kawerny zmierza do polozenia poczatkowego R(t) = r, juz po uptywie kilku cykli
drgan (rys. 1). Natomiast w przedziale 0,45 < v < 0,5 (o$rodki quasi-$cidliwe) ttu-
mienie drgan powierzchni kawerny jest stabe. W granicznym przypadku dla v=0,5,
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tj. w osrodku niescisliwym, tlumienie drgan calkowicie zanika i powierzchnia ka-
werny pulsuje harmonicznie wokoét polozenia poczatkowego R = r,,. Z analizy tej
wynika, ze parametr v oddzialuje na drgania kawerny w sposéb rezonansowy.

Na zakonczenie zwré¢my uwage na fakt, ze wartos¢ amplitudy drgan po-

wierzchni pustki rosnie wprost proporcjonalnie do poczatkowej predkosci jej na-
pedzenia. Fakt ten ma istotny wptyw na gabaryty krateru drazonego przez pocisk
wnikajacy ze zmienng predkoscia w metalowy tarczg. Problemem tym zajmiemy
sie w oddzielnym opracowaniu.

Artykut wplyngl do redakcji 24.01.2012 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w styczniu 2012 r.
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E. WLODARCZYK, B. FIKUS

Free vibration of a spherical cavity surface into linear-elastic medium

Abstract. A problem of the free vibration of the spherical cavity surface into motionless isotropic
linear-elastic medium has been solved in the closed form. The medium motion was caused by surge
radial driving of the motionless cavity surface to the initial velocity v,. Thus, forced vibration of the
cavity surface is damped in course of time. The cause of this damping is the elastic divergent wave
which dissipates energy into infinite medium. The Poisson’s ratio, ¥, characterizing a compressibility
of elastic medium is gauge of the damping intensity. One can mark out two ranges of v values in which
vibration of the cavity surface is damped with a different degree. Thus, decrease in the parameter v
below the value of about 0.45 causes intense decaying of the cavity surface vibration. In this range of
v values, the displacement of the cavity surface approaches its initial value, i.e. # = 0. On the other
hand, in the range 0.45 < v < 0.5, i.e. in quasi-incompressible media the vibration damping is very
low. In the limiting case, when v = 0.5, i.e. in the incompressible medium damping vanishes and the
cavity surface harmonicly vibrates around its static position, R = r,, (§ = 1). The results of this paper
we are going to conform at analytical simulation of a crater shape into a target during its penetration
by a projectile.

Keywords: spherical cavity free vibration, kinetic initial condition, elastic medium, divergent
damping



