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Streszczenie. Artykulem [5] autorzy rozpoczeli cykl prezentacji wynikéw badan masek konwolu-
cyjnych filtréw Laplace’a wykorzystywanych w cyfrowym przetwarzaniu obrazéw. W [6] oméwiono
spektralne wlasnosci filtrow trzeciego stopnia. W niniejszej pracy przedstawiono spektralne wlasnosci
filtréw Laplace’a stopnia piatego.

Na podstawie macierzy indukowanych przez schematy réznicowe aproksymujace operator Lapla-
ce’a wyprowadzono I1-formy pierwszego przyblizenia rézniczkowego tych schematéw, wyznaczono
funkeje spektralne operatoréw wzmocnienia f,(k, I) (gdzie p numer maski — wyjasnienia w tekscie),
przedstawiono graficzna interpretacje tych funkeji oraz wzajemna relacje funkcji spektralnej operatora
réznicowego f,(k, I) i operatora rozniczkowego f; (k, ), czyli relacje f,(k, D/f; (k, I).

Widmowy operator przej$cia (operator wzmocnienia), czgsto nazywany tez funkcja przejécia (transfer
function) jest funkcja charakteryzujaca wlasnoéci schematéw réznicowych aproksymujacych ope-
ratory rézniczkowe. Poniewaz sg to zaleznosci, ktére wyprowadza si¢ w obu przestrzeniach (ciaglej
i dyskretnej), zatem ich poréwnywanie utatwia ocene zastosowanej metody przyblizonej. Operator
przejscia przedstawia wiec spektralne wlasnoéci masek konwolucyjnych filtrow liniowych w funkgji
liczb falowych ki . Wartosci f,(k, I) i fi (k, ) sa posrednio generowane przez dlugosci zaburzen po-
jawiajacych si¢ podczas analizy pol cyfrowych. Zagadnienie to zostalo szczegélowo opisane w [6].
Przedstawiono tam tez na konkretnym przykladzie metode wyprowadzania funkcji spektralnych
fp(k, D). Zainteresowanego Czytelnika odsylamy rowniez do [2, 4, 9, 10].

Badanie przebiegéw funkcji f,(k, I) bedzie wykorzystane do przedstawienia wlasnosci poszczegélnych
filtréw Laplace’a. Obszarem poréwnania bedzie pole testowe utworzone za pomocg skryptu peaks.m
(pakiet Matlab®). Stusznos¢ tego podejscia potwierdzaja wyniki badan oméwionych w [5] i [6].



10 K. Krawczyk, I. Winnicki, K. Kroszczynski, S. Pietrek, J. Jasitiski

Celem prezentowanej pracy jest przede wszystkim poszerzenie i uporzadkowanie wiedzy na temat
filtréw Laplace’a pigtego stopnia oraz wyjasnienie ich wlasnosci spektralnych, ktére najwiecej mowia
o cechach filtréw w obszarze duzych nieregularnosci, czyli znacznych réznic jasnosci w blisko poto-
zonych punktach zdjecia cyfrowego. Dodatkowo pokazemy wyrazne réznice w przebiegach funkcji
spektralnych zwiazanych z réznymi maskami piatego stopnia. Nie byly one takie istotne w przypadku
masek stopnia trzeciego [6].

W [6] wprowadziliSmy pojecie wskaznik dobroci maski (mierzony liczba bezwzgledna) jako wartos¢
D, = f,(k, D/f,(k, ) w punkcie naroznym dziedziny, np. w punkcie (7, 7). Bedziemy si¢ do niego
odwotywa¢ rowniez w tej pracy.

Stowa kluczowe: maski liniowych filtréw Laplace’a piatego stopnia, spektralny operator przejécia,
metody réznicowe, forma przyblizenia rézniczkowego

2. Wprowadzenie. Co to s3 widmowe operatory przejscia?

Niech
’u  du
Lu=-"4+2%, 1
ox> 0y’ )
gdzie: L =V? — operator Laplacea;
u — funkcja zmiennych rzeczywistych (x, y), np. jasnos¢.

Podobnie jak w [6] zalozymy, ze pojedyncza sklfadowa rozwigzania réwnania
(1) ma postac:

A

i (kx,,, +15
u(xm’yn)zumn :uel( m+yn), (2)

gdzie: "— amplituda funkcji u(x, y);
k, I — liczby falowe;
k=2n/), 1=2n/A;
A1, — dlugodci fal opisujacych dowolne zaburzenie znajdujace si¢
w badanym obszarze zdjgcia cyfrowego. Indeksy m i n lokalizuja punkt
na dyskretnej siatce obliczeniowej. Wigcej informacji na ten temat
mozna znalez¢ m.in. w [3, 9-13].

Dlugosci zaburzen oraz liczby falowe zalezne od nich sg pojeciami abstrak-
cyjnymi. W przypadku zdjecia cyfrowego, na ktérym moga w bezposrednim sa-
siedztwie znajdowac si¢ punkty o maksymalnej i minimalnej jasno$ci, okreslenie
tych diugosci jest ztozone.

Nalezy tez pamigta¢ o ograniczeniu wprowadzanym przez metody réznicowe
— na siatce dyskretnej mozemy analizowa¢ zaburzenia, ktérych dlugo$¢ nie jest
mniejsza od podwdjnej dtugosci kroku siatki, czyli 2h.



Spektralne wlasnosci filtrow Laplacea pigtego stopnia... 11

Uwzgledniajac sktadowg harmoniczng (2) w réwnaniu (1), otrzymujemy:
Vi, = =Rk + ) ue @ = R+ Py, (3)

Wyrazenie —h*(k* + I*) nazywamy widmowg funkcja przenoszenia f; (k, I)
operatora Laplace’a:
1, e,y ==h* (k> +17). (4)

Funkcja f; (k, I) jest zobrazowana na rysunku 1.

Rys. 1. Widmowa funkcja przenoszenia rozniczkowego operatora Laplace’a

Postulowang posta¢ rozwigzania (2) wykorzystamy do wyznaczenia funkcji
opisujacych widmowe operatory przenoszenia masek filtrow Laplace’a. Podobnie
jak w [6] analize przeprowadzimy na siatce prostokatnej M x N podzielonej na
kwadraty o jednostkowym boku h. Zatozenie, ze h ma jednostkowa dlugos¢, jest
niezwykle wazne ze wzgledu na wystepowanie kwadratu tej wielko$ci w mia-
nownikach wspdtczynnikow stojacych przed macierzami definiujgcymi maski
krawedziowych filtréw Laplace’a. Oprocz tego, operator (1) jest suma operatoréw
wzgledem réznych zmiennych przestrzennych. Pominiecie zalozenia, ze h, = h, = h,
znacznie utrudnia prowadzenie badan.

Ponadto przyjmiemy, ze punkt o indeksach (m, n) ma wspoétrzedne (x,,, y,) =
= (hm, hn). Nie nalezy tez utozsamia¢ liczb falowych (k, [) ze wspotrzednymi (m, n)
siatki roznicowe;.

Kompleksowa analize przeprowadzimy na przykladzie pola wygenerowanego
przez skrypt peaks.m z pakietu Matlab®. Jest ono przedstawione na rysunkach 21 3.
Pole to stanowito podstawe badan prowadzonych w [5] i [6].

Na rysunku 2 zobrazowane jest przykltadowe pole analizy. Wystepuja na nim
obszary o wartosciach dodatnich i ujemnych oraz miejsca, w ktérych zmiana
przebiegu funkgcji charakteryzuje sie duza dynamika.
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Rys. 2. Pole wejéciowe utworzone przez zbidr Rys. 3. Pole wejéciowe z rysunku 2 w rzucie
peaks.m poprzecznym

Na rysunku 3 przedstawiono rzut poprzeczny omawianego pola. Gléwnym
celem tej prezentacji jest pokazanie zmian wielko$ci amplitud poszczegdlnych
zaburzen. Nieregularnosci, ktére wygenerowat skrypt peaks.m, daja podstawe do
kontynuowania badan oraz wyciggania wnioskéw natury ogélniejszej. Stusznos¢
prowadzenia tego typu testow zostala potwierdzona wynikami badan opisanych
w [5] 1 [6].

2. Wyprowadzenie przykladowej funkcji operatora
przejscia maski filtru pigtego stopnia

Postepujac zgodnie z procedurg badania stabilnosci liniowych schematow roz-
nicowych za pomocg metody Fouriera i biorgc za podstawe przyktad opisany w [6],
wyprowadzimy funkcje spektralng maski Laplace’a pigtego stopnia, ktérg w [5] na-
zwalismy maska Kupidury-Kozy-Marciniaka (maskg KKM) — patrz [8]. Jest to pelna
dwudziestopigcioelementowa macierz piatego stopnia pochodzaca od rozbudowanego
schematu réznicowego aproksymujacego operator Laplace’a V2u:

2 —
Y% Umn = (um—2n+2 + um—1n+2 + Z/ImrH-Z + um+1n+2

+u +u +u +

m=1n+1

+u

m=2n+1

+u

m+2n+2

+u +

(5)

+u +u

mn+1 m+1n+1

+u tu, ,,,tu

m+2n-1

—+

m+2n+1 m—1n-1 mn—1 m+1n-1

+um72n72 + umflnfz + umn72 + um+ln72 + um+2n72 + um72n + umfln + um+1n

+u,,,, —24u, )/ (25h°)+0(h*),
gdzie Vu,, — roznicowa aproksymacja operatora Laplacea.
Ma ona posta¢ (w opisie programu BlueNote autorzy nie uwzgledniaja wspol-

czynnika '/,s):
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11 1 11
111111

Lap 6=—]|1 1 =24 1 1 6

P_6=—2 (6)
11 1 11
11 11

Pomimo tego ze schemat réznicowy (5) rozpiety jest na tak duzej liczbie
weztdw, to jego rzad aproksymacji jest rowny tylko 2. W masce Lap_6 pominieto
w mianowniku wspotczynnika wyraz h?,

W procedurze wyprowadzania funkcji widmowego operatora przejscia wy-
korzystamy relacje zamieszczone w tabeli 1. Bedg one stosowane we wszystkich
nastepnych analizach.

TABELA 1
Widmowa interpretacja wartoséci funkeji u,,,,, w poszczegolnych wezlach siatki obliczeniowej
A A 2k _2ihl
Uy, rpin = uei(k(x,,;2h)+l(y"+zh)) _ uei(kxm+1y,,)e—2ihke2ih/ =u,, 1k g=th
A A —ihk _2ihl
Upiniz = 11 &K Cn =W+ 20) ) itk +lv,) =ik G20 =u, e e
u = N ik (220 ik, +y,) 2l - 2ihl
mn+2 ue'( mH(y, +2h) — uel( m+}n)e i =u,,e
A A ihk _2ihl
Uppinsz = 1 & K G T3 2) ) ik, +ly,) ik 2ihd =u, e™e”
A A 2ihk 2ihl
Uypyrper = 11 &/ R+ ML 0 210) ik 4l 200k 2 —u, e
A A o “2ihk ikl
um—2n+] = uei(k(x"' =2h)+1(y, +h)) =u et(kx,,, +y, )e—ZIhkexhl = umn g e'
» » —ihk _ihl
Up 1pi1 = 11 &K =G 51 ik, iy, itk il =u,e""e
_ A A ) _ ihl
Uppy = o & s ) _ 1 ik, +1s,) it —u,e
A A ihk _ihl
Upiinsr = 1 @/ K LG ) ) ik, ) il il =u, e"e
N A 2ihk ihl
Uyionil = uei(k(xm+2h)+l(y,,+h)) — uei(kxmﬂyn)ezihkeihl =u,, i !
A A ik
Upon = 1 &K Cn=24) ) i, +y,) o 2ilk =u, e
u, = kG =), ik, +y,) itk = ~ihk
m-tn = 11 K= _ 1 ik, 4y, i =u,e
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cd. tabeli 1
u,, = ) =u,,
Upin = o/ Kty _ ue’(’“ ) itk =u,,e"
_ A A ) _ 2ihk
Upson = & KO +2+l) ) ik, +ly,) ) 2ikk u,,e
_ ) _ —2ihk _~ihl
Uy oy = 21 &K lim =210, =) _ 1 iy 1) =2k it =u, e e
— . AT . . _ —ihk _—ihl
Uy in1 = KGRl =) ik, 1y, ) ik il =u, e e
Upyy = s 1,1 _ ik 1) it =u,e™
— AN . . . _ ihk _—ihl
Uppiipoy = o KO I+ =I) ) ik, +1y,) itk il =u,e"e
_ N 2ikk ~ihl
Upion1 = 1 & K G T 210510 =) _ uel(br +lyy) Rk il u, e
— . _ —2ihk _-2ihl
Uy gy = £/ ko =2+, =21) _ uez(kx +ly,) =2k =2l u, e ™e
(AN A . . _ —ihk _—2ihl
Uy 10 1 @ KO =00, =2 ik, vy, itk 2l =u,, e
Uy n = 7@ R+ =2) ) ik, +1y,) =20t =u, e
A _ ihk _-2ihl
Uyiin-2 @ KO+ I+, =20) uet(kx ) ik 2l =u,e"e
— [ATN _ 2ihk _—2ihl
Upion s = o (ko 213, =20) _ uet(/ocm+1y,,) 2itk ,-2ill =u,e’"e
Wprowadzajac do (5) tozsamosci zawarte w tabeli 1, otrzymujemy:
2 —2ihk _2ihl —ihk _2ihl ihke _2ihl 2ihk _2ihl —2ihk ihk
Vum,,=(e’e’+e’ Hy oMM 4 g2k il | o2k Gl 4 o=ihk Gl 4
ihk 2ihk ik ihl g =ik il itk =2ihl
i e o e L S 7
ihk _—2ihl 2ihk _—2ihl —2ihk 2ihl 2ihk —2ihl ihk —ihk
+ee M et e e e e e e +
ihl
+e" +e™ -24)u,,
Stad:
. LS hk( . Y/ . . . o hk hl
16(sm2 hk +sin® = sin” il +sin’ S 20| sin® ik +sin® hl +sin’ 5 — +sin’ ey
Jo(k, D)= (8)

25
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Do wyprowadzenia funkcji (8) wykorzystano tozsamosci:
i —iw . w
2cosw=¢e" +e ", cosw =1-2sin” —. 9)

Cechg charakterystyczng funkgji f,(k, I) jest wystepowanie w jej opisie iloczynow
typu sin®(hk/2)sin*(hl/2) oraz sin®(hk)sin’(hl) (pochodza od wyrazéw wyrdznionych
w (7) czerwong czcionkg). W odréznieniu od masek trzeciego stopnia w tym przy-
padku pojawiaja si¢ réwniez iloczyny mieszane: sin®(hk)sin’(hl/2) oraz sin®(hk/2)
sin*(hl). Wymienione tu wyrazenia wystepuja w opisie funkcji spektralnych czesci
masek filtréw Laplacea pigtego stopnia.

3. Filtry Laplace’a piatego stopnia

W poprzednim punkcie oméwilismy metode konstrukcji widmowych opera-
torow przejscia, w tym przedstawimy wlasnosci spektralne macierzy definiujacych
wybrane maski krawedziowych filtréw Laplace’a pigtego stopnia. W szczegolowej
analizie przedstawimy réwniez II-formy pierwszego przyblizenia rézniczkowego,
funkcje spektralne operatoréw wzmocnienia wraz z ich graficzng interpretacja
oraz wzajemna relacjg funkcji spektralnej operatora réznicowego i operatora roz-
niczkowego (4).

Analize rozpoczniemy od maski Lap_4 indukowanej przez schemat réznicowy
czwartego rzedu (patrz np. [3, 5, 12]). Ma ona posta¢ przedstawiong w tabeli 2. Jest
to maska typu ,.krzyz”, podobna w swojej konstrukeji do klasycznej maski Lap_1

0 1 0
Lap 1={1 -4 1
0 1 O

filtru Laplace’a trzeciego stopnia, ktérej podstawowe wlasnosci zostaty opisane
w [6].

O ile jednak podstawg maski Lap_1 jest standardowa aproksymacja operatora
Laplace’a rozpieta na pieciu wezlach, to schemat réznicowy prowadzacy do maski
Lap_4 ma nietypowe podstawy matematyczne. Jest to zlozenie schematéw rézni-
cowych skonstruowanych dla pojedynczych (a wigc jednowymiarowych) wyrazow
operatora Laplace’a (0°u/0x”, 9°u/dy*). Konstrukcja przebiega w jednowymiarowej
przestrzeni Lagrange’a elementu skonczonego z aproksymacja rozwigzania wielo-
mianem drugiego stopnia. Oznacza to, ze budujemy sume pojedynczych operatoréw
dyskretnych bedacych wynikiem ponizszego catkowania:
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azui. Xisa 82

dla kazdego wiersza j,

2 fy”‘ [ ,,w(”(y)}wm(y)dy (1)

dla kazdej kolumny i, gdzie ¢'”(x), 1/)(2)( »y) — funkcje drugiego stopnia zalezne
tylko od jednej zmiennej przestrzennej. Kazda z powyzszych calek tworzy wektor
wspolczynnikow stojacych przed niewiadomymi u; , ,; oraz u;; . ,, dlar=-2,-1,0,

itrj ijEr
1, 2. Maja one postac:
[-1,16,-30,16,—1] — (-u,_,,,16u, ,;,—30u, 160, ,,—u, )
(12)
[-1,16,-30,16,-11" — (=u,_,,16u;_,~30u,,16u,.,,~u,,,).
Przypominamy, ze maska MES-owska trzeciego stopnia Lap_7 (MES;)
. 1 1 1
Lap_7=§ 1 -8 1 (13)
1 1 1

byta konstruowana na podstawie ponizszego algorytmu:

V=] o {K 5 H[Zw Y, (y))}wi(x)w,<y)dxdy, (14)

gdzie: ¢i(x), j(y) — funkcje liniowe. Widzimy, ze tak zdefiniowana aproksy-
macja (14) prowadzi do pelnej macierzy trzeciego stopnia, niezaleznie od stopnia
wielomianéw @i(x), Yj(y).

Konsekwencjg zastosowania procedury (10)-(11), w ktorej ¢i(x), yj(») sa
funkcjami liniowymi, jest maska ,krzyz” klasycznego filtru Laplacea trzeciego
stopnia, czyli poznana juz maska Lap_1.
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TABELA 2
Maska Lap_4 (maska MES-owska pigtego stopnia, MES;), II-forma oraz operator wzmocnienia

0 0 -1 0 O

oo 16 0 0 :
Lap 4=—|-1 16 —-60 16 -1 1
12
0 0 16 0 O 0
00 -1 0 0 i
2
-3
I1-forma %0
_ 4 6 6
Vi =Viu+ h—[a—‘: + a—lﬁ‘] +0(h°)
90 ax” oy Rys. 4. Pole wejsciowe poddane oddziatywaniu

filtru Lap_4

Rys. 5. Przekrdj poprzeczny pola z rysunku 4. | Rys. 6. Przebieg funkcji operatora wzmocnienia
Amplituda (-2,13+2,08) fu(k, D)

—64sin’ @ — 64sin’ % +4sin® kh + 4sin’ [h

Sk, D) = D

Maske 000 -1 0 0]

0 0 16 0 0
Lap_4:% -1 16 -60 16 -1
0 0 16 0 0
00 -1 0 0

mozemy zatem nazywaé MES-owska maska ,krzyz” pigtego stopnia lub krot-
ko — maska MES,. Zastosowanie procedury (14), w ktorej ¢\ (x), 1/1(142) (») sa
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wielomianami drugiego stopnia, umozliwia konstrukcje petnej MES-owskiej maski
krawedziowego filtru Laplacea pigtego stopnia — nie przytaczamy jej tutaj.

Sposrod masek prezentowanych w tej pracy, powyzsza — Lap_4 — jako jedyna
charakteryzuje sie¢ czwartym rzedem dokladnosci. Pierwsze wyrazy jej II-formy
przedstawiamy ponizej:

- 4 6 6
Vu=Vu +%(37”6’+gy—fj+0(h6). (15)

Natomiast pierwsze wyrazy rozwiniecia funkcji spektralnej f,(k, I) w szereg Taylora
majg postac:

6 8
f4(k,l)=fL(k,l)+h—(k6 +l6)—h—(k8 +18)+
90 1008
0 (16)
+ O+ 1Y+ 0(k°,1%).
21600( )+0( )

W II-formie pierwszego przyblizenia rézniczkowego (15) maski Lap_4 nie
pojawiajg si¢ pochodne mieszane, a w wyrazeniu opisujacym funkcje spektralna
(16) — iloczyny liczb falowych. Oznacza to, ze w maskach typu ,,krzyz” nie wyste-
puja iloczyny harmonik zaleznych tylko od jednej liczby falowej, jak ma to miejsce
w przypadku tzw. masek pelnych (bez elementéw zerowych).

Nalezy pamigta¢, ze filtry, jak kazda réznicowa aproksymacja operatoréw
ciaglych, dzialaja wylacznie we wnetrzu analizowanego obszaru. Ich brzegi nie sa
poddawane transformacji

Omawiana tu maska piatego stopnia wprowadza podwojne brzegi. W zwigzku
z tym, cztery kolumny i cztery wiersze pikseli nie s3 modyfikowane. Punktom na
brzegach zewnetrznych brakuje 10 wezléw sasiednich (weztom naroznym — 16),
natomiast punktom na brzegach wewnetrznych (drugi wiersz, druga kolumna
itd.) — juz tylko pieciu. Mozna probowac w sposob sztuczny tak powiekszac obszar
analizy, zeby wplyw brzegu na zmiany w jego wnetrzu byl pomijalnie maty. Jednak
nie zawsze jest to wykonalne, poniewaz kazdy przetwarzany obraz cyfrowy ma
konkretny wymiar. Poza tym, zastosowanie operacji splotu i tak spowoduje, ze po
filtracji w kazdym punkcie obrazu bedzie zauwazalny wptyw obrysu (naturalnego
lub sztucznego — wprowadzonego) zdjecia wejsciowego. W zwigzku z tym wynik
konwolucji przedstawia obraz cyfrowy o mniejszych wymiarach. Oznacza to, ze
konwolucja nie dotyczy pikseli znajdujacych si¢ bezposrednio na brzegu (filtry
trzeciego stopnia) lub brzegach (filtry piagtego stopnia) obrazu cyfrowego.

Poréwnujac pole wejsciowe (rys. 4) i jego przekréj poprzeczny (rys. 5) z ana-
logicznymi polami bedacymi efektem oddziatywania filtrow Laplace’a trzeciego
stopnia, nie stwierdzamy wystepowania szczegolnych réznic. Natomiast przebieg
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funkgcji spektralnej operatora wzmocnienia f,(k, I) jest wyraznie inny. Inne sg tez
relacje funkgji spektralnej f,(k, I) maski Lap_4 i funkgji f;(k, I) (rys. 7 i 8).

Rys. 7. Graficzna ilustracja relacji f,(k, I)/f; (k, ) Rys. 8. Przebieg f,(k, 1)/f,(k, I)

Na rysunku 9 prezentujemy dwie siatki réznicowe: powyzej osi x siatke trzy-
punktowy, na ktdrej zbudowane sg maski krawedziowych filtrow Laplacea trzeciego
stopnia, a pod osig (oznaczenia czerwone) siatke pieciopunktowa, wykorzystywang
do konstrukgji filtréw pigtego stopnia. W tym przypadku w kazdym wezle siatki
pieciopunktowej istnieje zmierzona warto$¢ jasnosci piksela zdjecia cyfrowego
— nie ma tu wezléw posrednich, w ktérych nie wykonuje si¢ pomiaréw (rys. 10).
Konsekwencja takiego podejscia jest rozszerzenie obszaru analizy do dziedziny
naturalnej <—2m,2m > X < -27,25 >.

Jak widzimy, na siatkach z rysunku 9 nie zostaly wprowadzone tak zwane
wezly poléwkowe (posrednie) (rys. 10), w ktérych wartosci sa obliczane jako
$rednia arytmetyczna warto$ci z weztdéw sasiednich. Takie podejscie nie zmienia-
foby wowczas obszaru analizy < -, > X < —m, 77 >. Usrednianie wprowadziloby
jednak dodatkowe filtrowanie (wygltadzanie) i obnizyloby doktadnos$¢ procedury
konwolucji. A wigc, transformacja zdje¢ cyfrowych na siatce z rysunku 9 rozszerza
obszar analizy.

Na rysunku 6 przedstawiono przebieg funkgji spektralnej operatora przej-
$cia f,(k, I) w dziedzinie naturalnej <—-2m,27 > X < -2m,27 >. Moze si¢ jednak
pojawi¢ koniecznos$¢ poréwnania wlasnosci spektralnych masek pigtego stopnia
(np. Lap_4) z wlasno$ciami spektralnymi masek trzeciego stopnia (np. Lap_1).
Wowczas obszar prowadzonej analizy powinien by¢ ograniczony tylko do dziedzi-
ny <-m,m >X<-—7m,7 >. Przebiegi funkeji spektralnych w tym przedziale liczb
falowych sg zamieszczone na rysunku 11.

Rysunek 11 nie wymaga, naszym zdaniem, dodatkowego komentarza. Dobro¢
maski Lap_4 na granicach obszaru < -,z > X < —m,71 > wynosi D, = 0,54 i jest



20 K. Krawczyk, 1. Winnicki, K. Kroszczyriski, S. Pietrek, ]. Jasiriski

Xi-1 X h Xitl X
} }

| | [ —
T T T

Xi2 Xi-1 Xi  h Xi+1 Xi+2

Rys. 9. Siatki obliczeniowe

-— >
Xl:l-l | -7?1 Ih )IC1+1 x‘
T T T T T >

Xi-1 Xi-122 Xi W2 Xina Xi+1

Rys. 10. Siatki obliczeniowe

. : 0

k k

Rys. 11. Przebiegi funkcji spektralnej f,(k, ]) (na lewo) i funkgji spektralne;j f,(k, I) (na prawo) w ob-
szarze < —U,7 >X < —,7T >

wyzsza od kazdej analizowanej w [6] maski liniowego filtru Laplacea trzeciego
stopnia (patrz réwniez tabele 7 i 8). W przebiegu funkcji f,(k, ) obserwujemy sze-
roki obszar poprawnego odtwarzania zjawisk nieregularnych, czyli miejsc znacz-
nych (czy nawet skokowych) réznic, np. jasnosci. Warto zaznaczy¢, ze w punkcie
k = 1= m/2 warto$¢ f,(k, )/f,(k, I) = 0,95 (patrz rys. 11), natomiast f(k, )/f,(k, I) =
~ 0,81. Funkgja f,(k, I) ma postac:

f,(k,1)=—4sin’ % —4sin’ %

Podstawowe informacje o kolejnej masce filtru Laplace’a pigtego stopnia sg

zawarte w tabeli 3. W [6] nazwalisSmy ja maska Lap_5.
Biorac pod uwagg postac jej IT-formy pierwszego przyblizenia rézniczkowego:
—— " [84u 84uJ W 9'u

Viu=Viu+— ———
48 8 9°x0°y

ax4 +ay_4 +0(h4)

(17)

zauwazamy, ze podobnie jak w przypadku maski Lap_3
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e
Lap 3=—|4 -12 4
-1 4 -1

liniowego filtru Laplace’a trzeciego stopnia wystepuja w niej wyrazy odpowiedzialne
za kreacje rozwigzania. Pierwszy z nich ma postacé
h2 4
- —za—u2- (18)
8 0°x0°y

TABELA 3
Maska Lap_5, IT-forma pierwszego przyblizenia rézniczkowego oraz operator wzmocnienia

3
00 -1 0 0 2
o224 20 1
Lap_S=—-/~1 24 -84 24 -1 ‘1’ ‘
0 2 24 =2 0 »
0 0 -1 0 0 3
30

I1-forma

Viu=Viu+ +0(h* Rys. 12. Pole wejsciowe poddane oddziatywaniu

filtru Lap_5

48\ ox* &t 8 0'x0y

-3 I 1 - I T
30 25 20 15 10 5 0

Rys. 13. Przekroj poprzeczny pola z rysunku 12. | Rys. 14. Przebieg funkeji operatora wzmocnienia
Amplituda (-2,12+2,08) fs(k, D)

—80sin’ Kh —80sin? % —32sin? %sin2 % +4sin® kh + 4sin* Ih

Ss(k,D)=

16
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Warto$¢ wyrazenia (18) jest jednak czterokrotnie mniejsza od jego odpowied-
nika (z dalszej analizy wynika, ze jest to zaletg maski Lap_5)

K _du
2 0*x0°y

wystepujacego w masce Lap_3. Wplyw tego wyrazu na relacje f;(k, [)/f,(k, I) (patrz
rysunki 15 i 16), a tym samym na wtasnosci maski Lap_5 nie przekracza 3%. Kolejne
badania prowadza do ujawnienia innych wlasnosci omawianej maski. Rozwiniemy
operator spektralny f;(k, [) w szereg Taylora wzgledem liczb falowych ki I. Funkcja
ta ma postac:

fos, (k1) = —h (K +12)+h—4(k4 +14)—Ek212 +%(k6 +1%)+
» 48 8 1440

(19)

h° 59h° A
-—— K+ —— (" + ) - —— K +
96( )_80640( ) 1152

Poréwnamy ja z rozwinigciem operatora f;(k, I) wzgledem k i [ (patrz [6]):

4 4
jgsp(k,l)=—h2(k2+12)+f—2(k4+14) }’2 I (k“z2 Y+
6 8 8
T AT +18)—h—k4l4 Foen
360 20160 288 (20)

» P %
heset s
2~ Ty k
;;1( S

e

7‘6_/]—"2—3*—#— 3 2“‘1_k 7123

Rys. 15. Graficzna ilustracja relacji f5(k, 1)/f; (k, I) Rys. 16. Przebieg fi(k, D)/f; (k, I)
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Podstawowy wniosek, jaki si¢ tu nasuwa, jest nastepujacy: za kreacje rozwia-
zania w masce Lap_5

h* 114° 59h° n

kD =——kP + —— (K + 1) - —— k" + ) ——k T+
Sosara D)= =g 1240 )~ 50640 UNTE (1)
odpowiadaja nie tylko wyrazy opisywane pochodnymi mieszanymi

_h2 0*u _ h° d'u s
8 ox’dy® 1152 ox*oy* ’ (22)

lecz takze wyrazy opisywane czystymi pochodnymi wyzszych rzedow:
6 6 8 8
Lh“ a_z+a_b6’ _ihﬁ a_z+a_1: +oee (23)
1440 |\ ox" oy 80640 | ox" dy

Zjawiska tego nie obserwujemy w przypadku funkcji spektralnej f;(k, [) maski
Lap_3, w ktorej za kreacje odpowiadaja wylacznie pochodne mieszane (rys. 17):

h 9'u h( u o°u h d'u
TS vl T s N T |” 4N 4" (24)
2 0°xd°y 24\ dx"dy” oJxdy 288 dx"dy
ol wi2)
AN
Nwmﬁm
e Sy “
0,67
0,41
0,27
3 2 1 0 1 2 k3

Rys. 17. Przebiegi funkcji Lap_3 (linia bragzowa) i Lap_5 (linia niebieska)

Na rysunku 17 przedstawiono przebiegi obu omawianych tu funkeji spektral-
nych: f;(k, I) (krzywa brazowa) oraz f;(k, I) (krzywa niebieska) dla wybranej wartosci
liczby falowej | = 71/2. Wpltyw wyrazéw (23) wyraznie poprawia wlasnosci maski
Lap_5. Pomimo wystepowania niewielkich oscylacji zgodnos¢ f;(k, I) z teoretyczna
warto$cig rowna 1 (linia czerwona) jest bardzo wysoka w catym przedziale drugiej
liczby falowej k € <-m, m>. Natomiast funkcja f;(k, [) przekracza te wartos¢ o okoto
20%. Ta cecha eliminuje schemat réznicowy, od ktérego pochodzi maska Lap_3,
z powszechnego wykorzystania w obliczeniach numerycznych.
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Ciekawy, z punktu widzenia matematyki stosowanej, maska krawedziowego
liniowego filtru Laplace®a pigtego stopnia jest maska Lap_6 przedstawiona, niestety
w sposob ukryty (tylko w opisie dziatania programu BlueNote — bez wspotczynnika
'/,5» a nie w monografii [8]), przez Kupidure, Koze i Marciniaka. Pelng posta¢ maski
gwarantujacg zgodnos¢ filtru z réznicowyg aproksymacja (5) operatora Laplace’a
cytujemy ponizej:

11 1 11
11 1 11

Lap_é:zisl 1 =24 1 1|=Vu+0(h*). (25)
11 1 11
1111

Maska (25) zostala skonstruowana na podstawie schematu réznicowego (5)
aproksymujacego operator Laplace’a oraz jego II-formy pierwszego przyblizenia
rézniczkowego (patrz (27)). Na jej przyktadzie omowilismy procedure konstruowania
funkcji spektralnej masek liniowych filtréw Laplace’a piatego stopnia.

Charakteryzuje si¢ ona silnymi wlasno$ciami dyssypacyjnymi. Jest to wyraz-
nie widoczne, zwlaszcza na rysunku 18. Amplituda zaburzen filtrowanego pola
poczatkowego jest o ponad 15% mniejsza niz w przypadku wczesniej omawianych
filtrow (np. w [6]).

W I1-formie pierwszego przyblizenia rozniczkowego maski Lap_6 nie wystepuja
wyrazy odpowiedzialne za kreacje.

TABELA 4
Maska Lap_6 (Kupidury, Kozy i Marciniaka — KKM), II-forma oraz operator wzmocnienia
11 1 11
. 11 1 11
Lap_6=—|1 1 24 1 1 3
25 2
11 1 11 .
11 1 11 0
-
I1-forma -2
Ey ~
ﬂ:vzuwtllhz @+ﬂ + 20 0
60 |ox* ot
5 00
+h’ 62752 +0(n*) Rys. 18. Pole wejéciowe poddane oddziatywaniu
X0y filtru Lap_6
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cd. tabeli 4

Rys. 19. Przekroj poprzeczny pola z rysunku 18. | Rys. 20. Przebieg funkeji operatora wzmocnienia
Amplituda (-1,79+1,77) ok, 1)

16(sin2 hk +sin? %)(sinz hi +sin? %) - 2O(sin2 hk +sin® Al +sin® % +sin® %j

Jo(ksl) =

25

Poza tym nalezy zaznaczy¢, ze w poréwnaniu z pozostaltymi filtrami krawe-
dziowymi Laplace’a maska Lap_6 dziala bardziej punktowo. Pomimo Ze nie jest
ona operatorem bezkontekstowym (punktowym), to zalezno$¢ punktu centralnego
od wartos$ci 24 wezlow sasiednich jest bardzo mata (odnoszac si¢ do pojedynczego
sasiada). Potowa sumy bezwzglednych warto$ci wag tej maski przypada na wage
punktu centralnego. Podobna wtasnoscia charakteryzuja sie filtry Lap_1, Lap_2,
Lap_71iLap_8 — patrz [6].

W zwigzku z tym mozemy stwierdzi¢, ze im wigksza warto$¢ wagi punktu
centralnego (w odniesieniu do wag punktéw sasiednich), tym bardziej jego charak-
terystyka wptywa na wynik procesu filtrowania (tylko) w obszarach regularnych.
Tym samym bardziej zbliza si¢ do bezkontekstowej (punktowej) transformacji
warto$ci pikseli. Oznacza to rowniez, ze okreslenie wlasnosci tego typu filtrow
w odniesieniu do poprawnego odtwarzania niecigglosci (krawedzie i kontury)
w zapisie cyfrowym wymaga dodatkowej analizy. Zagadnienie to bedzie stanowi¢
podstawe dalszych badan.

Dobro¢ maski Lap_6 na granicach dziedziny naturalnej < —m,7w > X < —m,7 >
wynosi tylko D, = 0,05 (rys. 21 i 22). Natomiast dla k = [ = 1,1 wartos$¢ Dy = f.(k,
DIf (k, 1) = 0,4, a dla k = | = /2 warto$¢ Dy = 0,19. Przypominamy, ze w punkcie
k = 1= n1/2 otrzymali$my wartosci D, = f,(k, I)/f,(k, ) = 0,95, i D, = f,(k, )/f,(k, I)
~ 0,81 (rys. 11).

Ponizej przedstawiamy kilka pierwszych wyrazéw rozwiniecia funkcji spektralnej
operatora przej$cia maski Lap_6 konwolucyjnego filtru Laplacea piatego stopnia.
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Rys. 21. Graficzna ilustracja relacji f,(k, )/f; (k, ) Rys. 22. Przebieg f,(k, I)/f; (k, )

f k) =—h (k> + 1 )+ h4(k4+l4)+h K1+

(26)
8
Z 2 gt 419y =208 pe e 4 kl4)+289h K+
1440 1440 3600
oraz jej II-forme pierwszego przyblizenia rézniczkowego:
p— 68 d'u  d'u 0*u 52 u  u
Vu=Viut+—~n|—+— [+’ ——-—h*| —+— |+
T 0 (ax“ By‘J ox*dy® 1440 (BxG ayGJ 27)

408, Ou N 0°u +289 s Ou
1440 {ox*ay®  ox’9y* | 3600 ox*oy’

Z powyzszego rozwinigcia wynika, ze maska KKM prawidtowo odtwarza zjawi-
ska regularne opisywane operatorem Laplace’a (brak kreacji, naprzemienna zmiana
znaku przed kolejnymi pochodnymi parzystego rzedu). Jednak w obszarach duzych
nieregularnosci raczej nie powinna by¢ wykorzystywana — zbyt silne rozmywanie
nieregularnosci i bardzo mata zgodnos¢ z funkcja spektralng rézniczkowego ope-
ratora Laplacea — pordwnaj rysunki 21 i 22 na przyklad z rysunkiem 11.

Tadeusiewicz i Korohoda w [13] przedstawiajg maske (nazywang dalej maska
TK)

Lap 10, =— (28)

_— NN N =
|
N
|
0
|
N
—_— NN N




Spektralne wlasnosci filtrow Laplacea pigtego stopnia... 27

ktorej prawidlowa posta¢ zostata przedstawiona w [5]. Jak widzimy, jest to pelna
maska krawedziowego filtru Laplace’a pigtego stopnia, o bardzo specyficznej bu-
dowie. Warto zaznaczy¢, ze charakteryzuje si¢ ona najmniejszym wskaznikiem
wartosci elementu centralnego maski do sumy bezwzglednych warto$ci wszystkich
jej elementow

a s,/ zi,j‘aij‘ (29)
sposréd dotychczas omawianych masek. Wskaznik ten jest réwny /.

Podstawowe wlasnosci maski (28) zamieszczamy w tabeli 5, w tym jej po-
prawng posta¢ gwarantujacg zgodno$¢ filtru z réznicowa aproksymacja operatora
Laplace’a. Maska ta zostata skonstruowana na podstawie schematu réznicowego
aproksymujacego operator Laplacea oraz jego II-formy pierwszego przyblizenia
rézniczkowego (patrz (34)):

1 2 2 21
2 -1 -4 -1 2

Lap_10=i2 -4 -8 —4 2> Vu+0(h’). (30)
30 2 -1 -4 -1 2
2 2 2 1]

TABELA 5

Maska Lap_10, IT-forma pierwszego przyblizenia rézniczkowego oraz operator wzmocnienia

1 2 2 2 1
| 2 -1 4 -1 2
Lap 10=—|2 -4 -8 —4 2
30 3
2 -1 4 -1 2 »
1 2 2 2 1 1 "‘\\\
0 206\
4
I1-forma P
-3
30
R 4 4
u=viu+ 2l a—bj+a—'f +
60 ox" Oy
00
4
+Q W Ou +0(h*) Rys. 23. Pole wejsciowe poddane oddziatywaniu
60 ox’0y

filtru Lap_10
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cd. tabeli 5

Rys. 24. Przekroj poprzeczny pola z rysunku 23. | Rys. 25. Przebieg funkcji operatora wzmocnienia
Amplituda (-1,73+1,72) Trolk, D)

Jolk.D) = fio(k.) + fio(k.D)

gdzie:
. . S 2 . hk ., T 7}
—32(sin” hk + sin” hl) +16sin~ hk sin” hl + 32| sin 751n hl +sin” hksin S
Jo(k,D) = 30
S(Sinz@-t-sinzﬂj—msinz%sinzg
folkD)=

30

Analizujac dane przedstawione w tabeli 5, dochodzimy do wniosku, Ze maska
Lap_10 charakteryzuje si¢ najsilniejszymi wlasnosciami dyssypacyjnymi. Jest to
wyraznie widoczne, zwlaszcza na rysunku 24. Amplituda zaburzen filtrowanego
pola poczatkowego jest o ponad 17% mniejsza niz w przypadku wczesniej oma-
wianych filtréw.

Wspotezynniki stojace w IT-formie pierwszego przyblizenia rézniczkowego

4
Viu=Viu+ +—n 82u2
240 240 ox“dy

ox* ay_4

- 84 ,(0'u  d'w) 248

—hz( u ”) +0(h") (31)
przy gtéwnych wyrazach przyjmuja w masce Lap_10 najwieksze wartosci: */,,,
i %%/, Kolejne wyrazy tego rozwiniecia réwniez poprzedzone sa wspotczynnika-
mi o wartosciach znaczaco wigkszych niz w pozostalych maskach filtréw piatego
stopnia, np.
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_ﬁh4(a6_u+a‘lj_ 412 h4( o’u " 0’u j (32)
1440 \ox® 9y® ) 1440 | ox'0y* ox’oy*

Zauwazamy to tez w rozwinieciu funkcji spektralnej operatora wzmocnienia
fio(k, I) w szereg Taylora (tab. 8).

Wskaznik dobroci maski Lap_10 w punkcie k = [ = 71/2 przyjmuje wartos¢
Do = fio(k, D/f,(k, ) = 0,08, a w punkcie k = [ = m wartos¢ D,, = 0,0 (rys. 26 i 27).

W grupie masek, ktore dotychczas byly poddane tak szczegdtowej analizie,
s3 to wartosci zdecydowanie najmniejsze. Wynika z tego, ze maska TK moze by¢

stosowana w przetwarzaniu zdje¢ cyfrowych tylko w szczegdlnych przypadkach.
Wrécimy do jej analizy w dalszej czesci artykutu.

. A
6

Rys. 26. Graficzna ilustracja relacji f;o(k, D)/f; (k, ) Rys. 27. Przebieg f,,(k, D/f, (k, I)

W [2] Burger i Burge przedstawiajg maske znang w literaturze pod potoczna
nazwa maska Mexican hat. Ma ona ponizsza postac:

0 0 -1 0 0
0 -1 =2 -1 0
Lap_11,=|-1 =2 16 -2 -1|. (33)
0 -1 -2 -1 0
0 0 -1 0 0
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TABELA 6
Maska Lap_11, II-forma pierwszego przyblizenia rozniczkowego oraz operator wzmocnienia

00 1 00
| 01 2 10
Lap_11=gf1 2 -16 2 1 s
01 2 10 2
00 1 00 !
0=
-1
I1-forma 2
%
_ 2( A4 4
Veu = Vou+ 2 8—l:+6—t: +
24\ ox" oy
0
W o \ 0
+?(3xz—6yz +0(27) Rys. 28. Pole wejsciowe poddane oddzialywaniu

filtru Lap_11

-3 \ \ \ \ \ \
30 25 20 15 10 5 0

Rys. 29. Przekrdj poprzeczny pola z rysunku 28. | Rys. 30. Przebieg funkcji operatora wzmocnienia
Amplituda (-1,93+1,91) fulk, D

—16sin2@—16sin2%+ 16sin2k—2hsinz%—4sin2kh —4sin’Ih

8

fil(k:l) =

Po szczegdlowej analizie, gtéwnie na podstawie schematu réznicowego prowa-
dzacego do (33) oraz IT-formy pierwszego przyblizenia rézniczkowego maski (33):

4 4 4 6 6
V2u=V2u+—50 h’ —aL:+—aL: 20 h’ azuz— Sk h —aZ+—aZ +
ox"  dy 240  ox“dy” 1440 \ox" dy
15 o ou 0°u e
h 2t |t 4n 4
ox"dy”  ox“dy 1152 ox"dy

(34)




Spektralne wlasnosci filtrow Laplacea pigtego stopnia... 31

przedstawiamy jej poprawng konstrukcje:

[0 0 1 0 0]

01 2 10
Lap_llzll 2 -16 2 1|—=Vu+0(h*). (35)

8 01 2 10

00 1 0 0]

Maska ta charakteryzuje si¢ dyssypacja na ,,srednim” poziomie (patrz np. opisy
rysunkow 5, 24 i 29). W II-formie pierwszego przyblizenia rézniczkowego maski
Lap_11 nie wystepuja wyrazy odpowiedzialne za kreacje, a wspdtczynniki przy
kolejnych pochodnych (czystych i mieszanych) nie osiggaja wartosci wigkszych
niz w poprzednich rozwinigciach. Sa nawet zauwazalnie mniejsze (poréwnaj (34)
z wyprowadzonymi tu IT-formami innych masek Laplacea piatego stopnia oraz
IT-formami masek Laplace’a trzeciego stopnia oméwionymi w [5, 6]).

Wskaznik dobroci maski Lap_11 w punkcie k = [ = 71/2 przyjmuje wartos§¢
Dy, = f1,(k, D/f,(k, I) = 0,51, a w punkcie k = | = w warto$¢ D;; = 0,10 (rysunki 31
i32).

Jest to kolejna maska, obok maski KKM (Lap_6) i TK (Lap_10), ktérej najwaz-
niejsza charakterystyka — funkcja spektralna — cechuje si¢ wysoka zgodnoscia
z funkcjg spektralng operatora rézniczkowego tylko w waskim zakresie matych
wartosci liczb falowych (patrz réwniez rysunki ponizej).

.

10" T i
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4. Podsumowanie

Biorac pod uwage oddzialywanie analizowanych filtréw z polem testowym
wygenerowanym za pomoca skryptu peaks.m (rys. 4, 12, 18, 23, 28), dochodzimy do
wniosku, Ze omawiane filtry moga by¢ wykorzystywane w przetwarzaniu obrazow
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cyfrowych po wczesniejszej ocenie regularnosci fotografowanych pdl. Nawet
wlasnos¢ niewielkiej kreacji filtru Lap_5 (rys. 15) moze w pewnych przypadkach
stanowi¢ jego zalete. Wnioski te potwierdzaja wyniki badan opisanych w [5, 6] oraz
przebiegi relacji f,(k, [)/f; (k, [) zamieszczone na rysunku 33.
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Rys. 33. Przebiegi relacji f,(k, D/fi(k, ) dla I = 0,5, [ = /2 1 | = 271/3. Poszczegolne kolory dotyczg
funkdji: fy(k, 1) fs(k, 1) fo(k, D) fio(k, D) f1,(k, D)

Na rysunku 33 zobrazowano przebiegi funkcji widmowych zaleznych tylko od
jednej zmiennej (liczby falowej k) dla wybranych warto$ci drugiej liczby falowej:
I=0,5 (rys. 33a), | = 7/2 (rys. 33b) i [ = 271/3 (rys. 33¢). W obszarach regularnych
(mate wartosci liczby falowej k, a I = 0,5) wybor maski filtru Laplace’a nie stanowi
istotnego problemu. Wszystkie opisane w tym punkcie charakteryzujg si¢ podob-
nymi wlasnosciami. W waskim przedziale liczby falowej k wszystkie relacje f,(k, 1)/
fi(k, 1) > 0,90. Ze wzrostem wartosci tych liczb (obszary mniej regularne ze wzgle-
du na wielko$¢ liczby k, a I = 71/2 i wieksze) wybdr maski wymaga wczesniejszej
analizy. Maski Maxican hat, KKM i TK — pomimo ze s3 maskami pigtego stopnia
— wykazuja wyraznie wigksze wlasnosci dyssypacyjne od masek filtréw stopnia
trzeciego (poréwnaj rysunki 34).

Ponizej (rys. 34) przytaczamy za [6] analogiczne przebiegi funkcji spektralnych
masek liniowych filtréw Laplacea trzeciego stopnia.

W celu dokladniejszej analizy rysunkéw 33 i 34 poréwnamy wspolczynniki
wyrazow drugiego rzedu wystepujacych w II-formach pierwszych przyblizen
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Rys. 34. Przebiegi relacji f,(k, D/fi(k, ]) dla [ = 0,5, | = 7/2 i | = 271/3. Poszczeg6lne kolory dotyczg
funkeji: f,(k, 1) f,(k, 1) f3(k, 1) £(k, ) fo(k, D)

rozniczkowych masek filtréw Laplace’a trzeciego i pigtego stopnia. Wszystkie
przytoczone ponizej (tab. 7) II-formy maja wlasnosci dyssypacyjne. Wspolczynniki
w masce Lap_6 przy wymienionych wyrazach sg ponad trzy razy wieksze od wspot-
czynnikéw w maskach filtréw Laplacea trzeciego stopnia: (68/240)/(1/12) = 3,4.
Natomiast w masce Lap_10 ponad cztery razy: (84/240)/(1/12) = 4,2. Ttumaczy to
silniejsze wlasnosci dyssypacyjne masek KKM i TK — patrz rysunek 33. Wskaznik
ten w przypadku maski Mexican hat jest réwny (50/240)/(1/12) = 2,5, a maski filtru
Laplace®a pigtego stopnia Lap_5 tylko 0,25. Te istotne réznice sa uzasadnieniem
graficznej interpretacji relacji f,(k, )/f; (k, [) — rysunki 33.

Nie mamy watpliwosci, ze maska Lap_3 nie powinna by¢ wykorzystywana
w przetwarzaniu zdje¢ cyfrowych (rys. 34b i ¢), a schemat réznicowy, od ktorego
pochodzi — do dyskretnej aproksymacji operatora Laplace’a.

Na rysunku 35 zilustrowano przebiegi funkcji spektralnych f,(k, I)/f;(k, 1),
fulk, DIfi(k, 1) i f5(k, D/f,(k, 1) dla [ = n/2 w funkcji liczby falowej k (dwie maski
piatego stopnia i jedna trzeciego stopnia). Krzywa niebieska odpowiada relacji f;(k,
DIf,(k, 1), krzywa pomaranczowa — f,(k, )/f;(k, I), a krzywa czerwona — f,(k, )/
fL(ka l)
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TABELA 7

I1-formy wybranych masek filtrow Laplace’a (kolorem czerwonym zaznaczono wyrazy
odpowiedzialne za kreacje)

IT-formy pierwszego przyblizenia rézniczkowego masek filtréw Laplace®a trzeciego stopnia
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IT-formy pierwszego przyblizenia rézniczkowego masek filtrow Laplace’a pigtego stopnia
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Ponizej przedstawiamy zestawienie postaci widmowych operatoréw masek
konwolucyjnych liniowych filtréw Laplace’a trzeciego i pigtego stopnia w rozwi-

nieciu w szeregi Taylora.

TABELA 8

Szeregi Taylora widmowych operatoréw konwolucji (kolorem czerwonym zaznaczono wyrazy

odpowiedzialne za kreacje)
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Artykut wplyngt do redakcji 17.01.2011 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w marcu 2011 .
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Spectral properties of fifth order Laplace filters used for digital data processing

Abstract. Paper [5] begins a series of presentations of the results of research concerning matrices of
convolution Laplace filters used for digital processing of images. Paper [6] discusses spectral properties
of third order filters. This paper presents spectral properties of fifth order Laplace filters.

Using matrices, induced by differential schemes approximating the Laplace operator, the authors
derived the IT-forms of the first differential approximation of the schemes, determined the spectral
functions of the fp(k, I) amplification operators (where p is the matrix number explained in the
paper body), presented graphical interpretation of these functions as well as the relation between
the spectral function of the f,(k, I) differential operator and the f; (k, ]) differential operator, i.e. the
];(k, D/f(k, I) relation.

Spectral transfer operator (amplification operator), often called also transfer function, is a function
characterizing properties of differential schemes approximating differential operators. Since they are
relations derived in both spaces (continuous and discrete), comparing them facilitates assessment of
the applied approximation method. Therefore, the transfer operator presents spectral properties of
matrices of linear convolution filters as functions of k and / wave numbers. The values of ];(k, I) and
fi(k, 1) are indirectly generated by the lengths of the disturbances occurring during analyses of the
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digital fields. This issue is described in detail in [6], where a method of deriving the );(k, 1) spectral
functions is also presented in a concrete example. More details are available in [2, 4, 9, 10].

The course studies of the f,(k, ]) functions will be used for presenting propertles of the specific Laplace
filters. The comparison w1ll be conducted over a test field created in Matlab® by means of the peaks.m
script. Legitimacy of this approach is justified by research results discussed in [5] and [6].

This paper’s aim is mainly enhancing and systematizing the knowledge concerning fifth order Laplace
filters and explaining those of their spectral properties which provide most information about the
filters features in areas of large irregularities, i.e. significant differences in brightness of nearby points
of digital images. Additionally, distinct differences in spectral functions courses related with various
fifth order matrices will be shown. They were not so essential in case of third order matrices [6].
Paper [6] introduces the concept of the matrix goodness indicator (expressed as an absolute number)
having the value of D,, = f,(k, )/f(k, I) in a corner point of the domain, e.g. in (7, 7) point. It will
also be referred to in this paper.

Keywords: matrices of fifth order linear Laplace filters, spectral operator of amplification, differential
methods, differential approximation form



