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Streszczenie. W pracy przedstawiono definicje rozwigzan kompromisowych wieloosobowych gier
kooperacyjnych oraz najwazniejsze ich wlasnosci. Zdefiniowano znormalizowana funkcje korzysci
kooperacyjnych oraz klas¢ gier ortogonalnych. Przedstawiono analityczne formuty wyznaczania
rozwigzan kompromisowych. Okre$lono warunki, w ktérych nucleolus gry zdefiniowany przez
D. Schmeidlera [11] jest rozwigzaniem kompromisowym.

Stowa kluczowe: gra znormalizowana, gra ortogonalna, C-jadro gry, nucleolus, rozwigzanie kom-
promisowe

1. Wprowadzenie

Wisrod wielu koncepcji rozwigzania wieloosobowej gry kooperacyjnej na
szczegllna uwage zastuguja te, ktore majg nastepujace wlasnosci:

— istniejg dla mozliwie szerokiej klasy gier,

— s3jedyne,

— naleza do C-jadra gry, o ile nie jest ono puste.

Do takich koncepcji zalicza si¢ miedzy innymi nucleolus (tzw. rozwigzanie
D. Schmeidlera [11]). Ponizej zostanie przedstawiona definicja rozwiazan kompro-
misowych gier kooperacyjnych, traktowanych jako szczegdlny przypadek zadania
optymalizacji wielokryterialnej. Idea tego rozwigzania polega na wyznaczeniu
w zbiorze gier z jednoelementowym C-jadrem gry najblizszej grze wyjsciowej,
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a nastepnie jej rozwigzanie. Tak uzyskane rozwigzanie zawsze istnieje, jest jedyne
oraz jest elementem C-jadra gry wyjsciowej, o ile zbior ten nie jest pusty.

W zbiorze gier N-osobowych na szczeg6lng uwage zastuguje podzbior gier
z jednoelementowym C-jadrem. Jedynie ten przypadek gier z punktu widzenia
praktycznych wlasciwosci nie budzi zastrzezen. Pozostate przypadki wymagaja
stosowania szczegdlnych ,,dziatan negocjacyjnych” prowadzacych do ustalenia
ostatecznego rozwigzania.

Powodzenie negocjacyjne w ustaleniu koncowego rozwigzania w duzym stop-
niu zalezy od logiki konstrukcji proponowanej definicji rozwigzania. Propono-
wane definicje rozwigzania powinny oczywiscie spelniac postulaty tzw. ,,dobrego
rozwigzania” czyli gwarantowac istnienie rozwigzania, jego jednoznaczno$¢ oraz
niepoprawialno$¢ w sensie C-jadra.

Idea przedstawionej w pracy koncepcji rozwigzania kompromisowego ba-
zuje na klasie gier z jednoelementowym C-jadrem, zaktadajacej, ze kazda gra
z jednoelementowym C-jadrem wyznacza ,,dobre” rozwigzanie wszystkich gier do
niej podobnych w okreslonym sensie. Dotyczy to zaréwno gier z pustym jak i nie-
pustym C-jadrem. W konstrukeji metody wyznaczania zdefiniowanych rozwigzan
wykorzystano wlasnosci rzutu ortogonalnego. Pozwolilo to na uzyskanie prostej
postaci analitycznej zdefiniowanych rozwigzan.

2. Wlasnosci zbioru gier (0, 1)-znormalizowanych

Niech dana bedzie gra I' = (N,v), gdzie N = {1,...n,...,N } — zbiér numerdéw
graczy, a v:2" — R — funkcja charakterystyczna gry.

Rozwazania ponizsze beda dotyczyly gier, ktore sg istotne oraz superaddy-
tywne [6]. Ze wzgledéw gldéwnie obliczeniowych zajmowac si¢ bedziemy grami
(0,1)-znormalizowanymi [10].

Superaddytywna gre I = (N,v) nazywamy gra (0,1)-znormalizowang (w skrécie
gra znormalizowang), jesli

1) v({n})= 0, neN,

2) v(N)=1.
Rozwigzaniem dopuszczalnym (0,1)-znormalizowanej gry jest wektor
x=(%X,...,X,,...,xy) € RV spelniajacy warunki:

a) an:L

neN
b) x,=0, neN.
Liczba x,, oznacza wielko$¢ znormalizowanej wyplaty graczanr n € N, ktéra nalezy
interpretowac jako wartos¢ (cene) kooperacyjna gracza n, decydujaca o jego ,,procen-
towym udziale” w podziale dodatkowego zysku wynikajacego z faktu kooperacji.
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Dwiegry I' = (N,v)iI"'= (N,v")nazywa¢ bedziemy rownowaznymi, jesli istnieje
liczba k > 0 oraz liczby «,, ne N, takie, ze

v'(S)=kv(S)+ Y a, ScN.
nes

Warunki te stanowig uktad 2"~ 1 réwnan z N + 1 niewiadomymi.

Kazda gra istotna jest rownowazna dokladnie jednej grze (0,1)-znormalizowane;j.
Gry réwnowazne sg izomorficzne [10].

Niech x” rozwigzanie gry I'". Rownowaznym rozwigzaniem gry I" bedzie

x'-a
x=——, gdzie a=(a,,....c,,...,ay )ER".

k
Symbolem N (N )= {S cN|S# N,¢,{n},n eN } oznacza¢ bedziemy zbidr
koalicji nietrywialnych. Zbior gier N-osobowych (0,1)-znormalizowanych oznacza¢

bedziemy nastepujaco:

vy (N)={reR*2o<v(s)<Lse N(N) }. @2.1)

Symbolem V,(N) oznacza¢ bedziemy zbidr gier z niepustym C-jadrem,
za$ V4(N) — zbior gier z pustym C-jadrem, V.(N) — oznacza¢ bedzie zbior gier
z jednoelementowym C-jadrem

Vo (N)=V. (N)V, (N). (22)

Definicja 2.1
Funkcja korzysci kooperacyjnych w grze I" = (N, v) nazywaé bedziemy funkcje
y:2¥ > R, takg, ze

)/(S):V(S)—Zv({n}), ScN. (2.3)

nes

Liczbe y(N) nazywa¢ bedziemy wartoscig kooperacyjna gry.

Definicja 2.2
Znormalizowang funkejg korzysci kooperacyjnych nazywaé bedziemy funkcje

0:2Y 5 R, taka ze 6(S)=®, ScN.
v(N)
Funkcja ta odgrywa szczegdlna role w wyznaczaniu znormalizowanych gier
réwnowaznych oraz tak zwanej ,wartosci kooperacyjnej” (ceny) graczy uczestni-
czacych w konflikcie.
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Twierdzenie 2.1
Niech "= (N,v), N-osobowa gra kooperacyjna istotna i superaddytywna.
Funkcja 0(S) wyznacza znormalizowang gre I''=(N,v') réwnowazng grze

I'= (N,v), takg, ze v'=0.

Dowdd:

GraI''= (N,(S) jest gra (0,1)-znormalizowana, gdyz 0 < 6(S)S I, ScN, co
wynika z definicji 2.2.

Gra I''=(N,v') bedzie gra réwnowazna grze I' = (N, v) jesli istnieje k > 0 oraz

liczby a,,ne N takie, ze dla kazdego S € N zachodzi¢ bedzie:

V'(S)=kv(S)+ Y a,. (2.4)

nes

Poniewaz musi réwniez zachodzi¢
1) v'({n})= 0, neN,

2) v(N)=1.

Otrzymamy uklad N + 1 réwnan:
1) kv({n})+ a,=0, neN,

2) kw(N)+Ya, =1

neN

Stad
1- Z a,
f=—2N__ (2.5)
v(N)
a,=—kv ({n}), neN, (2.6)
1
li: k= 0, 2.7
czyli v(N)—Zv({n})> (2.7)
neN
bo gra I' jest gra istotna.
Podstawiajac (2.7) do (2.6), otrzymamy
V() N. (2.8)

“IT @)y T

neN
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Podstawiajac (2.7 1 (2.8) do (2.4) otrzymamy

v(S) ZV({”})

nes

W)= @D) W)-3r @
v6)-Zrr})

S _5(5). SCN.

W)=Y v([n))

neN

v'(S)=

Majac dowolne rozwigzanie x” gry znormalizowanej, bardzo prosto wyznaczymy
réwnowazne rozwigzanie gry wyjsciowej I' = (N,v):

X, = v({n})+ y(N)x,, neN. (2.9)

Formutla ta méwi, ze wyplata gracza nr n € N sklada si¢ z czesci stalej v ({n })
(takg kwote gracz nr n € N zapewnia sobie sam) oraz ,,dodatku kooperacyjnego’,
ktory jest proporcjonalny do ,wartosci (ceny)kooperacyjnej gracza” nr n (liczby
x; ) i wartosci kooperacyjnej gry I', reprezentowanej liczba y(N). Liczba X, okre$la
»procentowy” udziat gracza nr n € N w podziale sumarycznego zysku z kooperacji
okreslonego liczba

y(N)=v(N)—2v({n}) (2.10)
neN
Wartosci funkeji charakterystycznej gry znormalizowanej I'' = (N, v"), réwno-
waznej grze wyjéciowej I' = (N, v) wynikaja z wartosci funkcji charakterystycznej
v wedlug nastepujacej formuty:

v($)-2v({n})
nes =40(S), ScN. (2.11)

R S

neN

Przyklad 2.1
Wyznaczy¢ znormalizowang gre I''= (N, v") réwnowazna grze I' = (N,v)

S 1 2 3 1,2 1,3 2,3 1,2,3

»(S) 3 2 4 6 9 9 13




236 A. Ameljariczyk

Mozna to zrobi¢ bardzo prosto, korzystajac z formuly (2.11) i dopisujac do
powyzszej tabeli dwa kolejne wiersze jak nizej:

S 1 2 3 1,2 1,3 2,3 1,2,3
o) 3 2 4 6 9 9 13
7(S) 0 0 0 1 2 3 4
5(S) 0 0 0 1/4 1/2 3/4 1

bez potrzeby rozwigzywania ukladu réwnan normalizacyjnych.

3. Rozwigzania kompromisowe wieloosobowych
gier kooperacyjnych
Wieloosobowg gre kooperacyjna mozna rozpatrywac jako typowe zadanie
optymalizacji wielokryterialnej [1] o postaci:
(X) F) R))
gdzie: X — zbidr rozwigzan dopuszczalnych;
F — funkcja oceny (F: X — R");
R — model preferencji decyzyjnych (np. w postaci relacji dominowania
[12]).
W przypadku gry kooperacyjnej:

X=1(v)={xeRN

an =V(N), X, Zv({n}), neN} (3.1)

neN

Funkcjg kryterium jest F(x) = x, zas modelem preferencji moze by¢ relacja
dominowania 3 [10]. Zbiér I(v) nazywamy zbiorem imputacji.

Zbiorem rozwigzan niezdominowanych bedzie w tym przypadku zbiér C(v)
(C-jadro gry).

Ponizsza koncepcja rozwigzania gry polega na zalozeniu, ze w zadaniu mamy tyle
kryteriéw czastkowych oceny rozwigzan, ile jest mozliwych koalicji nietrywialnych.

F:I(v)—>R* ™2, (3.2)
F(x)= (FS (x), SeN(N )) — funkcja kryterialna,

Fy (x)= an — max dla kazdego S € N(N).

nes
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Zbiorem ocen rozwiazan dopuszczalnych bedzie obraz Y zbioru imputacji I(v):

Y=F(I(v))= {yeRzNN2|yS =Y x,. SeN(N)}. (3.3)

nes

Twierdzenie 3.1 [1]
Zbior Y jest podzbiorem iloczynu zbioru gier znormalizowanych V;(N) i hi-
perplaszczyzny P danej rownaniem

N-—

2 vy =4y, gdzie AN=2[%].

SEN(N) k=2
Co zapiszemy nastepujaco: Y C V|, (N )m P.
Dla gier trzyosobowych zachodzi:
Y=V, 3)nP=V.(3). (3.4)

Zadanie optymalizacji wielokryterialnej przy tych zatozeniach mozemy przed-
stawi¢ jako

(). F.2). (3.5)
Zbiorem rozwigzan nlezdomlnowanych tego zadania bedzie zbidr

X;=F" (Y ) gdzie {Y;=ye Y| nie istniejez € Y —{y}, ze z > y}. Latwo
pokazac, ze Y, =Y, awiec

Xy =F"'(Yy)=1(). (3.6)

W tej sytuacji rozsadng propozycja rozwiazania jest tak zwane rozwigzanie
kompromisowe.
Klasyczny [3, 12] punkt idealny y ma wspolrzedne:

o= X =)= 3 v(fn}) 67

Rozwigzaniem kompromisowym w tym przypadku jest przeciwobraz elementu

y €Y lezacego najblizej (w sensie odpowiedniej metryki) punktu y [1,3]. Z uwagina
specyficzne wlasnosci relacji dominowania > [10], bardziej interesujace wyniki mozna
uzyska¢, przyjmujac za punkt idealny (punkt odniesienia) [4] nastgpujacy element:

0=(v(5). Se N(N))eV, (V). (3.8)
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Przyjecie powyzszego punktu odniesienia oznacza w konsekwencji ,,dazenie
do znalezienia takiego rozwigzania’, ktorego obraz znajdowalby sie najblizej funkeji
charakterystycznej gry wyjsciowej. W tym sensie rozwigzaniem gry pierwotnej
(wyjsciowej) byloby rozwiazanie najblizszej gry (,,najbardziej podobnej” w sensie
metrycznym) ze zbioru gier z jednoelementowym C-jadrem.

Definicja 3.1
Rozwigzaniem kompromisowym wieloosobowej gry kooperacyjnej z parame-
trem p > 1 nazywa¢ bedziemy przeciwobraz F~' (y" ) punktu y” €Y takiego, ze

*

w-y| , gdzie

P
p o
= 2 , p=1.
P SeN(N)

Latwo pokaza¢, korzystajac z wynikow [3, 12], ze rozwigzanie kompromisowe
dla 1< p <o ma nastepujace wlasnosci:

a) istnieje dla kazdej istotnej gry superaddytywnej,

b) jestjedyne,

c) jest optymalne w sensie Pareto.

Dla p = otrzymamy zbiér rozwigzan kompromisowych X_ postaci:

X.=F'(v.), gdzie

= min

%
P

w_

y yey

s

W=y

Ws— ys

Hc:)— y°°H =min max (v(s)—-y, )},

yeY SeN(N)

sz{ymeY

gdzie y, =Y x,, SeN(N).

nes

Zatem rozwigzanie Schmeidlera [11] N(v) spetnia warunek: N (v)c X .

4. Rozwigzania kompromisowe z parametrem p = 2

.

W przypadku p = 2, norma |w— y|| jest normg euklidesowa. Zadanie wy-

P

znaczenia rozwigzania kompromisowego mozna zatem sprowadzi¢ do zadania
* 1 *

wyznaczenia rzutu ortogonalnego @ elementu w na hiperplaszczyzng POY.

Niech 2 y¢ = Ay — rownanie hiperplaszczyzny P.
SeN(N)
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Wspolrzedne rzutu ortogonalnego

% L x L *
o = (a)s , sSEN(N )J punktu @ okreslimy nastepujaco:

w L *

ws =ws+t, SE N(N)
Parametr t otrzymamy z réwnania:

*

Y o-dy= Y 0.+Q" -N-2)i-4,=0.

SeN(N) SeN(N)
Stad Ay - 2 v(S)
SeN(N)
t=—
dy
gdzie
a,=2"-N-2.

Twierdzenie 4.1 _ |

%

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Rzut ortogonalny @ punktu w koalicyjnie racjonalnego na hiperptaszczyzne P

posiada rowniez wlasno$¢ koalicyjnej racjonalnosci.
DOWédI w L

O punkcie @ powiemy, Ze jest koalicyjnie racjonalny wtedy i tylko wtedy, gdy

L
ws 2v(S), SeN(N).
L

Skoro @ jest rzutem ortogonalnym na P to
w L *

ws =ws+t, Se N(N), a to oznacza, ze

ws+t2ws, SEN(N), gdyzt>0.

Wynika to z faktu, ze 2 v(S)< 4, dla gier ze zbioru V(N).

SeN(N)

5. Rozwigzania trzyosobowych gier kooperacyjnych

Przedmiotem dalszych rozwazan beda istotne, superaddytywne gry trzyosobowe

oraz rGwnowazne im gry znormalizowane.

Zbidr trzyosobowych gier znormalizowanych oznacza¢ bedziemy nastepujaco:

Vu@)={eR|0<v(s)<L, SeN(N)}

(5.1)
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Mozna rowniez uzywac nastepujacego zapisu:
Vy@)={reR’|0<y, <1, neN} (5.2)
gdzie y, = v(N - {n}), neN= {1,2,3}.

Zbidr gier z niepustym C-jadrem zapiszemy nastepujaco:

V.(3)= {v eV, 3) D,

SeN(N)

v(8)< A3}. (53)

Zbiér gier z pustym C-jadrem zapiszemy jako:

Vs @)= {VE 7 3) 2

SeN(N)

v(S)> A3}. (5.4)

Zbior gier z C-jadrem jednoelementowym zapiszemy nastepujaco:

D v(S):A3}. (5.5)

SeN(N)

v.(3)= {VE Vo 3)

Szczegdlnymi charakterystykami sytuacji growych, majacych wplyw na osta-
teczne rozwigzanie gry kooperacyjnej, danej w postaci funkcji charakterystycznej,
sa wskazniki zdefiniowane ponizej:

Definicja 5.1
Wskaznikiem trudnosci negocjacyjnych w grze I' = (N, v) nazywa¢ bedziemy
liczbe

n(v): 2 v(S)— A, . (5.6)

SeN(N)

Dla gier trzyosobowych n(v)<1. Dla gier z jednoelementowym C-jadrem
zgodnie z (5.5), wskaznik trudno$ci negocjacyjnych jest réwny zero.

Definicja 5.2
Wskaznikiem ortogonalno$ci gry nazywac bedziemy liczbe:

k(v):l+%n(v). (5.7)

Liczba ta jest pewna szczegdlng charakterystyka funkeji charakterystycznej
gry (patrz twierdzenie 5.1).
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Zadanie wyznaczenia rozwigzania kompromisowego polega na wyznacze-
niu rozwigzania gry I'” = (N,yp €V.(3), ktéra jest najblizsza grze wyjsciowej
I'= (N,v) w sensie normy z parametrem p = 1.

Posta¢ analityczng rozwigzan kompromisowych z parametrem p = 2 (odleglos¢
geometryczna) mozna wyznaczy¢ korzystajac z wlasnosci rzutu ortogonalnego [2].

Dla gier trzyosobowych parametr rzutowania t zgodnie z (4.3) i (5.6) przyjmuje
wartos$¢

t==Yn(). (5.8)

Definicja 5.3
Gre I'=(N,v) nazywa¢ bedziemy ortogonalna, jesli rzut ortogonalny v*
funkcji charakterystycznej v tej gry na plaszczyzng P nalezy do zbioru Y.

Twierdzenie 5.1
Jesli funkcja charakterystyczna gry I' = (N,v)e ¥, (3) spetnia warunek

v(S)<k(v). SeN(N), (5.9)

to gra I jest gra ortogonalna.
Dowdd:
Azeby rzut ortogonalny v* € P byt elementem zbioru Y, wystarczy pokazaé, ze

1) v (5)=0, SeN(N),
2) v (S)<1, SeN(N).
Ad.1)

v(S)+2- TG;(N)V(T)

3

vt (S)=v(S)+t=

2v(S)+2—( D v(T)—v(S)]
- TE];(”) >0, SeN(N),

poniewaz sktadnik [ 2 v(T)-v(S )) <2, zatem v (§)20, SeN(N).

TeN(N)

Ad. 2)
Nalezy pokazac, ze vt (S )S 1, SeN (N )
Z uwagi na zapis (5.7) funkcja v spetnia warunek

v(S)<1+Y%n(v), SeN(N). (5.10)
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Dodajac t do obu stron powyzszej nieréwnosci otrzymamy:

vt (S)Sl+%n(v)+t, SEN(N),
a to oznacza, ze

v (§)<1l, SeN(N), (5.11)
gdyz zgodnie z (5.8) t=— Y n(v).

Twierdzenie 5.2

Kazda gra z pustym C-jadrem jest gra ortogonalng.

Dowdd:

Dla gier z pustym C-jadrem zachodzi warunek: 2 v(S)>2.

SeN(N)
Stad n(v)= 2 v($)-2>0.

SeN(N)
Tak wiec warunek v(S)<k (v) jest spetniony dla kazdego S € N (N).
Zbior gier ortogonalnych oznaczaé bedziemy nastepujaco:

Vo B)={re, B)v(S)<k(v). SeN(N)} (5.12)

Whiosek 5.1

Kazda gra z jednoelementowym C-jadrem jest ortogonalna.

Rozwigzaniem kompromisowym z parametrem p ortogonalnej gry I" = (N ,v)
jest przeciwobraz F™' (y” ) elementu y” €Y takiego, ze

R ()= min R} (7). (5.13)

Posta¢ funkcji odlegtosci R (x) okresla nastepujaca formuta:

Vo
R;<y>=||v—y||p=[ z()qv<s>—ys|)”] et G

Analityczng posta¢ rozwigzan kompromisowych dla p = 2 (w skrocie: roz-
wigzan kompromisowych) mozna fatwo wyznaczy¢, korzystajac z wlasnosci rzutu
ortogonalnego [1, 3, 4].

Twierdzenie 5.3
Dla trzyosobowych gier ortogonalnych rozwigzaniem kompromisowym jest

x? =k(v)—v(N—{n}), neN. (5.15)
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Dowdd:

Zgodnie z twierdzeniem o rzucie ortogonalnym rozwigzaniem zadania (5.13)
dlap=2jest y” =" Zbiorem (jednoelementowym) rozwigzan kompromisowych
jest zbior imputacji, ktére spelniajg nastepujacy uktad réwnan:

vt (s)= ZXf, Se N(N),

nes

czyli uklad nastepujacych rownan:

v(s)+i= fo, SeN(N),

nes
gdzie t=-Y;n(v).
W konsekwencji otrzymamy nastepujacy uktad réwnan:
v(2,3)- fin(v)=x{ +x7,
v(,3)- %n(v)=x/ +x¢,
v(L2)-%n(v)=x"+x7,
x\+x) +x; =1,

Po rozwiazaniu otrzymujemy:
x!=k(v)- v(N— {n}), neN.

Dla pozostatych gier niespelniajacych warunkéw ortogonalnosci (v € Y')
mozna réwniez wyznaczy¢ rozwigzanie kompromisowe w postaci analitycznej korzy-
stajac z wlasnosci rzutu ortogonalnego [2]. Rozwigzanie takiej gry bedzie przeciwo-
brazem najblizszego rzutu ortogonalnego v punktu v* na krawedzie zbioru Y.

Niech /€{1,2,3} oznacza numer warunku ortogonalnosci, ktéry nie zostat

spelniony
v(N - {I})S k),
otrzymamy wtedy nastepujace rozwigzania:
dlal=1,
¥ = (0,41 +v(1.2)-v(1.3)). A (- v(1.2)+v(1,3))), (5.16)
dlal=2,
2= (A0 v(L2)-v(2.3)).0. 41 v(1.2)+v(2.3))). (5.17)



244 A. Ameljariczyk

dlal=3,
¥ = (40 +v(L3)-v(2.3). 4 ([1-v(1.3)+v(2.3)).0). (5.18)

6. Nucleolus a rozwigzania kompromisowe gier kooperacyjnych

Nucleolus (N-jadro) gry kooperacyjnej wprowadzone przez D. Schmeidlera
w pracy [11] jest przedmiotem bardzo wielu publikacji jako przyklad dobrego
rozwigzania wieloosobowej gry kooperacyjnej. Nucleolus istnieje dla kazdej istot-
nej gry kooperacyjnej, jest rozwigzaniem jednoznacznym (jedynym) oraz koali-
cyjnie racjonalnym, o ile zbiér C(v) jest niepusty. Rozwigzania kompromisowe
z parametrem 1< p < oo réwniez takie wlasnosci posiadaja.

W przypadku normy z parametrem p = oo, nucleolus N(v) jest elementem zbioru
rozwigzan kompromisowych X, a bardzo czgsto N (v)= X" (gdy X* =1).

W poprzednim punkcie pracy przedstawiony zostal sposéb wyznaczania postaci
analitycznej rozwigzan kompromisowych gier trzyosobowych.

W polaczeniu z twierdzeniem (2.1) pozwalajagcym w prosty sposdb wyznaczy¢
gre znormalizowang réwnowazng dowolnej grze wyjsciowej daje to mozliwos¢
bardzo tatwego i prostego wyznaczania rozwigzan gier kooperacyjnych.

Ulatwienie to dotyczy réwniez nucleolusa N(v) i rozwigzania Shapleya ®(v).

Twierdzenie 6.1
Dla gier spetniajacych warunek

v($)<2k(v)-1, SeN(N). (6.1)

rozwigzanie kompromisowe pokrywa si¢ z nucleolusem.

Dowdd:

Latwo zauwazy¢, ze gry spelniajace (6.1) s grami ortogonalnymi. Rozwigzanie
kompromisowe tych gier okresla zaleznos¢ (5.15), zgodna z postacig analityczna
nucleolusa podang w pracy [8].

Twierdzenie 6.2

Dla trzyosobowych gier kooperacyjnych z pustym C-jadrem nucleolus i roz-
wigzanie kompromisowe pokrywaja sie.

Gry z pustym C-jadrem na mocy twierdzenia 5.2 s3 grami ortogonalnymi.

Dowod zatem wynika bezposrednio z poréwnania przedstawionej w powyz-
szej pracy postaci analitycznej rozwigzania kompromisowego gier ortogonalnych
z analityczng postacia nucleolusa, przedstawiong miedzy innymi w pracy [8].
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W pracy [8] podano réwniez warunki dla zbioru gier, dla ktérych nucleolus nie
zmienia si¢ i jest rowny: N(v) = {(1/3,1/3,1/3)}. Sa to nastepujace warunki:

v(S)< %v(N), SeN(N). (6.2)

Oznaczmy symbolem Vy (3) zbiér gier znormalizowanych spelniajacych
powyzszy warunek: ’

V,B)={ eV @) 0<v(S)< 4. SeNN)}. (6.3)

Dla wszystkich gier veV, (3) niezaleznie od wartosci funkcji charakterystycznej
(tym samym niezaleznie od wartosci (ceny) kooperacyjnej poszczegolnych graczy),
nucleolus N(v) jest identyczny i ma postac: { (A 3

W zbiorze ¥, (3) istnieje jednak bardzo wiele gier roznigcych si¢ ,,zdolnoscia
kooperacyjng” poszczegélnych graczy jak tez ,,ksztaltem i wielkoscig” C-jadra. Propo-
zycja Schmeidlera ich nie rozréznia dajac zawsze wszystkim graczom réwna wyplate
(jednakowa ceng). Trudno si¢ zgodzi¢, iz taka ,,logika negocjacji” bytaby zaakceptowana
przez wszystkich graczy za wyjatkiem oczywistego przypadku szczegdlnego, gdy

v(S)=a< ), SeN(N). (6.4)

Jest to istotna wada rozwigzania Schmeidlera. Takiej wady nie posiada roz-
wigzanie kompromisowe.

Przyklad (6.1)

Rozpatrzmy dwie rézne gry ze zbioru ¥, (3) (z réznymi funkcjami charakte-
rystycznymi, spetniajacymi warunek (6.2)) jak w tabeli:

S L2 1,3 2,3
v(s) 0 0 1/3
v(s) 1/10 1/3 1/10

Zgodnie z wynikami przedstawionymi w pracy [8] gry te majg identyczne
nucleolusy:

N )=N()=(4.%4.4).

rozwigzania kompromisowe dla tych gier sa natomiast rozne:

xl = (%a%a%)a x2 = (379071%053%0)'
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Jak wida¢, metoda rozwigzan kompromisowych wyraznie réznicuje pozycje
poszczegolnych graczy w zaleznosci od ich ,,sily negocjacyjnej”. Obie gry z po-
wyzszego przykladu istotnie si¢ réznig specyfika kooperacyjng (szczegdlnie rola
pierwszego gracza).

Ponizej przedstawiony zostanie kompleksowy przyktad ilustrujacy przedsta-
wiong w pracy metode wyznaczania rozwigzan gier trzyosobowych, wykorzystujaca
wprowadzone dodatkowe charakterystyki.

Przyklad (6.2)

Wyznaczy¢ rozwigzanie kompromisowe, rozwigzanie Schmeidlera oraz roz-
wigzanie Shapleya dla gry o funkgji charakterystycznej danej w ponizszej tabeli:

S 1 2 3 2,3 1,3 1,2 1,2,3
¥(S) 1 3 3 5 6 8 10
Etap 1

Wyznaczenie réwnowaznej gry znormalizowanej I'' = (N, ") oraz jej charak-
terystyk:

S 1 2 3 1,2 L3 2,3 1,2,3
»(S) 1 3 3 5 6 8 10
7(S) 0 0 0 1 2 2 3
o(S) 0 0 0 1/3 2/3 2/3 1

Charakterystyki dodatkowe:

n(v')= 2 v'(S)-2=-4,

SeN(N)
k()=1+Y%n(")=5%,
s(v'): %+%n(v'): Y.

Etap 2

Wyznaczenie rozwigzan gry znormalizowanej:
a) rozwigzanie kompromisowe (kompromisowa warto$¢ graczy):

X = k(v')—v'(N— {n}), neN,



Wyznaczanie rozwigzan kompromisowych wieloosobowych gier kooperacyjnych... 247

X' =3%-v'(2.3)=%.

¥ =%-v'(1,3)=%,

X =%-v'(L2)=7%.
b) nucleolus (N (v")), zgodnie z [8] (wartos¢ graczy wg Schmeidlera):

N ()= (%.%.%).
¢) rozwiazanie Shapleya (warto$¢ graczy wg Shapleya):
@, (v)=s(")-%v'(N-{n}), neN.

Po dokonaniu obliczeri otrzymamy: ®(v')= (s, %s.%:), n€N.

Etap 3
Wyznaczenie rozwiazan gry wyjsciowe;:

x,=v({n}+y(N)x,, neN,
a) rozwigzanie kompromisowe
¥ =(1%.3%.4%) €C(v).
b) rozwigzanie Schmeidlera
N()=(1%.3%,4%)eC(v),
¢) rozwigzanie Shapleya
o(v)=(1%,3%.,4%)eC(v).

Rozwigzanie kompromisowe pokrywa si¢ oczywiscie z rozwigzaniem Schmeidlera
na mocy twierdzenia 6.1.

7. Podsumowanie

W pracy przedstawiona zostata definicja kompromisowego rozwigzania wielo-
osobowej gry kooperacyjnej. Idea rozwigzania kompromisowego gry kooperacyjnej
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wywodzi sie z analogicznego rozwigzania zadania optymalizacji wielokryterialne;.
Z uwagi na specyfike relacji dominowania [10] (relacja ta nie jest relacja porzadku)
klasyczny punkt idealny zadania optymalizacji wielokryte;ialnej [12] zostal za-
stapiony punktem odniesienia (punktem wyznaczajacym o =v ). Geometryczng
interpretacjg zadania wyznaczania rozwigzania kompromisowego gry I' = (N ) V) jest
zadanie wyznaczenia najblizszej gry 'V = (N,v” ) (w sensie normy z parametrem
p = 1) ze zbioru gier z jednoelementowym C-jadrem i jej rozwigzanie.

Kazda gra I" = (N,v) z niepustym C-jadrem generuje faticuch L(v) gier z nie-
pustym C-jadrem taki, ze

L()={ver @) v(S)=v(S)+rdla Se N(N)1<r },
gdzie t" =-Y%n(v).

Zachodzi przy tym
Cv+t)cC(v), 0<st<t, (7.1)
Elementem minimalnym (najmniejszym) fancucha L(v) jest
vo=v+t'=y" eV.(3). (7.2)
Oznacza to, ze
c(» )= C(v) dlakazdego ve L(v). (7.3)

Do wyznaczenia postaci analitycznej rozwigzan kompromisowych wykorzystano
wlasnosci rzutu ortogonalnego funkcji charakterystycznej v na plaszczyzne zawie-
rajacg zbidr gier z jednoelementowym C-jadrem. Pokazano przypadki, w ktérych
rozwigzanie kompromisowe pokrywa si¢ z nucleolusem.

W pracy przedstawiono réwniez szereg dodatkowych charakterystyk gier
kooperacyjnych pozwalajacych w prosty sposéb wyznacza¢ réwnowazne gry
(0,1)-znormalizowane i ich rozwigzania.

Artykut wplyngt do redakcji 17.03.2011 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w kwietniu
2011 .
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A. AMELJANCZYK

Determination of analytic compromise solutions of multiperson cooperative games

Summary. The definition of the compromise solutions of multiperson cooperative games and their
most important properties were introduced in the work. The normalised function of cooperative profit
and the class of orthogonal games were defined. The analytic formulae of determining compromise
solutions were introduced. There were determined the conditions in which the nucleolus of the game,
defined by D. Schmeidler [11], is a compromise solution.

Keywords: game normalised, orthogonal game, C-core of a game, nucleolus, compromise solution






