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Streszczenie. W pracy zaprezentowano modele i metody stuzace do rozwigzywania problemu wyzna-
czania K drog wierzchotkowo roztacznych przechodzacych przez wybrane wierzcholki, o najmniejszym
sumarycznym koszcie w sieci prostokatnej (tzw. kracie) opartej o graf G. Zdefiniowano problem jako
zadanie optymalizacji liniowej cigglej oraz przedstawiono dwie metody przyblizone jego rozwigzania:
metode SGDP (bazujaca na pewnej iteracyjnej procedurze wyznaczania drég najkrétszych w pod-
grafach grafu G) oraz modyfikacje metody Edmondsa-Karpa rozwigzywania problemu wyznaczania
przeplywu zaspokajajacego o minimalnym koszcie. Przeprowadzono analize ich ztozonosci oraz
dokonano poréwnania jakosci obu metod na podstawie eksperymentalnych wynikéw.

Stowa kluczowe: drogi rozlaczne wierzchotkowo; symulacja pola walki; generowanie podgrafow;
planowanie przemieszczania

1. Wprowadzenie

Problem drég rozlacznych jest znanym problemem optymalizacyjnym w sieciach.
Obejmuje on nastgpujace zagadnienia: planowanie manewréw oddziatéw wojskowych
i planowanie przemieszczania obiektow (np. pojazdéw) [32], harmonogramowanie
zadan w réwnoleglych i rozproszonych systemach obliczen [26], problem kurieréw,
problem konstruowania niezawodnej sieci [5] czy problem routingu w sieciach tele-
komunikacyjnych (w szczegdlnosci optycznych) [1], [2], [14], [17], [20] etc. Prezen-
towanym problemem oraz metodami jego rozwigzania mocno zainteresowany jest
réwniez przemysl zwigzany z projektowaniem i produkcja uktadow elektronicznych



202 Z. Tarapata, S. Wroclawski

bardzo duzej skali integracji (VLSI — ang. Very Large Scale Integration) [1]. Kluczo-
wym zagadnieniem jest znalezienie takich $ciezek na ptytkach uktadow, aby zadne
z nich si¢ nie przecinaly, a ponadto aby byly one jak najkrotsze.

Problem przemieszczania obiektow jest jednym z podstawowych problemow
w symulatorach pola walki i jest zwigzany z przegrupowaniem jednostek wojskowych
na polu walki zaréwno w czasie dzialan bojowych, jak i na etapie ich planowania.
Przemieszczanie obiektow jest bardzo wazne z punktu widzenia zlozonych symulacj,
poniewaz moze wptywa¢ na doktadno$¢, adekwatnos¢, efektywnos¢ i inne charak-
terystyki tych systemoéw. W przypadku systeméw DIS (ang. Distributed Interactive
Simulation), system ma za zadanie symulowa¢ procesy i obiekty pola walki w celu
szkolenia personelu militarnego, czyli prowadzenia tzw. komputerowo wspomaga-
nych ¢wiczen CAX (ang. Computer Assisted Exercises). Jedna z technik stuzacych
do zapewnienia dziatan wojsk strony przeciwnej na wirtualnym polu walki jest
uzycie komputera do generowania i kontrolowania wielu obiektéw symulacyjnych.
Systemy takie nazywa si¢ CGF (ang. Computer Generated Forces) [21] lub SAF
(ang. Semi-Automated Forces). Nieodlaczng czgscig tego typu systeméw sa moduly
planowania tras przemieszczania bazujace na modelach terenu i wykorzystujace
przetworzone z nich informacje. W [19] opisany zostal modul tego typu stosowany
w systemie ModSAE. W [4] autorzy opisuja system mieszany planowania tras (,,po
drogach i na przelaj”) z uzyciem systeméw typu GIS w symulatorach. Opisuja m.in.
tzw. hierarchiczny system planowania drég jako czes$¢ prognostycznego systemu
analiz taktycznych PIMTAS (ang. Predictive Intelligence Military Tactical Analysis
System). Modul planowania tras w systemie CCTT (Close Combat Tactical Trainer)
opisany zostal w [8], natomiast autorzy [16] opisali analizator przemieszczania
TMA (ang. Tactical Movement Analyzer). System ten wykorzystuje mapy cyfrowe,
zdjecia satelitarne, warunki pogodowe i rodzaj pojazdu, aby okresli¢ przejezdno$é
kwadratu terenu. Modul odpowiedzialny za planowanie przemieszczania znajdu-
je sie réwniez w polskim systemie wspomagania szkolenia operacyjnego wojsk
»Zlocier’, ktory zostal wytworzony w Wydziale Cybernetyki Wojskowej Akademii
Technicznej [3]. Przeglad mozliwych rozwigzan w tym zakresie zostal przedsta-
wiony m.in. w [28]. W pracach [26], [32] i [33] przedstawiono kilka problemoéw
harmonogramowania przemieszczania oraz jego synchronizacji dla wielu obiektow
oraz algorytmy rozwigzujace ten problem wraz z teoretyczng i eksperymentalna
analizag w zastosowaniach militarnych. W pracy [34] porusza si¢ wazny problem
wielorozdzielczego planowania i symulacji przemieszczania.

Problem optymalizacyjny znajdowania K najkrétszych drég roztacznych dla
K> 1 pomiedzy K parami réznych wierzchotkéw jest NP trudny (nawet dla K = 2)
[12], [15], [20], rowniez jesli na graf bedzie narzucone wymaganie planarnosci
[13]. Problem znalezienia dwoch lub wiecej roztacznych drég pomiedzy ustalo-
nymi parami wierzchotkéw koncowych jest intensywnie studiowany. Pierwsze
znaczgce wyniki zostaly uzyskane przez Suurballe [24]. Zaprezentowany przez
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niego algorytm dla jednego zrédla i jednego wierzchotka docelowego ma ztozonoé¢
O(Alog(;, 41, V), gdzie V to liczba wierzchotkow sieci, A — liczba tukéw w sieci.
Metoda ta rozwigzuje omawiany problem jako specjalny przypadek problemu
przeptywu o minimalnym koszcie i wykorzystuje dwie efektywne implementacje
algorytmu Dijkstry do znalezienia najkroétszej drogi z pojedynczego wierzcholka.
Efektywny algorytm znajdujacy drogi roztaczne z pojedynczego zrédia do pozo-
stalych wierzchotkow sieci zostat przedstawiony w [25]. Pary drég roziacznych sa
wyznaczane tu za pomocg algorytmu zblizonego do algorytmu Dijkstry o zlozonosci
O(Alog;, 4y, V). Perli Shiloach [11] studiowali ztozono$¢ poszukiwan dwoch drog
rozlacznych pomiedzy dwoma réznymi wierzchotkami poczatkowymi i dwoma
réznymi wierzchotkami koncowymi w skierowanych grafach acyklicznych (DAG).
Zaproponowali algorytm, ktéry daje sie w fatwy sposéb uogélni¢ do znajdowania
najkrotszych par drég (mierzonych jako sumaryczna dlugos¢ drég) lub do znaj-
dowania peku d drég rozlacznych pomiedzy okreslonymi punktami koncowymi.
W tym drugim przypadku ztozonos¢ obliczeniowa wynositaby O(AV ™). Eppstein
w [11] rozwazal problem poszukiwania par drég wierzchotkowo roztacznych w DAG,
zaréwno taczac dwa okreslone wierzcholki z ich wspolnym przodkiem, albo faczac
dwie pary wierzchotkéw poczatkowych i koncowych. Pokazal, jak znalez¢ K par
drog o najkrotszej facznej dtugosci w czasie O(AV + K) oraz jak zliczy¢ wszystkie
takie pary drog, wykorzystujac O(AV) operacji arytmetycznych. Wyniki te moga
by¢ rozszerzone na znajdowanie lub zliczanie pekdw ztozonych z d roztacznych
drog w czasie O(AVd‘1+K) lub O(AVd'l). Liiinni [18] podali pseudowielomianowy
algorytm dla optymalizacyjnej wersji problemu dla dwéch drég roztacznych, przy
czym minimalizowana jest dlugo$¢ dluzszej z nich. W pracy [14] poruszany byt
problem poszukiwania dwdch wierzchotkowo rozlacznych drég o minimalnym
sumarycznym koszcie w sieciach, w ktérych koszt przypisany byt do kazdego tuku
lub krawedzi oraz koszt przejscia przypisany byt do kazdego wierzchotka tej sieci.
Koszt przejscia miat oznacza¢ opdznienia przesylu zwigzane ze zmiang technologii
przesylu po obu stronach wezla sieci. W pracy [31] przedstawiono opis sposobu wy-
korzystania metod wyznaczania przeptywu w sieciach do rozwiazania specyficznego
problemu planowania manewru wojsk, wykorzystujac zmodyfikowany algorytm
Busackera-Gowena [7] oraz pewna procedure konstrukeji sieci przeptywowej. Do-
bre studium bardzo waznego problemu poszukiwania drog rozltacznych w grafach
planarnych zaprezentowano w [22]. Bardzo ciekawe podejscie do problemu czasowo
zaleznych najkrotszych par drog roztacznych zostalo przedstawione w [23]. W [26]
zaproponowano nowe podejscie do problemu K drég roziacznych: bazuje ono na
budowaniu, poczynajac od sieci poczatkowej, tzw. K-wierzchotkéw (K-wymiarowy
wektor wierzchotkow sieci), K-tukéw i ,wirtualnej” K-sieci, i poszukiwaniu w ta-
kiej K-sieci najkrotszej K-drogi (K-wymiarowy wektor drog prostych), uzywajac
algorytmu podobnego do algorytmu Dijkstry.
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W niniejszej pracy przedstawiono algorytm bazujacy na generowaniu
podgrafow (Subgraphs Generating-based Disjoint Paths — SGDP) oraz mody-
fikacje metody Edmondsa-Karpa rozwigzujaca problem K najkrétszych drog
rozlacznych wierzchotkowo, przechodzacych przez wybrane wierzchotki po-
$rednie. Metody te bazujg na zalozeniu, ze topologia sieci reprezentowana jest
przez graf prostokatny, ktory jest typowa reprezentacja terenu, np. w symula-
torach pola walki. W rozdziale 2 zdefiniowano problem wyznaczania K drég
rozlacznych miedzy K wektorami wierzchotkow posrednich (w skrajnym przy-
padku — miedzy K parami wierzchotkéw), rozdzialy 3 i 4 zawieraja opisy wspo-
mnianych metod, w rozdziale 5 przedstawiono wybrane do$wiadczalne wyniki
i dokonano poréwnania omawianych metod. Prace koncza wnioski oraz opis
mozliwych kierunkéw rozwoju prezentowanych metod.

2. Definicja problemu

Sie¢ oparta na grafie prostokagtnym moze modelowa¢ m.in. regularng siat-
ke kwadratowych obszaréw terenu uzywang do planowania przemieszczania
»ha przelaj” (rys. 1). Siatka ta dzieli teren na identycznego rozmiaru kwadrato-
we obszary, za$ kazdy z nich jest homogeniczny z punktu widzenia charaktery-
styki terenowej (wspolczynnik spowolnienia, zalesienie, stopien widocznosci
etc.). Nie ma mozliwosci przemieszczania sie po obszarach, ktore nie sg do siebie
geograficznie przyleglte — brana pod uwage jest jedynie przyleglos¢ w pozio-
mie, pionie oraz na ukos — kazdy obszar moze mie¢ maksymalnie 8 sgsiadoéw
(patrz rys. 1). Wprowadzony jest réwniez koszt przejscia migdzy sasiednimi
(i tylko sasiednimi) obszarami.

Taka struktura moze by¢ reprezentowana przez ,,prostokatny” digraf G = <VG , AG>
nazywany roéwniez krata, gdzie V; — zbiér wierzchotkéw grafu (wierzchotek od-
powiada $rodkowi kwadratowego obszaru), A; — zbidr tukéw grafu, Ao CVi; x Vi,
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Rys. 1. Siatka prostokatna oraz odpowiadajacy jej graf typu krata
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A = |Ag|- Luki istniejg jedynie pomiedzy wierzchotkami odpowiadajacymi sasia-
dujagcym obszarom. Funkcja kosztu opisana na tukach ma charakter addytywny,
o nieujemnych wartosciach.

Niech V= {1, ..., V}, tzn. kazdy wierzchotek grafu G utozsamiany bedzie
z jego numerem. Niech M bedzie liczbg odcinkéw, z jakich ma sktadac si¢ kazda
droga (M = N-1, N oznacza liczbe¢ wierzchotkéw posrednich tacznie z poczatko-
wym i koncowym), K oznacza liczbe obiektéw, dla ktérych wyznacza¢ bedziemy
drogi. Wektor wierzcholkéw przez ktore musi przechodzi¢ droga dla k-tego obiektu
0ZNACZYMY V, ={V;;,Vyrs-e Vi > , gdzie v, jest wierzcholkiem poczatkowym,
a vy, — koncowym drogi dla k-tego obiektu, pozostate wierzchotki sg posrednimi
w drodze. Niech 4 = [a,.m,c ] sk Dedzie macierza wierzchotkéw poczatkowych,
posrednich oraz konicowych dla kazdego z obiektow: a,,,; = 1, gdy i-ty wierzchotek
jest poczatkiem dla m-tego odcinka drogi k-tego obiektu, a;,,, = -1, jesli i-ty wierz-
chotek jest konicem dla m-tego odcinka drogi k-tego obiektu, a,,,; = 0 w pozostatych
przypadkach. Dodatkowo, nastepujace warunki musza by¢ spetnione:

— a,, =l&i=v,, cooznacza, ze wierzchotek v,, musi by¢ wierzchotkiem

poczatkowym pierwszego odcinka drogi dla k-tego obiektu;

— a,, =-1&i=v,, cooznacza, ze pierwszy wierzcholek posredni v,, dla
k-tego obiektu jest wierzchotkiem koncowym dla pierwszego odcinka
drogi dla tego obiektu;

— a,, =lei=v,,, cooznacza, ze ostatni wierzcholek posredni v, dla
k-tego obiektu jest wierzcholkiem poczatkowym dla ostatniego odcinka
drogi dla tego obiektu;

— a,, =-1&i=v,, cooznacza, ze vy jest wierzcholkiem koncowym
w ostatnim odcinku drogi dla k-tego obiektu;

— vme{l,“.,M—l}aimk =-l= ik = L, co oznacza, ze wierzchotek koncowy
m-tego odcinka drogi dla k-tego obiektu jest rownocze$nie wierzchotkiem
poczatkowym dla (m+1)-tego odcinka drogi dla tego obiektu.

Ponadto niech H = [hﬂc ]VX « bedzie macierza wierzchotkéw (generujacg podgraf
grafu G), ktére moga by¢ brane pod uwage podczas wyznaczania drég dla kazdego
obiektu: hy = 1, jesli i-ty wierzcholek moze by¢ wzigty pod uwage podczas ustalania
drog dla k-tego obiektu; h;, = 0 w przeciwnym wypadku. Niech OUT = [outij ] o
bedzie binarng macierzg zawierajaca informacje o tukach wychodzacych z wierz-
chotkéw grafu G:out; = 1, jesli j-ty tuk ,wychodzi” z wierzchotka i-tego, out;; = 0 w
przeciwnym przypadku; IN = [inij] 4 bedzie binarng macierza przechowujaca
informacje o tukach wchodzacych do wierzchotkow z grafu Giin; = 1, jesli j-ty tuk
»wchodzi” do i-tego wierzcholka, in;; = 0 w przeciwnym przypadku. Niech D = [d ; ]A
bedzie wektorem nieujemnych kosztow przejscia tukow, X =| x,,, g — macierz
zmiennych decyzyjnych: x;,,, = 1 jesli j-ty uk z grafu G nalezy do m-tego odcinka
drogi dla k-tego obiektu, x;,,, = 0 w przeciwnym przypadku.
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Zadanie wyznaczania K rozlacznych drég przechodzacych przez wybrane
wierzcholki sformutujemy nastepujaco: wyznaczy¢ macierz X tak, aby

iiid;x}mk — min (1)

2 (outl.j —ini, )ijk =a,,, i=LV,m= LM;k=1K (2)
Jj=1
A M K
ZZZOMIijmk <1, i=LV, (3)
Jj=1 m=1 k=1
A M K _
Y Ninx,, <1, i=LV, 4)
Jj=1 m=1 k=1
A M
N> outyx,, <h,, i=1LVik=LK, (5)
Jj=1 m=1
A M _
N Ninx,, <h, i=LVik=1K, (6)
Jj=1 m=1
X €01}, j=LAm=LMk=1K. (7)

Poszczegdlne ograniczenia majg nastepujacg interpretacje:

(2): dla kazdego wierzchotka (wylaczajac startowy i koncowy), dla kazdego
obiektu oraz dla kazdego odcinka drogi liczba tukéw wychodzacych z wierzchotka
i liczba tukéw wchodzacych do wierzchotka, ktdre zostaly wybrane do drogi jest taka
sama (nastgpne dwa ograniczenia zapewniajg, ze wartos¢ ta jest < 1). Dla wierzchotka
poczatkowego roznica ta jest réwna 1 (tylko jeden odcinek drogi moze zaczynac sie
w danym wierzchotku startowym), a dla wierzchotka konicowego réwna -1 (tylko
jeden odcinek drogi moze konczy¢ si¢ w danym wierzchotku koncowym).

(3) i (4): dla kazdego wierzchotka co najwyzej jeden tuk wychodzacy (wcho-
dzacy) z (do) niego moze naleze¢ do jakiejkolwiek drogi.

(5) i (6): tylko wierzchotki dozwolone nalezg do drogi dla k-tego obiektu.

Mozna zauwazy¢, ze macierz wspdtczynnikéw ograniczen, zbudowana na
podstawie lewych stron ograniczen (2)-(6), jest calkowicie unimodularna, a prawe
strony ograniczen, elementy a,,,, oraz h; sa calkowitoliczbowe. Mozemy zatem
zastgpi¢ ograniczenie x,,, € {0,1} ograniczeniem x e 20 (otrzymujac ciagly
problem programowania liniowego zamiast binarny), gdyz stosujac np. algorytm
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simpleks, kazde rozwigzanie dopuszczalne bedzie calkowitoliczbowe (w tym przy-
padku x,, € {0,1}).

W powyzszym problemie optymalizacyjnym zdefiniowano AMK zmien-
nych decyzyjnych oraz V(MK+2K+2) ograniczen (wylaczajac ograniczenie (7)).
W pracach [29], [30] zdefiniowano podobny problem z wykorzystaniem binarnej
macierzy incydencji grafu (zamiast macierzy IN i OUT, jak w tym przypadku),
ale nie zmienia to w znaczacy sposob ztozonosci tak sformutowanego problemu.
W obu tych przypadkach rozwigzanie problemu (1)-(7) standardowymi metodami
rozwigzywania zadan programowania liniowego jest bardzo nieefektywne (zwlasz-
cza dla duzych sieci), dlatego tez w rozdzialach 3 i 4 zaprezentowano przyblizone
algorytmy rozwigzania problemu.

3. Opis metody SGDP

Jedna z metod rozwigzania problemu (1)-(7) jest metoda SGDP (Subgraphs
Generating-based Disjoint Paths), w szczegdtach zaprezentowana w [32]. Znajduje
ona pek K najkrétszych wierzchotkowo roztacznych drég przechodzacych przez usta-
lone rézne wierzchotki posrednie, dla kazdego k = 1,..., K. Jej ideg jest generowanie
tzw. pasa, czyli podgrafu G, grafu wejsciowego G dla kazdej pary wierzchotkow
poczatkowego i konicowego m-tego odcinka k-tego obiektu, bazujac na zalozeniu,
ze teren reprezentowany jest jako sie¢ prostokatna. W podgrafie wyszukiwana jest
najkrotsza droga przy uzyciu algorytmu Dijkstry [9], a nastepnie usuwana z grafu
G, aby zapewnic¢, ze zadna inna droga juz nie skorzysta z wierzchotkéw i fukéw
nalezacych do wyznaczonej poprzednio drogi. W przypadku gdy nie zostanie
znalezione rozwigzanie dopuszczalne (czyli K drég roztacznych wierzchotkowo),
albo w celu poprawienia rozwigzania, algorytm w kolejnych iteracjach ponawia
wyszukiwanie, modyfikujac kolejnos¢ lub szerokos¢ paséw wedlug procedury
opisanej w dalszej czesci rozdziatu.

Dla m-tego odcinka k-tego obiektu generowany jest oddzielny podgraf w na-
stepujacy sposob: G' | gVG A >, gdzie V. — jest zbiorem wierzchotkow
podgrafu, a 4; zblorem ukéw p0m1qdzy w1erzch01kam1 nalezacymi do V.
Jesli swy jest szerokosc1q pasa (identyczng dla wszystkich odcinkéw tego samego
obiektu), w ktérym dozwolona jest droga dla k-tego obiektu, to nalezy wyznaczy¢
prostg przechodzacy przez wierzcholek poczatkowy v, i koncowy v, (kazdy
z wierzchotkéw musi mie¢ ustalone wspoétrzedne, czy to geograficzne, czy wzgledne
w sieci). Do pasa, czyli podgrafu G',,, nalezy zaliczy¢ wszystkie te wierzchotki grafu
G, ktdre sg odlegle (w sensie wspotrzednych, metryka euklidesowa) od dowolnego
punktu lezacego na wyznaczonej prostej maksymalnie o sw;/2 (patrz rys. 2). Mozna
to wykonac, postugujac sie nastepujaca zaleznoscia:
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VGM ={vel,:
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Rys. 2. Idea wycinania podgraféw (paséw): s, i ¢, to wierzcholki terminalne m-tego odcinka k-tego
obiektu s; = v, t) = V(1) 28 5, i t, to wierzchotki terminalne m-tego odcinka (k+1)-tego obiektu
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53 = Vinke1) 22 = Vome1) (k1)

W powyzszych wzorach x(v) oraz y(v) oznaczaja odpowiednio wspotrzednag x (odcieta
w kartezjanskim ukladzie wspoélrzednych) i y (rzedna w kartezjanskim uktadzie
wspolrzednych) wierzchotka v. Kat, jaki tworzy os rzednych i prosta przeprowadzona
miedzy wierzchotkiem poczatkowym i koncowym, oznaczony zostal symbolem g;.

Metoda zaktada mozliwos¢ odrzucenia czeéci tukow, jesli ich koszt jest wiekszy
niz zdefiniowany prog przejezdnosci (passability Threshold). Majac wyznaczony pas
dla kazdego obiektu, mozliwe jest znalezienie najkrétszej drogi za pomoca algo-
rytmu Dijkstry, uzywajac réznych strategii poszukiwan. Sg to m.in. trzy strategie
wyznaczania kolejnosci obiektéw, w jakiej beda wyszukiwane dla nich najkrdtsze
drogi: stripeOrderStrategies = {Ascending, Descending, Randomy}, gdzie Ascending
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— kolejnos¢ rosngca zgodnie z numeracja obiektéw; Descending — kolejnos¢
malejaca numeracji obiektow oraz Random — kolejnosc¢ losowa (rozkltad réwno-
mierny). Dwie pierwsze deterministyczne strategie generuja tylko jedna mozliwos¢
kolejnosci, natomiast strategia Random generuje K! réznych mozliwosci. Liczba
sprawdzanych mozliwosci jest ograniczana przez warunki stopu, o ktérych bedzie
mowa w dalszej czesci tego rozdziatu.

Istnieje réwniez mozliwo$¢ parametryzacji strategii generowania szerokosci
pasa (swy). Szerokos¢ moze by¢ albo stala i nigdy nie zmieniana, albo losowana
z okre$lonego zakresu z rozkladem réwnomiernym: widthOfStripeGenerationStra-
tegy = {Constant, Random}. Strategia losowa moze wygenerowa¢ maksymalnie L
réznych szerokosci (L zalezy od zdefiniowanego przedzialu oraz minimalnego
przyrostu szerokosci).

Iteracja w algorytmie SGDP jest proba znalezienia peku K drég przy zadanej
kolejnosci oraz szerokosci paséw. Liczba iteracji ograniczana jest przez warunki
stopu zdefiniowane w strategiach stopu.

Zdefiniowano kilka strategii stopu, ktére mozna Iaczy¢ w dowolne konfiguracje,
akazdg z nich mozna kalibrowa¢ w zaleznosci od potrzeb. Strategie stopu moga spowo-
dowac zatrzymanie algorytmu, jesli osiggniety zostal: limit czasu ( TimeLimit), maksy-
malna liczba iteracji (MaxIterationNumber), maksymalna liczba znalezionych rozwiazan
dopuszczalnych (NFeasibleSolutionFound) lub jesli kolejne rozwigzanie dopuszczalne
nie jest lepsze od poprzedniego o okreslong wartos¢ (NextSolutionIsBetterThan):

stopStrategies = {MaxIterationNumber, NFeasibleSolutionFound, NextSolutionIs-
Better'Than, TimeLimit}.

Dodatkowym parametrem jest tryb zwigkszania szerokosci pasa:

widthGenerationModes = {SameWidth, Various Width}.

Dla trybu SameWidth kazdy z obiektéw ma wyznaczany pas o identycznej
szerokosci, tzn. jesli dla ktoregokolwiek obiektu w iteracji nie udalo si¢ znalezé
drogi przy okreslonej szerokosci pasa, wyznaczana jest nowa szerokos¢ i proces
poszukiwania drég rozpoczynany jest dla kazdego obiektu od nowa. Drogi, ktére
wezesniej udato sie wyznaczy¢, sa zapominane. Dla trybu Various Width kazdy obiekt
moze mie¢ rézng szerokos$¢ pasa w pojedynczej iteracji, czyli brak rozwigzania
dla k-tego obiektu powoduje zwigkszenie szerokosci pasa tylko dla tego obiektu.
Poprzednio wyznaczone drogi sg pamietane.

Strategie wyznaczania kolejnosci obiektoéw zapewniajg, ze Zadna kolejno$¢ nie
jest sprawdzana dwukrotnie. Réwniez strategie wyznaczania szerokosci pasa generuja
zawsze niesprawdzang do tej pory szerokos¢ pasa. W przypadku losowej strategii
wyznaczania szerokosci pasa kazda kolejna szeroko$¢ jest wigksza od poprzednie;.

Analizujac zlozonos¢ obliczeniowa algorytmu, mozna zauwazy¢, ze wyznaczenie
podgrafu dla pojedynczego odcinka (majac dany wierzchotek poczatkowy, koncowy



210 Z. Tarapata, S. Wroctawski

oraz graf poczatkowy) wymaga O(V) operacji, za§ poszukiwanie drogi za pomoca
algorytmu Dijkstry opartego na kopcach binarnych ma ztozonos¢ rzedu O(A logV).
Zaréwno wyznaczenie pasa jak i poszukiwanie drogi jest powtarzane dla kazdego od-
cinka kazdego obiektu, a wigc KM razy. Ze wzgledu na mozliwos$¢ powrotéw przy bra-
ku satysfakcjonujacego rozwigzania, poszukiwania peku drég moga by¢ prowadzone
dla réznych szerokosci pasa, czyli L razy oraz dla réznych kolejnosci obiektow, czyli
w najgorszym przypadku K! razy. Ostateczna ztozonos$¢ pesymistyczna algorytmu
SGDP jest rzedu O(K!/(KLM (V+AlogV)).

Pseudokod algorytmu SGDP:
0) Zapisz poczatkowy stan grafu
1) Dopdki zaden z warunkdw stopu nie jest speiniony {
2) Wygeneruj kolejno$¢ pasdw uzywajac wybranej stripeOrderStrategy
3) Jesli nie pozostata zadna nie sprawdzana kolejnos$é pasdw — Zakoncz
4a) Jesli tryb poszukiwan = SameWidth{
5a) Dopdéki zaden z warunkdédw stopu nie jest speiniony {
6a) Wygeneruj szeroko$¢ pasa uzywajac wybranej widthOfStripeGenera-
tionStrategy
7a) Jes$li nie pozostata zadna niesprawdzona szeroko$¢ -> przywrdé
stan grafu i przejdz do kroku 5a);
8a) Dla kazdego k-tego obiektu, k=1,..,K{
9a) Dla kazdego odcinka w PS(k) {
10a) Szukaj drogi dla odcinka w wygenerowanym podgrafie}
1la) Je$li droga zostata znaleziona -> zapisz droge 1 usun
wykorzystane wierzchotki i tuki z grafu}
12a) Jesli wszystkie drogi zostaty znalezione -> zapisz rozwigzanie
dopuszczalne}}
4b) Jesli tryb poszukiwan = VariousWidth{
5b) Dopdki zaden z warunkédw stopu nie jest speiniony {
6b) Dla kazdego k-tego spos$rdd K obiektdw {
7o) Wygeneruj szeroko$¢ pasa uzywajac wybranej widthOfStripeGenera-
tionStrategy
8b) Je$li nie pozostata zadna niesprawdzona szeroko$¢ -> przywrdé stan
grafu i przejdz do kroku 5b);
9b) Dla kazdego odcinka w PS(k) {
10b) Szukaj drogi dla odcinka w wygenerowanym podgrafie;}
11b) Jes$li droga zostata =znaleziona -> zapisz droge i usun
wykorzystane wierzchotki i tuki z grafu
W przeciwnym przypadku przywrdé poczatkowy stan grafu }
12b) Je$li wszystkie drogi zostaty znalezione -> zapisz rozwiagzanie

dopuszczalne i1 przywrdé poczatkowy stan grafu }}}
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W praktyce zlozonos¢ algorytmu SGDP jest znacznie mniejsza, poniewaz
wygenerowane podgrafy skladaja sie z duzo mniejszej liczby wierzchotkéw, niz
graf wejsciowy, za$ warunki stopu zdefiniowane w strategiach stopu znacznie ogra-
niczajg liczbe przeszukiwanych mozliwosci. Mozliwe sg dalsze modyfikacje w celu
zmniejszenia zlozonosci obliczeniowej, np. oparcie algorytmu Dijkstry na innych
strukturach danych: kopcu Fibonacciego czy kolejkach priorytetowych Brodala [6].
Te ostatnie charakteryzujg si¢ bardzo dobra zlozonoscig obliczeniowa najczesciej
wykorzystywanych operacji. Inng mozliwoscia jest sprawdzanie przynaleznosci
wierzchotkéw do podgrafu (pasa) ,w locie”, czyli w trakcie wyznaczania najkrotszej
drogi lub zastosowanie zmodyfikowanego algorytmu A*.

4. Opis modyfikacji metody Edmondsa-Karpa [36]

Jak zauwazono wczesniej, problem znajdowania przeptywu zaspokajajacego
o minimalnym koszcie mozna zastosowa¢ do wyznaczania K drog rozlacznych.
Wymagana jest modyfikacja modelu opartego na reprezentacji grafowo-sieciowej
polegajaca na dodaniu do kazdego tuku dodatkowej informacji oznaczajacej mak-
symalng przepustowo$¢ tuku. Rozwigzanie tego problemu polega na wyznaczeniu
drég w taki sposob, aby mozna bylo przez nie przestac przeptyw o wartoéci doktadnie
K, przy czym przepltyw moze skladac si¢ z wielu drog, a przez kazda z nich mozna
przesta¢ maksymalnie takg wartos¢, jaka jest minimalna wartos$¢ przepustowosci
tuku wchodzacego w sklad danej drogi.

W klasycznym problemie przeptywu zaspokajajacego o minimalnym koszcie
[10] wyznacza si¢ przeptyw pomiedzy para wierzcholkow s-, a nie jak w opisywa-
nym do tej pory problemie, pomigdzy KM parami wierzchotkow

(V1> o2 V1> oo (Vg V). Aby wyznaczy¢ przeplyw przechodzacy przez
wiele par, wprowadza si¢ dodatkowe superwierzcholki [5] S oraz T, w taki sposob, ze
wierzchotek S pofaczony jest z kazdym wierzchotkiem v, ,k =1, K tukiem o koszcie 0
i przepustowosci 1, za$ wszystkie inne pofaczenia do wierzchotkéw v, (wierzchotkow
poczatkowych dla kazdego obiektu) s3 usuwane. Podobnie wszystkie tuki wychodzace
zwierzchotkow v,, ,k =1,K sa usuwane, za$ wprowadzane s3 nowe tuki o koszcie 0
i przepustowosci 1 z wierzchotkéw vy, do wierzchotka T (patrz rys. 3).

Przeplyw zaspokajajacy (o wartosci K) o minimalnym koszcie wyznaczany
jest z superwierzchotka S do superwierzchotka T. Ta modyfikacja zapewnia jednak
jedynie wyznaczenie K rozlacznych drég z S do T przechodzacych przez wierz-
chotki v, ivy, (k,k, =1,K), nie gwarantujac, ze k; = k, tzn. nie ma gwarancji, ze
wyznaczona droga bedzie przechodzila przez wierzchotki posrednie zdefiniowane
dla jednego obiektu (patrz rys. 4). Aby problem przeptywu w pelni odpowiadat
omawianemu problemowi wyznaczania roztacznych drég, zostanie zaproponowana
prosta modyfikacja metody Edmondsa-Karpa [10].
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Rys. 3. Dodanie superwierzcholkéw Si T do grafu. Wierzcholki s, = v,,, s, = v;, sa wierzchotkami
poczatkowymi odpowiednio pierwszego i drugiego obiektu, za$ t, = v,,, t, = v,, wierzchotkami
konicowymi dla tych obiektéw (K =2, N =2)

Rys. 4. Przyklad rozwigzania problemu przeptywu bez modyfikacji. Wyznaczone drogi przechodza
przez wierzcholki, ktore miaty naleze¢ do réznych drég s,>t,; s,

Poniewaz jednym z ograniczen natozonych na wyznaczone drogi jest ich rozlacz-
nos¢, kazdemu tukowi nalezy przypisac identyczna wartos¢ przepustowosci rowna
1 — wyklucza to mozliwos¢ wykorzystania tuku wiecej niz raz, a wiec zapewnia
roztaczno$¢ krawedziows. Rozwigzaniem problemu roztacznos$ci wierzchotkowe;j
jest zastgpienie wierzchotka v w wejsciowym grafie G dwoma wierzchotkami v,
iv, wtaki sposob, ze do wierzchotka v, wchodza wszystkie te tuki, ktore wchodzity
do wierzchotka v (o identycznych kosztach i przepustowosciach), zas wychodzi
jeden tuk wchodzacy do wierzchotka v,. Lukowi temu nadajemy jednostkowa
przepustowos¢ oraz zerowy koszt przejscia. Do wierzchotka v, wchodzi tylko jeden
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tuk wychodzacy z v;, za§ wychodza z niego wszystkie te tuki, ktére wychodzity
z wierzchotka v (patrz rys. 5).

Przepustowos¢ = 1

Koszt =0 -
o .y . L, =
— N ~—a N ra oy
A —* L o —
o .__\_",""-u._\__\_\__* _'_,_,.,-'-""* N M "'--._,__\__*

Rys. 5. Transformacja wierzchotka v w wierzchotki v;i v,

Ostatnig kwestig do rozwigzania pozostaje uwzglednienie wierzchotkéw posred-
nich w wyznaczanych drogach. Dokonano tego, rozwigzujac problem przeptywu
zaspokajajacego (o wartosci K) o minimalnym koszcie kilkukrotnie dla réznego
zestawu wierzchotkéw poczatkowych oraz koncowych, tzn. jesli k-ta droga ma
przechodzi¢ przez wierzcholtki v,y,...,vy to nalezy rozwigza¢ problem przeptywu
M = N-1 razy, szukajac przeplywu najpierw miedzy K parami wierzchotkéw v,
a v, nastepnie migdzy K parami v, a v, ), konczac na przeptywie migdzy K
parami wierzchotkow v 1), @ vy (patrz rys. 6). Kazdy zestaw K par wierzchotkow,
pomiedzy ktérymi poszukiwany jest przeplyw zaspokajajacy o wartosci K, nazywany
bedzie warstwg; w problemie wejsciowym mozna wigc wyrdzni¢ M warstw.

Rys. 6. Sie¢ z zaznaczonymi warstwami. Obiekt 1 musi przechodzi¢ przez wierzcholki v,,, v,, oraz

v3;, za$ obiekt 2 przez wierzcholki v,,, v,, i v5,. W warstwie 1 wierzchotkami terminalnymi s wierz-

chotki v;;, v5, ¥, 1 vy, za$§ w warstwie 2 wierzchotkami terminalnymi sg v,,, v5,, v5; 1 v5,. Przykltad
podanodlaK=2,N=3

Do rozwigzania problemu przeplywu zaspokajajacego o minimalnym koszcie
uzyto klasycznej metody Edmondsa-Karpa, zaprezentowanej przez autoréw w [10].
Idea tej metody jest, zaczynajac od zerowego przeptywu, powiekszanie go za po-
mocy ,,drog powigkszajacych” (ang. augmenting paths). Drogi wyszukiwane s3 za
pomoca uogdlnienia algorytmu BFES, algorytmu Dijkstry tak, aby znaleziona droga
powigkszajaca byla najkrétsza (najmniejszy koszt) oraz zawierala tylko takie tuki,
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ktére maja dostatecznie duzg przepustowos¢. Po wyznaczeniu drogi, przepusto-
wosci na tukach wchodzacych w jej sklad s3 pomniejszane o najwiekszg wartos¢
przeplywu, jaka mozna przesta¢ przez calg droge, co w rozwazanym przypadku
oznacza ich zerowanie.

Pseudokod metody Edmondsa-Karpa (s — wierzcholek poczatkowy, t — wierz-
chotek koncowy):

(1) ustaw maksymalny przeptyw na zero;

(2) wyszukaj najmniej kosztowna droge z s do t; wszystkie tuki wchodzace do

drogi muszg mie¢ przepustowosc¢ >0;

(3) jesli droga istnieje:

(a) zwigksz warto$¢ maksymalnego przeptywu o warto$¢ najmniejszej prze-

pustowosci tuku nalezacego do wyznaczonej drogi;

(b) zmniejsz przepustowos¢ kazdego tuku nalezacego do drogi o wartos¢

najmniejszej przepustowosci tuku nalezacego do wyznaczonej drogi;

(4) jesli droga nie istnieje — zakoncz.

Jak wspomniano wczesniej, aby zapewnic, ze drogi beda wyszukiwane pomiedzy
wierzchotkami v, a v, 1y n=1,N —1, czyli ze w kazdej warstwie taczone bedg
odpowiednie wierzchotki zdefiniowane dla tego samego obiektu, nalezy wprowadzic¢
dodatkowa modyfikacje, ktora polega na tym, ze kazdy tuk etykietowany jest liczba
catkowita w sposob nastepujacy: kazdy tuk wychodzacy z superwierzchotka S jest
zaetykietowany wartoscig k wtedy, gdy wchodzi do wierzchotka v, oraz kazdy
tuk wchodzacy do superwierzchotka T jest zaetykietowany wartoscig k wtedy, gdy
wychodzi z wierzchotka v, ). Pozostale tuki zostajg zaetykietowane warto$cig
-1 (patrz rys. 7).

Rys. 7. Sie¢ z nadanymi etykietami tukow

W tak zaetykietowanej sieci wyszukiwana jest droga za pomocg zmodyfiko-
wanego algorytmu Dijkstry. Droga wychodzaca z wierzchotka S po przejsciu przez
pierwszy tuk, ktéry ma niezerowa przepustowos¢, zostaje na stale zaetykietowana
wartoscig jego etykiety (etykieta drogi nie zmienia si¢ do konca poszukiwan).
Nastepnie przeszukiwane sg kolejne wierzcholki, do ktérych prowadza tuki o ety-
kiecie -1, czyli przeszukiwanie odbywa sie w sposdb zgodny z klasyczng metoda
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Dijkstry (oczywiscie z uwzglednieniem wymogu na niezerowa przepustowos¢
tukéw). Gdy podczas wyszukiwan napotkany zostanie superwierzchotek T, do
ktorego wchodzi tuk o etykiecie réznej od -1, nastepuje poréwnanie, czy warto$é
etykiety tuku jest identyczna z etykieta drogi. Jesli wartosci sa zgodne, to przejscie
do wierzchotka T jest mozliwe (aktualna wartos¢ przepustowosci jest ustalana na 1),
jesli wartosci etykiet roznig sig, aktualna warto$¢ przepustowosci jest ustawiana
na 0, a wiec wierzcholek T jest niedostepny.

Ostatnig modyfikacja wprowadzong, aby zapewni¢, ze obie metody rozwia-
zuja ten sam problem, jest wprowadzenie progu przejezdnosci, czyli wymogu, ze
wszystkie wyznaczone drogi moga zawierac tylko te tuki, ktérych koszt przejscia
nie przekracza progu przejezdnosci (passability Threshold).

Analiza zfozonosci obliczeniowej zmodyfikowanej metody Edmondsa-Karpa
pokazuje, ze ztozono$¢ ta jest rzedu O(M(A+KAlogV)). Kazda z K drég podzielona
jest na M odcinkdw. Dla kazdego zestawu M odcinkéw (M warstw) wykonywana jest
transformacja grafu polegajaca na dodaniu superwierzchotkéw oraz poszukiwaniu
K drog powigkszajacych przeplyw za pomoca algorytmu Dijkstry. Transformacja
dokonywana jest w czasie O(A), poniewaz nalezy sprawdzi¢ kazdy z tukéw, aby
dokona¢ usuniecia niepotrzebnych tukéw, zas algorytm Dijkstry dziala w czasie
O(A logV).

Cho¢ teoretyczna zfozono$¢ tego algorytmu jest lepsza od zlozonosci obliczenio-
wej metody SGDP, w praktyce czas wykonania jest wiekszy, poniewaz w omawianej
metodzie algorytm Dijkstry przeszukuje caly graf wejsciowy, a nie, jak w przypadku
metody SGDP, maty podgraf grafu wejsciowego (patrz wyniki w rozdziale 5).

5. Wyniki eksperymentéow

Badania zostaly przeprowadzone na grafach przedstawiajacych rzeczywiste
obszary terenu. Grafy zawieraly od 5000 do 30000 wierzchotkéw, dla liczby obiektow
K =12, 3,4, 5} iliczby punktéw posrednich N = {2, 3, 4, 5}. Punkty posrednie byly
losowane. Badania metody SGDP przeprowadzono dla prawie kazdego mozliwego
zestawu warto$ci parametrdw, przy czym uzyto konfiguracji, jak ponizej.

Strategie generowania szerokosci pasa:

— ConstantWidthOfStripStrategy — domyslna wartos$¢ szerokosci pasa =

10,0;
— RandomWidthOfStripStrategy — zakres losowanych szerokosci < 5,0; 10,0
>; minimalny przyrost szerokosci 0,5.

Metode¢ SGDP badano przy trzech zestawach strategii stopu:

— {TimeLimit; MaxIterationNumber};

— {TimeLimit, MaxlIterationNumber, NextSolutionBetter Than};

— {TimeLimit, MaxlIterationNumber; NFeasibleSolutionFound}.
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Domyslnymi parametrami byly dla nich:

— TimeLimit — limit czasu = 5000 ms;

— MaxlIterationNumber — maksymalna liczba iteracji = 10;

— NextSolutionBetterThan — minimalna poprawa warto$ci funkgji celu = 5,0;

— NFeasibleSolutionFound — maksymalna liczba znalezionych rozwigzan

dopuszczalnych = 4.

Wyniki otrzymane z obu metod zostaly poréwnane réwniez z rozwigzaniami
optymalnymi problemu (1)-(7) otrzymanymi z solvera CPLEX 7.0 znajdujacego
sie w pakiecie GAMS 2.0. Obliczenia przeprowadzono na procesorze Intel® Core™
i5 430i, 2x2.27 GHz.

Rys. 8. Typowe grafy prostokatne reprezentujace fragment terenu. Kolorem oznaczono koszt przy-

pisany do wierzchotkow: jasniejszy kolor oznacza lepiej przejezdne obszary, najciemniejszy oznacza

przeszkody takie jak lasy, rzeki, jeziora, zabudowania. Im jasniejszy kolor, tym mniejszy koszt przejécia

danego obszaru; a) graf o 7540 = 65 x 116 wierzchotkach reprezentujacy teren w poblizu Drawska

(Polska); b) graf 0 25000 = 125 x 200 wierzchotkach reprezentujacy teren w poblizu Radomia (Polska)
wraz z dwoma wierzchotkowo-roztgcznymi drogami wyznaczonymi metodg SGDP

Na wykresie $redniego czasu obliczen dla poszczegdlnych metod (wykres 1)
zastosowano skale logarytmiczng. Wida¢, ze metoda SGDP jest $rednio o jeden
rzad wielkosci szybsza od metody Edmondsa-Karpa (E-K) i pie¢ rzedow wielkosci
od metody z solvera CPLEX. Réznice w $rednim czasie wykonania tych samych
zadan przez SGDP oraz E-K dobrze pokazuje wykres 2.

Przeprowadzono réwniez szczegélowe badania wplywu zastosowania réznych
strategii w metodzie SGDP. Badania pokazaly, ze algorytm dziala szybciej przy
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Wykres 1. Sredni czas wykonania dla metody SGDP, Edmondsa-Karpa oraz zadania optymalizacyj-
nego rozwiazywanego przez CPLEX (skala logarytmiczna)
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Wykres 2. Sredni czas wykonania dla metody SGDP i Edmondsa-Karpa

zastosowaniu strategii generowania statej szerokosci pasa (Constant WidthOfStrip)
i cho¢ réznica dla matych wartosci V (liczby wierzchotkéw) jest znikoma (ok. 20 ms),
powieksza sie w miare wzrostu V (do 220 ms).

Znacznie wigksza réznica w czasie wykonania wystepuje dla réznych strate-
gii generowania kolejnosci obiektow (wykres 3). O ile nie ma znaczacych réznic
pomiedzy stosowaniem strategii Ascending i Descending, o tyle czas potrzebny do
obliczen przy wykorzystaniu strategii Random jest dtuzszy.

Jeszcze wigksze roznice w czasie wykonania mozna zauwazy¢ z danych przed-
stawionych na wykresie 4. Algorytm dziala istotnie szybciej (prawie dwukrotnie)
dla trybu zakfadajacego jednakows szerokos$¢ dla wszystkich pasow.

Istotng réznice w czasie wykonania algorytmu powoduje réwniez wybdr
zestawOw strategii stopu (wykres 5). Jest to spodziewany wynik, poniewaz wybor
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Wykres 3. Sredni czas wykonania metody SGDP z podzialem na strategie generowania kolejnosci
obiektow
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Wykres 4. Sredni czas wykonania metody SGDP dla dwéch trybéw: jednakowa szerokos¢ pasa dla
wszystkich obiektow (SameWidth) oraz rdzna szerokos$¢ pasa dla réznych obiektow (Various Width)

bardziej restrykcyjnych strategii stopu zmusi algorytm do wczesniejszego zakon-
czenia dzialania, moze jednak réwniez spowodowa¢ nieznalezienie rozwigzania
lub znalezienie rozwigzania odleglego od optymalnego.

Z zaprezentowanych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze w praktyce czas obliczen
dla metody SDGP jest liniowy wzgledem rozmiaru danych (liczby wierzchotkéw
grafow wejsciowych). Stwierdzenia takiego nie mozna sformutowa¢ o metodzie
Edmondsa-Karpa, poniewaz obserwowany fragment krzywej sugeruje wyzszy rzad
funkcji zlozonosci. Metoda Edmondsa-Karpa wymaga zdecydowanie wigkszej
ilosci pamigci (wykres 6), co nie powinno dziwi¢, poniewaz metoda SGDP bazuje
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Wykres 5. Sredni czas wykonania metody SGDP dla réznych zestawdw strategii stopu
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Wykres 6. Poréwnanie $redniej liczby zajetych bajtéw pamigci przez metody SGDP i Edmondsa-Karpa

gléwnie na podgrafach grafu wejsciowego, co znacznie redukuje nie tylko czas
obliczen, ale i wymagana ilo$¢ pamieci.

Podobnie jak dla $redniego czasu wykonania, przeprowadzono szczegélowe
badania metody SGDP z podzialem na rézne strategie i tryby poszukiwan. Nie
wykazaly one jednak praktycznie Zadnych réznic, dlatego tez wyniki nie zostana
zaprezentowane i beda traktowane jako nieistotne dla dalszej analizy.

Omawiane metody rozwigzania problemu wyznaczania K drég rozigcznych
zostaly poddane réwniez badaniu wrazliwosci ze wzgledu na czas wykonania. Miara
wrazliwosci rozumiana jest jako najwieksza réznica miedzy czasami wykonania
algorytmu dla dowolnych réznych zestawéw danych wejsciowych. Na wykresie 7
wida¢, ze metoda SGDP jest zdecydowanie mniej wrazliwa. Wykres wrazliwosci
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Wykres 7. Poréwnanie $redniej wrazliwosci ze wzgledu na czas wykonania metod SGDP, Edmondsa-
-Karpa (skala logarytmiczna)

sugeruje zaleznos¢ logarytmiczna, natomiast wykres dla metody Edmondsa-Karpa
sugeruje zaleznos$¢ wielomianowa. Nalezy doda¢, ze obie metody sg bardzo wrazliwe,
poniewaz $redni czas wykonania dla metody SGDP wynosit od 139 do 1691 ms (w
zaleznosci od rozmiaru grafu), a srednia eksperymentalna wrazliwos¢ ze wzgledu
na czas wykonania wynosila 820-5754 ms, natomiast dla metody Edmondsa-Karpa
$redni czas wynosi 800-42237 ms przy wrazliwosci 1187-78102 ms.

Metoda SGDP wykazuje si¢ duza wrazliwoscig ze wzgledu na czas wykonania
przy zmianach strategii generowania szerokosci pasa (wykres 8). Moze by¢ to spo-
wodowane wystepujacymi przypadkami nieznajdowania drég, dla ktérych wynik
moze pojawic sie juz w pierwszych kilkudziesigciu milisekundach (szczegélnie dla
deterministycznych strategii, ktére umozliwiaja sprawdzenie tylko jednej wartosci
danego parametru).
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Wykres 8. Wrazliwo$¢ metody SGDP ze wzgledu na czas wykonania z podzialem na strategie gene-
rowania szerokosci pasa
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Dla badanych strategii generowania kolejnosci obiektéw duzych réznic nie
odnotowano. Najwigksze roznice wrazliwosci otrzymano, badajac metode SGDP
przy stosowaniu réznych zestawow strategii stopu (wykres 9).
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Wykres 9. Wrazliwos¢ metody SGDP ze wzgledu na czas wykonania z podzialem na zestawy strategii
stopu
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Wykres 10. Wrazliwo$¢ metody SGDP ze wzgledu na czas wykonania z podzialem na tryb poszukiwan:
wspolna szeroko$¢ dla wszystkich obiektow (SameWidth) oraz rozna szerokos$¢ paséw dla réznych
obiektéw (Various Width)

Wrazliwos¢ SGDP moze by¢ nawet pieciokrotnie razy wigksza od $redniej
wartosci. Jest to wlasno$¢, ktéra moze wykluczy¢ metode SGDP z zastosowan,
gdzie potrzeba bardzo dokladnego oszacowania czasu wykonania algorytmu (np.
w systemach czasu rzeczywistego).

Badania pokazaly, ze stosowanie wspolnej szerokosci dla wszystkich obiektow
jest mniej wrazliwe ze wzgledu na czas wykonania.
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Wspolczynnik skutecznosdci pozwoli oszacowad, dla jakiego procentu liczby
przypadkow danych zostanie znalezione rozwigzanie dopuszczalne, jesli takie roz-
wigzanie istnieje (istnienie rozwigzania dopuszczalnego weryfikowane jest przez
solver CPLEX). Jest to pierwszy krok na drodze do wyznaczenia eksperymentalnych
wspotczynnikéw aproksymacji.

Na wykresie 11 przedstawiono wspélczynniki skutecznosci dla badanych przy-
padkéw danych wejsciowych. Mozna zauwazy¢, ze metoda Edmondsa-Karpa daje
bardzo dobre wyniki (na poziomie 0,99) w tescie skutecznosci, natomiast metoda
SGDP gorsze, ale réwniez do przyjecia (na poziomie 0,95). Jest to wynik spodziewany,
poniewaz jesli droga istnieje w mniejszym podgrafie, na pewno bedzie istnie¢ réwniez
i w wigkszym (zbior wierzchotkow podgrafu wiekszego zawiera wszystkie wierzchotki
podgrafu mniejszego). Jednoczesnie z analizy wykresu wynika, ze dla zastosowanych
danych testowych skuteczno$¢ metod byta bardzo dobra w przypadku graféw o liczbie
wierzchotkow wigkszej od ok. 8000. Cho¢ metoda SGDP, w przeciwienstwie do Ed-
mondsa-Karpa, potrafi poszukiwa¢ drdg z rézna kolejnoscia obiektow, jest to jednak
element, ktéry niezwykle rzadko wplywa na poprawe wspoélczynnika skutecznosci,
cze$ciej natomiast wpltywa na wspdtczynnik dokladnosci rozwigzania.
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Wykres 11. Wspotczynnik skutecznosci dla metody SGDP i metody Edmondsa-Karpa

Ze wzgledu na przyjete parametry domyslne strategii generowania szerokosci
pasa, a wiec takie, ze maksymalna szeroko$¢ pasa generowana strategia Random-
StripWidthStrategy jest rowna stalej szeroko$ci generowanej przez strategie Con-
stantWidthOfStrip, zmiana tych strategii nie ma praktycznie Zadnego wptywu na
skuteczno$¢. Réwniez zadnych znaczacych zmian w wartosci eksperymentalnego
wspolczynnika skutecznosci nie pokazaly ani zmiany zestawow strategii stopu, ani
zmiana parametru odpowiedzialnego za wyszukiwanie drég ze wspdlna lub rézna
szeroko$cig pasa.
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Poniewaz wspotczynnik skutecznosci metody SGDP i Edmondsa-Karpa jest
na rozsadnie wysokim poziomie ($rednio powyzej 0,95 dla duzych wartosci V),
warto zbada¢ eksperymentalne wspoélczynniki aproksymacji. Ich warto$ci moga
przesadzi¢ o przyjeciu badz odrzuceniu metod jako sposobdéw rozwiazania bada-
nego problemu.

Badania wykazaly, ze §redni eksperymentalny wspoélczynnik aproksymacji
dla metod SGDP i Edmondsa-Karpa jest bardzo blisko 1 dla wigkszosci badanych
przypadkéw. Sredni eksperymentalny wspdtczynnik aproksymaciji na poziomie
1,03 oznacza, ze znalezione rozwigzania s3 gorsze od optymalnych zaledwie o 3%.
Pozwala to zaliczy¢ badane metody do grona metod dajacych bardzo dobre wyniki.
Na wykresie 12 wida¢, ze dla badanych graféw o malych liczbach wierzchotkow
(V) metoda SGDP uzyskala przewage nad metoda Edmondsa-Karpa, co musialo
by¢ spowodowane zmiang kolejnosci przeszukiwan obiektow. Dla wiekszosci przy-
padkéw jednak metoda Edmondsa-Karpa okazala sie blizsza znalezieniu rozwigzan
optymalnych, cho¢ nieznacznie.
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Wykres 12. Sredni eksperymentalny wspotczynnik aproksymacji dla metod SGDP i Edmondsa-
-Karpa

Przeprowadzono réwniez szczegélowa analize metody SGDP i wptywu doboru
jej strategii na warto$¢ $redniego eksperymentalnego wspoétczynnika aproksymacji.
Obliczany jest jako $rednia arytmetyczna z wartosci eksperymentalnego wspot-
czynnika aproksymacji z wielu uruchomien algorytmu dla wielu zestawéw danych
okreslonego rozmiaru. Im mniejsza wartos¢ tego wspotczynnika, tym algorytm jest
bardziej preferowany. Wykazano, ze lepsze (blizsze optymalnym) rozwigzania daje
strategia generowania szerokosci pasa Constant WidthOfStrip (wykres 13). Wplyw
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Wykres 13. Sredni eksperymentalny wspétczynnik aproksymacji dla metody z podziatem na strategie
generowania szerokosci pasa

strategii generowania kolejnosci obiektéw wydaje si¢ nie miec¢ znaczenia, ale za to
wykres zalezno$ci sredniego eksperymentalnego wspdtczynnika aproksymacji od
wybranych zestawow strategii stopu kaze sklaniac si¢ ku zestawowi [ TimeLimit]
[MaxIterationNumberStopStrategy], jednak przewaga tego zestawu nad innymi
badanymi jest niewielka (wykres 14).
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Wykres 14. Sredni eksperymentalny wspotczynnik aproksymacji dla metody z podzialem na wybrane
zestawy strategii stopu

W celu sprawdzenia, jak silnie moga rézni¢ si¢ znajdowane rozwigzania do-
puszczalne przez metody SGDP i Edmondsa-Karpa od rozwigzan optymalnych
znajdowanych przez solver CPLEX 7.0, wyznaczono maksymalny eksperymentalny
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wspolczynnik aproksymacji. Okazuje sig, ze wspolczynnik ten jest rowniez na bar-
dzo dobrym, niskim poziomie (ponizej 1,05 dla metody Edmondsa-Karpa i nieco
gorszy, bo na poziomie 1,05-1,15 dla SGDP).

Analiza metody SGDP pod katem zmian strategii generowania szerokosci
pasa ponownie wskazala na wyzszos$¢ strategii generujacej stalg szerokos¢ pasa
nad strategia RandomStrip WidthStrategy.

Analiza zmian pozostalych strategii nie wykazala zdecydowanego wptywu
ktorejkolwiek z nich na badany wspoélczynnik. Podobnie analiza zmian parametru
odpowiedzialnego za poszukiwanie drég z jednakowa lub rézng szerokoscia pa-
séw dla wszystkich obiektéw nie wykazata praktycznie zadnych zmian w warto$ci
maksymalnego eksperymentalnego wspotczynnika aproksymacji.
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Wykres 15. Maksymalny eksperymentalny wspotczynnik aproksymacji dla metod SGDP i Edmondsa-
-Karpa
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Wykres 16. Maksymalny eksperymentalny wspélczynnik aproksymacji dla metody SGDP z uwzgled-
nieniem zmian strategii generowania szerokosci pasa
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6. Podsumowanie

W pracy zaprezentowano metody rozwigzywania problemu znajdowania naj-
krotszych drog roztacznych w grafach prostokatnych. Algorytmy te moga by¢ uzyte
do planowania przemieszczenia, np. planowania tras w symulatorach pola walki.

Metody dokladne (np. zaimplementowane w solverze CPLEX) majg niedopusz-
czalnie duzy czas dzialania, dlatego naturalnym kierunkiem rozwoju badan w tej
dziedzinie jest konstrukcja algorytméw aproksymacyjnych lub takich, ktdre, cho¢
nie zapewniajg 100% skutecznosci, charakteryzuja sie bardzo dobrymi warto$ciami
eksperymentalnych wspétczynnikéw aproksymacji.

Analiza wybranych metod ze wzgledu na zdefiniowane miary oceny wykazata,
ze zaimplementowane metody (SGDP, Edmondsa-Karpa) sa:

a) szybkie — $redni czas wykonania jest kilka rzedow wielkosci lepszy niz

$redni czas wykonania przez solver CPLEX;

b) skuteczne — wspdlczynnik skutecznosci na poziomie 0,99 dla metody
Edmondsa-Karpa i 0,95 dla SGDP pokazuja wysoki odsetek przypad-
kow, w ktérych metody te znajduja rozwigzania dopuszczalne (o ile one
istnieja);

c) bardzo doktadne — wspolczynniki aproksymagji bliskie 1; bardzo dobra
warto$¢ Sredniego eksperymentalnego wspotczynnika aproksymacji i nieco
tylko gorsza warto$¢ maksymalnego eksperymentalnego wspotczynnika
aproksymacji;

d) wrazliwe ze wzgledu na czas wykonania — wartosci maksymalnych war-
tosci wrazliwosci sg duze, jednak nawet dla najgorszych przypadkow czas
znalezienia rozwigzan przez te metody jest do przyjecia.

Zastosowane ograniczenie przestrzeni poszukiwan przez metode SGDP pro-
wadzi do znacznego przyspieszenia dziatania algorytmu kosztem niewielkiej straty
skutecznosci i dokladnosci.

Zauwazono, ze zastosowanie losowosci w metodzie SGDP, zarowno podczas
wyznaczania szeroko$ci pasa jak i przy wyznaczaniu kolejnosci obiektéw nie po-
prawito badanych charakterystyk, z wyjatkiem nieznacznej poprawy wrazliwosci
ze wzgledu na czas wykonania.

Poniewaz oba zaprezentowane algorytmy sg algorytmami aproksymacyjnymi,
wydaje sie niezbedne okreslenie warunkéw koniecznych i wystarczajacych do zna-
lezienia rozwigzan optymalnych oraz oszacowanie teoretycznego wspdlczynnika
aproksymacji. Dodatkowo wydaje sie kluczowe zbadanie wptywu liczby wierzchot-
kow posrednich oraz liczby obiektéw na wrazliwo$¢ algorytmu oraz dokonanie
kalibracji parametréw dla réznych strategii poszukiwan dla metody SGDP.

Mozliwe jest rozszerzenie badanego problemu na inne kryteria, np. minima-
lizacja kosztu najdluzszej z drég, problem wielokryterialny itd. Warto réwniez
zwrdci¢ wigksza uwage na mozliwos¢ zréwnoleglenia obliczen.
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Artykut wplyngt do redakcji 25.01.2011 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w lutym 2011 .
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Z. TARAPATA, S. WROCLAWSKI

Methods for solving node-disjoint shortest paths visiting specified nodes problem
in mesh networks

Abstract. In the paper, models and methods for solving K node-disjoint shortest paths visiting
specified nodes problem in mesh networks (based on a graph G) have been presented. The problem
has been defined as continuous linear programming problem and two approximation methods for
solving it have been presented: SGDP method (based on some iterative procedure of finding shortest
paths in subgraphs of G) and modification of Edmond’s-Karp method for solving minimal cost flow
problem. Complexity and quality analysis of presented methods based on experimental results using
real terrain models have been done.

Keywords: node-disjoint paths; battlefield simulation; subgraphs generating; movement planning






