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Streszczenie. W pracy przedstawiono analize poréwnawcza zachowan mechanicznych protezy
szkieletowej w oparciu o badania symulacyjne modelu matematycznego i pomiary laboratoryjne
wykonane na rzeczywistym modelu protezy.

Analiz¢ doswiadczalng protezy oparto gldwnie na ocenie wartosci przesunigé¢ liniowych siodta
protezy pod wplywem symulowanych sit zgryzu przyktadanych dynamicznie do wybranych weztéw
modelu protezy.

Weryfikacje numeryczng przeprowadzono, positkujac si¢ metoda elementéw skoniczonych MES.
Stowa kluczowe: modelowanie numeryczne, biomechanika stomatologiczna, kinematyka protez
Symbole UKD: 519.6, 519.7

1. Wprowadzenie

Przedmiotem opracowania jest analiza numeryczna skrzydtowej protezy
szkieletowej pod wplywem obcigzenia dynamicznego. Poddana analizie proteza
doswiadczalna (rys. 1) jest replika klinicznego uzupelnienia protetycznego, ktore
zostalo wykonane i zastosowane z powodzeniem u cierpigcego na brak szesciu
zebow pacjenta [1].

Dla potrzeb analizy badawczej, majgcej na celu okreslenie i zmierzenie zacho-
wania si¢ modelu protezy pod wplywem obcigzenia dynamicznego, wykonano
specjalistyczne stanowisko pomiarowe (rys. 2) [2].
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Rys. 1. Doswiadczalna proteza zgbowa z wyrdznionymi punktami (23-27)przykladanych obcigzen
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Rys. 2. Schemat stanowiska pomiarowego

2. Pomiar dynamiczny — zalozenia podstawowe

Pod pojeciem analizy dynamicznej, sprowadzonej do potrzeb niniejszego
opracowania, rozumiemy rozwigzanie réwnania opisujacego uklad bedacy w stanie
ruchu, ktérego zmienno$¢ (przyspieszenia, opdznienia) powoduje powstawanie i,
co za tym idzie, koniecznos$¢ uwzgledniania w obliczeniach, sit bezwtadnosci.

Rozpatrujemy ruch harmoniczny (drgajacy) wzgledem réwnowagi statycznej,
osiggnietej w wyniku statycznego dziatania mas obcigzajacych uktad. Stan mak-
symalnego obcigzenia konstrukgji jest wynikiem acznego, statycznego dziatania
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niezmieniajacych sie obciazen, sity wymuszajacej oraz maksymalnych (amplitud)
sit bezwladnosci poszczegolnych mas.

I tak podczas pomiaru zaleznosci sifa-odksztalcenie protezy uwzgledniono
zjawisko ruchu oscylacyjnego wokot potozenia réwnowagi statycznej, przy czym
zakres samej analizy $wiadomie ograniczono do opisu wielko$ci i rozktadu mas oraz
opisu zewnetrznych sit czynnych (wzbudzen) jako zaleznych od miejsca i czasu.

3. Opis wystepujacego obciazenia dynamicznego

W celu jednoznacznego okreslenia obciazenia dynamicznego niezbedne jest
poznanie jego sposobu przytozenia, kierunku dzialania i zmiennosci w czasie.

Polozenie i wspolprace punktéw masowych okreslamy zwykle przy pomocy
dynamicznych stopni swobody. Ich liczba jest poczatkowo réwna liczbie lokalnych
(statycznych) stopni swobody, z biegiem prac dyskretyzacyjnych (uproszczeniowych)
ulega znacznemu ograniczeniu.

Ruch oscylacyjny wzgledem potozenia obojetnego wystapi wowczas, gdy wy-
chylenia od tegoz potozenia sg ograniczone i okresowe

g)=qt+n-T), n=12,.. (1)

Zapis (1) jest przedstawieniem ruchu okresowego w okresie T. Powtarzajacy
sie fragment czynnosci zawarty w tym okresie nazywany jest cyklem.

W prezentowanym ukladzie obserwujemy oddziatywanie na konstrukeje (pro-
teze) zmiennej sily p(t) w czasie t. Sita ta wywoluje wymuszone zginanie protezy.

Efekty dynamicznego dzialania obcigzenia (w poréwnaniu do obcigzenia
statycznego) sa w konsekwencji jako$ciowo identyczne, a zatem sg w obliczeniach
konstrukcji w pelni miarodajne. Wymagane jest jedynie okreslenie tzw. dynamicz-
nego wspolczynnika obcigzenia, zwanego po prostu wspotczynnikiem dynamicznym
(DLF). Wspdlczynnik ten okresla bezposredni stosunek maksymalnych przemiesz-
czenn wywolanych obcigzeniem dynamicznym do przemieszczen, jakie powstalyby
pod wplywem obcigzenia statycznego.

Korzystajac z obowigzujacego nadal warunku proporcjonalnosci przemieszczen
statycznych do wywolujacych je obcigzen, mozemy okresli¢ nieznane obcigzenie
dynamiczne jako obcigzenie zastepcze w postaci

P* = DLF : pstatycznc ° (2)
Warto$¢ wspdtczynnika dynamicznego mozna okresli¢ analitycznie (chociazby

na podstawie najmniejszej warto$ci wlasnej) lub doswiadczalnie — za pomoca
pomiaréw drgan rzeczywistych konstrukeji.
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4. Drgania harmoniczne — opis szczegélowy

Dla potrzeb niniejszych obliczen, prowadzonych za pomocg metody elementow
skonczonych (MES), (tak jak w obliczeniach statycznych [3]), wybrane punkty
wezlowe konstrukeji obcigzane sg (,harmonizowane”) przy pomocy sil wzbudza-
jacych, obliczonych w oparciu o pulsacje ), mianowicie:

b
. P>
p(O)=p,-sin(Q-0)=|"" . (3)

p)'l
Z ciaglego, zmiennego ruchu wybieramy ,,czasowy” przyrost (krok) prze-
mieszczenia:
0,(t)=d, -sin(Q-?). (4)

Obowigzuje tu réwniez stosowany w statyce zapis rozwigzania macierzowego
MES w postaci:

Ké=p, (5)

gdzie: K — macierz sztywnosci;
d — niewiadome przemieszczenia;
p — obcigzenia.

Co wigcej, fatwo si¢ on rozszerza na omawiane zagadnienie dynamiki, poprzez
wprowadzenie do weztéw ukladu masowych sit bezwtadnosci M &7, przez co uzy-
skujemy rozszerzony uktad w postaci:

K o(t) + M 67(¢) = p(1), (6)

gdzie: M — macierz mas;
0”(t) — druga pochodna przemieszczenia wzgledem czasu.

W powyzszym zapisie, znanym zreszta pod postacig réwnania ruchu, $wiadomie
pomijamy skladnik odpowiadajacy za tlumienie.

Po podstawieniu réwnan (3) i (4) do réwnania ruchu (6) otrzymamy réwnanie
algebraiczne

(K- QM) d,=p,, (7)

ktorego rozwigzanie (d,) daje amplitud¢ wymuszenia.
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Pelng warto$¢ amplitudy wymuszenia okresla zaleznos¢

6(t) = 6,(t) + 6,(1), (8)
gdzie: §,(t) jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego
K o(t) + M 67(t) = {0} )

znanego bardziej pod postacig drgan swobodnych (wlasnych).

Nalezy zauwazy¢, ze dokladna warto$¢ rozwigzania, uzyskana ze wzoru (8), jest
rzadko w praktyce wymagana, gdyz towarzyszace wymuszeniom harmonicznym
drgania wlasne z powodu sit ttumigcych bardzo szybko zanikaja. Dalsze rozwazania
koncentruja si¢ na okresleniu wartosci wg zaleznosci (4).

Jezeli mamy wyznaczone sity wezlowe dla réznych pulsacji Q;,

p, =P -sinQ, -t, (10)

mozemy otrzymac cze$ciowe rozwigzanie rownania ruchu (6) przez superpozycje,
to znaczy wyzej opisane postepowanie prowadzimy oddzielnie dla pulsacji wzbu-
dzajacej ), a otrzymane rezultaty sumujemy. Podobnie mozemy postapi¢, gdy nie
wszystkie wzbudzenia wystepuja z takim samym przesunieciem fazowym, np.

p,=PB-(sinQ,-t+a,). (11)

5. Wyniki analizy numerycznej protezy

W oparciu o przedstawione ustalenia dokonano analizy poréwnawczej protezy.
Z obszernego spektrum wynikéw pomiaréw, poprowadzonych dla réznych
obcigzen, przyjeto do poréwnan rezultaty pracy protezy pod obcigzeniem 15 N.
Jest to warto$¢ dajaca w protezie najwieksze z pomierzonych ugiecie. Jest ono

Sygnaly ugie¢ i odksztalcen, zab 6,
obcigzenie = 1,5 kg
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Rys. 3. Wyniki pomiaréw pracy protezy pod zmiennym obcigzeniem 15 N
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warto$ciowo zblizone do ekstremalnych warunkéw ,.eksploatacyjnych” protezy.
Ponadto wartos¢ tego obcigzenia, powiekszona o wspélczynnik dynamiczny, wskaze
ewentualne odstepstwa od pracy liniowe;j.

Cykliczny wykres zmian obcigzenia podczas pracy protezy pokazano na ry-

sunku 4.

Obcigzenie [N]

Wykres zmian obcigzenia

16

et anan N
N / N
ol A\
N \
J /S b
| \
P \
o 02 0,4 0.6 0.8 1

Czas t [sek]

1,2

Rys. 4. Zmienno$¢ obcigzenia wywolujaca efekty pokazane na rysunku 3.
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Rys. 5. Wyniki aproksymacji obciazenia przy pomocy 4 wspolczynnikow A(i)

Analiza numeryczna protezy dokonana zostala przy pomocy Metody Elemen-
tow Skonczonych [4]. Schemat dyskretyzacji (podziat na elementy skonczone)
pokazano na rysunku 6.
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TABELA 1
Poczatkowe wartosci wspotczynnikéw szeregu Fouriera funkcji wymuszenia

Szeregi Fouriera — przyblizona analiza harmoniczna
Szereg-COS
Dlugo$¢ okresu  : 1
Liczba odcinkéw : 20
Wspolrzedne punktoéw zadanych

Wspotczynniki szeregu Fouriera
Punkt X Y
I A B(I)

0 0,000 0,000 0 10,280 0,000
1 0,050 2,500 1 6,528 0,000
2 0,100 5,000 2 -2,108 0,000
3 0,150 7,500 3 -0,349 0,000
4 0,200 10,000 4 -0,343 0,000
5 0,250 12,000 5 -0,300 0,000
6 0,300 14,000 6 -0,162 0,000
7 0,350 14,500 7 -0,120 0,000
8 0,400 15,000 8 -0,187 0,000
9 0,450 14,800 9 -0,203 0,000

10 0,500 15,000 10 0,020 0,000

Obliczone wartosci funkeji
Punkt X Y

0 0,000 0,000
1 0,100 5,000
2 0,200 10,000
3 0,300 14,000
4 0,400 15,000
5 0,500 15,000
6 0,600 15,000
7 0,700 14,000
8 0,800 10,000
9 0,900 5,000

10 1,000 0,000
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Rys. 6. Siatka podzialu MES — zaznaczono wezly podporowe oraz wezel obcigzony

Materiatem, z ktérego wykonana zostata proteza modelowa, jest wironit extra-
hart — stop do odlewania elementéw prac kombinowanych (certyfikat 82593,
CE 0044 ISO 6871-1).

Potrzebne do analizy numerycznej charakterystyki wytrzymalosciowe to:

— modut sprezystoéci podtuznej — E = 170 000 N/mm?,

— wspdlczynnik Poissona — v = 0,3,

— gesto$¢ materiatu — y = 8,2 g/cm’.

W pracy okre$lono réwniez czestotliwoéci wiasne analizowanej protezy. Wyniki
zamieszczono w tabeli 2.

TABELA 2
Czestotliwosci wasne protezy

Opis drgan wtasnych

Nr | Czesto$¢ [rad/s] | Kotowa [Hz] | Czestos¢ f, n [okr./min] | Okres [sek]

1 32,853 5,229 313,721 1,91E-01
2 35,646 5,673 340,393 1,76E-01
3 45,566 7,252 435,123 1,38E-01
4 48,393 7,702 462,116 1,30E-01

5 50,734 8,074 484,47 1,24E-01
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Model protezy jest ukladem ,wysoko strojonym’, co gwarantuje, ze w obszarze
zalozonych drgan harmonicznych nie ma mozliwosci natrafienia na ktérgkolwiek
z czestosci wlasnych. Potwierdzila to réwniez dalsza analiza.

Analize numeryczng przemieszczen przeprowadzono z zamieszczonym wyzej
szczegdltowym opisem metody.

Obcigzenie usytuowano w wezle 27 (rys. 6) dajacym najwieksze ugiecie protezy.

Poréwnania wynikéw ograniczono do maksymalnych ugie¢ protezy.

Zmiennos¢ maksymalnej wartosci ugiecia w okresie potowy okresu (jeden
cykl) oraz w okresie 1,5 T pokazano na rysunkach 71 8.
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Rys. 7. Przebieg maksymalnego ugiecia w czasie 0+0,5 sek.
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Rys. 8. Przebieg maksymalnego ugiecia w czasie 0+1,5 sek.

Deformacje protezy w czasie jej najwickszego wytezenia dla t = 0,5 sek., przed-
stawiono na rysunku 9.
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Rys. 9. Schemat deformacji protezy — czas t = 0,5 sek.

6. Analiza otrzymanych rezultatéw

Przedstawiona analiza potwierdza wizualng ocene pracy protezy jako ukladu wy-
soko strojonego. Duza sztywno$¢ przy matych wymiarach geometrycznych ustawia
pierwsza czgstotliwos¢ rezonansowa na do$¢ wysokim poziomie, niemozliwym do
osiggniecia podczas normalnej eksploatacji protezy, w jej naturalnym otoczeniu.

Oznacza to tym samym, ze:

— amplitudy drgan wymuszonych w tak odleglym obszarze od rezonansu
nie bedg zalezaly w istotny sposéb od ttumienia,

— amplitudy drgan o czestosciach eksploatacyjnych, a wigc znaczaco mniej-
szych od pierwszej czestotliwosci rezonansowej, sg bardzo bliskie prze-
mieszczeniom statycznym wywolanym stalg sila P = 15 N.

Ze wzgledu na zatozong liniowo$¢ pracy rozpatrywanego uktadu protezy mo-
zemy z powodzeniem stosowac zasade superpozycji, obliczajac drgania wymuszone
oddzielnie dla poszczegdlnych skladowych harmonicznych, sumujac nastgpnie
wyniki obliczen.

Dla kazdej skladowej harmonicznej uzyskujemy inna macierz sztywnosci
dynamicznej, co pozwala dokladnie ustali¢ przebieg oraz maksymalne wielkosci
przemieszczen i sit wewnetrznych ukfadu protezy.

Artykut wplyngt do redakcji 3.11.2009 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w listopadzie
2009 .
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Modelling and dynamic analysis of a skeleton’s prosthesis

Abstract. In the research, a comparative analysis was presented. It concerned behaviour of mechanical
skeleton’s prosthesis based on simulating mathematical model and laboratory measurements carried
out on a realistic prosthesis’ model.

Experimental analysis of the prosthesis is based mainly on the evaluation of values of linear movements
of prosthesis’ saddle triggered by simulated forces that were put dynamically to selected prosthesis’
model’s nods.

Numerical verification was carried on the basis of finite elements method (MES).
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