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Streszczenie. W pracy przedstawiono metode analizy statycznego odksztalcania $ciskanych elementow
zelbetowych z uwzglednieniem nieliniowo$ci geometrycznej elementéw i nieliniowosci fizycznych
materialéw konstrukcyjnych: betonu i stali. Dla stali zbrojeniowej zastosowano model materiatu
sprezysto-idealnie plastycznego. Dla betonu przyjeto model materialu sprezysto-plastycznego
z uwzglednieniem oslabienia materialowego. Metode analizy wytezenia ukladu konstrukcyjnego
opracowano z wykorzystaniem metody réznic skonczonych. Opracowano efektywne algorytmy
rozwigzania ukladéw réwnan konstytutywnych i przyrostowych réwnan réwnowagi pretowych
elementéw zelbetowych umozliwiajacych analize wyboczenia.
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1. Wstep

Celem artykulu jest opracowanie modelu obliczeniowego $ciskanych elementow
zelbetowych, ktéry umozliwi badanie zachowania elementu od stanu czysto spre-
zystego, przez stan sprezysto-plastyczny, do pelnego uplastycznienia i zniszczenia
przekroju, z uwzglednieniem wyboczenia.

Opracowanie metody rozwigzania wymaga przeprowadzenia rozwazan w za-
kresie modelowania niesprezystych wlasciwo$ci materialéw konstrukcyjnych oraz
modelowania proceséw odksztalcania $ciskanego elementu zelbetowego.

Modelowanie wiasciwosci materialéw konstrukeyjnych przeprowadzono z wyko-
rzystaniem zalozen teorii plastycznego ptynigcia. Dla stali zbrojeniowej zastosowano
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model materiatu sprezysto-idealnie plastycznego. Dla betonu przyjeto zredukowana
(statyczng) forme niestandardowego modelu dynamicznego odksztalcania [1],
w ktérym pominieto wyznaczanie wytrzymalosci dynamicznej. Model ten opisuje
wlasciwosci sprezyste betonu, ograniczone wiasciwosci idealnego plyniecia plastycz-
nego, ostabienie materialowe oraz zmiany objetosci. W modelu pominieto degradacje
modulu odksztalcenia. Przyjety model betonu umozliwia uproszczony opis stanéw
zniszczenia (zarysowania lub zmiazdzenia) materialu jako stanéw utraty nosnosci
osigganych w procesie oslabienia materialowego przy rozciaganiu lub $ciskaniu.

Analiza obejmuje opis zachowania $ciskanego elementu zelbetowego, mode-
lowanego jako ustroj pretowy. Ustroj ten obcigzony jest statycznie sila normalna,
momentem zginajagcym oraz obcigzeniem cigglym, dziatajacym w plaszczyznie
prostopadtej do osi podluznej elementu. Podstawg teoretycznego modelowania
zachowania elementu konstrukcyjnego sa réwnania teorii duzych przemieszczen
ustroju pretowego. Analiza pracy czynnych sit wewnetrznych obejmuje sity po-
dluzne, poprzeczne i momenty zginajace.

Metode analizy wytezenia ukladu konstrukcyjnego opracowano z wykorzy-
staniem metody rdznic skonczonych. Rozwigzanie ukladéw nieliniowych réwnan
réwnowagi przeprowadzono na podstawie algorytmoéw analizy elementéw pretowych
umozliwiajacych okreslenie standw przemieszczenia, odksztalcenia i naprezenia
z uwzglednieniem efektéw nieliniowosci fizycznej materialéw oraz nieliniowosci
geometrycznej elementu konstrukcyjnego.

2. Modelowanie wlasciwosci materialow konstrukcyjnych
2.1. Stal zbrojeniowa
Przyjeto sprezysto-idealnie plastyczny model stali zbrojeniowej. Rozwazano
zredukowany plaski stan naprezenia, ze wzgledu na charakter pracy wiotkich pretow

zbrojenia w elemencie zelbetowym (rozciagganie lub $ciskanie ze $cinaniem).
Model fizyczny stali zbrojeniowej opisuja réwnania przyrostowe:

n __ O;;l + EsAg?l n __ 0.;2*1 + ZIMSA‘(’TZ (1)
1~ ! 12— n !
1+§Esﬁhn 1+2,usAA

gdzie: E; — modul odksztalcenia;
u, — modul odksztalcenia postaciowego Aej;
i,j =1, 2 — znane przyrosty odksztalcen w stali;
AA" — mnoznik skalarny definiujgcy stan naprezenia;
n — krok chwilowego stanu naprezenia-odksztalcenia.
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Okreslenie skalarnego mnoznika AA" wymaga sprawdzenia wartoéci funkcji
uplastycznienia dla materiatu uplastyczniajacego si¢ zgodnie z warunkiem pla-
styczno$ci Hubera-Misesa-Hencky:

F"=\/I(‘Tzn—1, (2)

y

n_.n _

gdzie: J) = g(o o} —0;0%) — drugi niezmiennik dewiatora naprezenia;

i)

k, — granica plastycznodci stali dla czystego $cinania.

Stwierdzenie przy wstepnym zatozeniu AA" =0,ze F" <0lub F"=0i AF" <0
oznacza czysto sprezysty stan naprezenia (lub odcigzenie), natomiast F” > 0 oznacza
idealnie plastyczny stan naprezenia, dla ktérego nalezy wyznaczy¢ warto$¢ mnoznika
AA" z warunkéw:

F"=0, AF" =0. (3)

Rozwigzanie powyzszego rownania otrzymuje si¢ numerycznie metoda New-
tona, uzyskujac rozwigzanie po i-tej iteracji:

n -1
AA" = AA" _{M} F(AAD ) (4)
() = BN n (i)
0AA( 4
z zalozong dokladnoscig AA:
|AAG) —AA( ) IS AA,. (5)

Rozwigzanie numeryczne nieliniowego réwnania algebraicznego (4) jest dobrze
uwarunkowane — istnieje tylko jeden pierwiastek AA" > 0.

2.2. Beton

Dla betonu przyjeto zredukowang forme niestandardowego modelu dynamicz-
nego odksztalcania [1]. Redukcja ta polega na pominigciu wyznaczania wytrzy-
matosci dynamicznej betonu i umozliwia opis statycznego zachowania materiatu
z uwzglednieniem oslabienia materiatowego.

Model opisuje cztery fazy zachowania betonu (rys. 1): 1° — sprezystego osia-
gania poczatkowej powierzchni plastycznosci; 2° — idealnego ptyniecia plastycz-
nego w ograniczonym zakresie odksztalcenia; 3° — ostabienia materialowego;
4° — zniszczenia (zarysowania przy rozciaganiu lub zmiazdzenia przy $ciskaniu)
interpretowang jako faze¢ naprezen resztkowych.



320 A. Stolarczuk, A. Stolarski

Efpz & — & eg=fc /B¢
i
1L — _
I
| |
I I
| |
, Eclfe |
| |
I I
I I
| |
| |
Kmin - - --rr- - - -- -T—- -0 -~ -,
| | b/ ’_
0 & e Buc gof (= £49)

K(= oqi/f) b

Kmin

Rys. 1. Fazy zachowania betonu

Model fizyczny betonu opisujg réwnania przyrostowe:

no_ Ufil + EcAgfl no_ 0?24 + ZMCAS:TZ (6)
11 1 12 n ’

gdzie: E.— modul odksztalcenia;

u. — modul odksztalcenia postaciowego;
Aej, i, j = 1,2 — znany przyrost odksztalcen w betonie;
AA" — mnoznik skalarny definiujgcy stan naprezenia;
n — krok chwilowego stanu naprezenia-odksztalcenia.
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Okreslenie skalarnego mnoznika AA" wymaga sprawdzenia wartoéci funkcji
uplastycznienia:
7o
P (¢)

gdzie: ai'} — tensor naprezenia;
7y — styczne naprezenie oktaedryczne, jako funkcja drugiego
niezmiennika dewiatora naprezenia;
0, — $rednie naprezenie normalne, jako funkcja pierwszego
niezmiennika tensora naprezenia;
p" () — funkcja okreslajgca ksztalt przekroju powierzchni granicznej
plaszczyzng oktaedryczng o, = const, zalezna od trzeciego niezmiennika
dewiatora naprezenia;
a, b, ¢ — stale materialowe, bedace funkcjami podstawowych
wytrzymatosci betonu dla jednoosiowego i dwuosiowego $ciskania oraz
jednoosiowego rozciggania;
K" — parametr ewolucji powierzchni plastycznosci (tj. parametr
idealnego plyniecia plastycznego-ostabienia materialowego-zniszczenia);
n — krok chwilowego stanu naprezenia-odksztalcenia.

F'(of, K") =[ +K"a]* - K"bo) — K"c, (7)

Stwierdzenie przy wstepnym zalozeniu AA" =0,ze F*<0lub F"=0iAF" <0
oznacza czysto sprezysty stan naprezenia (lub odciazenie), natomiast F" > 0 oznacza
niesprezyste stany naprezenia, dla ktérych nalezy wyznaczy¢ warto§¢ mnoznika
AA" z réwnania:

F n
LCijkl Agy
AA" = il AH.p ) =-Hr ) @)
IF" oF" . 9G"’ e LATre
—A(H. ) +—Cyy ——
oK do; " doy,

ij

gdzie: Cyjy — tensor stalych sprezystosci.

W réwnaniu (8) wystepuja ponadto nastepujace parametry i funkcje.
Parametr ewolucji K" zdefiniowano w nastepujacy sposob (rys. 1):

1 dla &} <ef.

n_ n-1 n p p
K'={K"™+AK" dla &j >¢€f, )

Kin dla &b >el.

gdzie: &§ — efektywne odksztalcenia plastyczne;
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e}, — graniczne odksztalcenia plastyczne w fazie idealnego plyniecia;
P — graniczne odksztalcenia plastyczne w fazie ostabienia materiatowego.

Zmiane AK" parametru ewolucji opisuje nastepujgca zalezno$é:

0 dla &} <ef,
AK"=1H (o)) Al dla &) >eb. (10)
0 dla &l >el,

Bezwymiarowy modul ostabienia ma postac:

1
H(o{) =~ : —. (11)
; —-&, +—+%
o (guc 8fc E )

I
C

(e 0 . . . 4 . . . .
gdzie: o] bezw?rml.arowa mtensywn.osc napreZenia odmesmn,a.wzgle;dem
stanu naprezenia na poczatkowej powierzchni plastycznosci;
€,€,c — odksztalcenia graniczne;
E. — modut odksztalcenia;
f. — wytrzymalosé¢ betonu dla jednoosiowego $ciskania.

Funkcja potencjatu plastycznego G" (0, K"), opisujaca niestowarzyszone pra-
wo plynigcia, zostala przyjeta w postaci zmodyfikowanego réwnania powierzchni
plastycznosci:

f—°+K"a]2—K”903—K"2c=o, (12)
P (p) B

gdzie f to stala materialowa okreslajaca zmiany objetosciowe materiatu podczas
deformacji plastycznych.

G (0}, K") =

Przyjety model odksztalcenia betonu, umozliwia przyblizone modelowanie
mechanizmoéw zarysowania (tj. powstawania, rozwierania i zamykania rys) lub
zmiazdzenia, zaréwno w procesach monotonicznego odksztalcania, jak i w pro-
cesach cyklicznego, przemiennego odksztalcania. Mechanizm zarysowania lub
zmiazdzenia betonu wynika z przyjetego prawa ostabienia materiatowego, ktore
zaklada stopniowg utrate no$nosci materiatu az do osiagnigcia stanu naprezen reszt-
kowych. Wyrdzniono przypadki osiggania stanu naprezen resztkowych: w procesie
rozciagania, dla oy <0 oraz w procesie $ciskania, dla o > 0.
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Osiagniecie stanu naprezen resztkowych w procesie rozciggania (0 0 < 0)
powoduje stan zarysowania i nie oznacza bezpowrotnego zniszczenia materiatu.
Stan zarysowania nie redukuje wytrzymalosci betonu na $ciskanie i mozliwe jest
ponowne odksztalcenie przy $ciskaniu po uprzednim zamknieciu rysy. Przyjmu-
jac €, za warto$¢ trwalego odksztalcenia objeto$ciowego, przy ktorym nastepuje
zarysowanie, to stan rozwarcia uogoélnionej rysy jest okreslony przez warunek
€ < &,, nNatomiast stan zamkniecia rysy i ponowna praca materiatu na $ciskanie
nastepuje gdy &; > ;. Beton uprzednio zarysowany traci zdolno$¢ do ponownego
przenoszenia naprezen rozciggajacych.

Osiagniecie stanu naprezen resztkowych w procesie $ciskania powoduje:

— zmiazdzenie betonu, jezeli, o > 07,

— cze$ciowe zniszczenie, jezeli 0< 0y < 07y,
gdzie 0, jest umowna, graniczng wartoécig $redniego naprezenia normalnego.

Zmiazdzenie betonu oznacza zdolnos¢ do przenoszenia naprezen resztkowych.
Zniszczenie czg$ciowe (analogiczne do procesu zarysowania) charakteryzuje sig
mozliwo$cig ponownego rozpoczecia procesu odksztalcania przy Sciskaniu, jezeli
aktualne odksztalcenie objetosciowe &) jest wieksze od wartoéci granicznej &
osiggnietej w chwili czgsciowego zniszczenia materialu w poprzednim cyklu od-
ksztalcenia.

3. Uklad réwnan podstawowych
3.1. Rownania réwnowagi i zwiazki geometryczne

Analiza obejmuje prace $ciskanego elementu zelbetowego, przedstawionego jako
plaski ustrdj pretowy z uwzglednieniem jego krzywizny poczatkowej. Omawiany
ustrdj obcigzony jest statycznie sita normalng i momentem zginajacym na jednym
z wezlow brzegowych oraz obcigzeniem nieréwnomiernie roztozonym, dzialajagcym
w plaszczyznie prostopadlej do powierzchni przekroju poprzecznego elementu.
Podstawg teoretycznego ujecia zachowania si¢ konstrukeji sa rownania teorii du-
zych przemieszczen ustroju pretowego. Analiza pracy czynnych sit wewnetrznych
obejmuje prace sil podtuznych, poprzecznych i momentéw zginajacych.

W rozpatrywanym elemencie zelbetowym uwzgledniamy charakterystyczne
uwarunkowania geometryczne, tj. zmiany przekroju betonu i stali zbrojeniowej,
zakrzywienie poczatkowe oraz warunki brzegowe wynikajace ze sposobu podparcia
i dzialania obcigzenia zewnetrznego.

W globalnym kartezjanskim uktadzie wspoélrzednych {x, z}, dla ukladu sit
wewnetrznych podiuznych N, poprzecznych Q i momentéw zginajacych M oraz
skltadowych obcigzen zewnetrznych {p,, p,} dzialajacych na odksztalcony element
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o dtugosci ds i kacie nachylenia 6, rézniczkowe réwnania réwnowagi maja postac
(rys. 2):

_O(N c050)+8(Qsin9)+ b.(5)=0
ds 0s "
_9(Nsin®) 9(Qcoso) B
s + P +p,(s)=0 (13)
oM
F
A
z
|
AS

" | L oN
M+ %ds N +§§ds
\\ 0 20
\9+ gds
a4

Q+g%ds

px(s)-ds

W

y

Rys. 2. Schemat ukladu réwnowagi sit wewnetrznych

Uwzgledniamy nieliniowe zwigzki geometryczne, ktore okreslajg odksztalcenie
podiuzne osi srodkowej e(s), zmiang sredniego kata obrotu przekroju poprzecznego
K(s) oraz $redni kat odksztalcenia postaciowego y(s) (rys. 3):

1 ds% —ds®
e(s)=————
s) 2 ds?
do
k(s)=—— (14)
ds

y(S)=p+®, ®=60°-0,

gdzie: ¢ — $redni kat obrotu przekroju poprzecznego;
@ — kat obrotu osi srodkowej preta.
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a)

Rys. 3. Geometria ukladu pretowego

Zaleznosci (14) odniesione s do aktualnej konfiguracji elementu pretowego.
W zaleznosciach tych indeksem (°) oznaczono odpowiednie wielkosci dla konfiguracji
poczatkowej (poprzedniej). Definicja wielkosci e(s) wg zaleznosci (14), dostosowana
zostala do przyjetego oznaczenia dodatniej sity podtuznej jako sity $ciskajacej
(rys. 2).

3.2. Rownania rownowagi wewnetrznej w przekroju poprzecznym

Model obliczeniowy przekroju poprzecznego elementu pretowego opracowano
przy zlozeniu podzialu przekroju na warstwy betonowe o grubosci Ah oraz wyro6z-
nieniu dwu warstw stalowych o przekrojach A, i A, (rys. 4).

ot

Rys. 4. Model zelbetowego przekroju poprzecznego
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Funkcjonowanie modelu obliczeniowego przekroju jest uwarunkowane mo-
delami odksztalcenia betonu i stali oraz hipotezg kinematyczng dla przekroju po-
przecznego. Podstawy tej hipotezy jest zalozenie plaskiego przekroju, ktory nie jest
prostopadly do odksztalconej osi srodkowej elementu. W modelu za o$ $rodkowa
uznawana jest o$ przechodzaca w polowie wysokosci przekroju poprzecznego.
Hipoteza kinematyczna okresla stan odksztalcenia wszystkich warstw przekroju
oraz zasade wspdlpracy warstw przenoszacych naprezenia.

Stan odksztalcenia w poszczegolnych warstwach przekroju poprzecznego dla
kazdego kroku obciazenia n jest okreslony ukladem zaleznosci:

ey, =€"+2,-k", z,={z,,24,2,}, k=12,...,.K (15)

n _.n
Epr =V

Dla znanych odksztalcen podtuznych osi srodkowej e” zmiany $redniego kata
obrotu przekroju poprzecznego k" oraz $redniego kata odksztalcenia postaciowego
", warto$ci sity podtuznej N”, momentu zginajacego M" oraz sil poprzecznej Q"
wyznacza si¢ z rownan rownowagi przekroju poprzecznego:

K
N" = Zafm A+ 0-?151'6%1 + 0?132 A,
k=1

K
M "= 20?1KA<ZK + 0-?151'%1251 + 0-;152&2252 (16)
k=1
K
Q"=
k=:

O A+ 05 A +00GA,,
1

gdzie A; — pole powierzchni k-tej warstwy przekroju.

4. Dyskretyzacja réznicowa elementu pretowego

Réwnania réwnowagi (13) oraz zwiazki geometryczne (14) wraz z modelami
odksztalcenia materiatéw i modelem przekroju poprzecznego zdefiniowanym
réwnaniami (16) stanowia sformutowanie problemu w ramach technicznej teorii
konstrukcji pretowych. Takie przedstawienie problemu odpowiada teorii geome-
trycznie nieliniowej pozwalajacej na opis duzych przemieszczen elementu.

Rozwigzanie uktadu réwnan podstawowych przeprowadzono metodg réznicowa
na podstawie przyjetej dyskretyzacji elementu konstrukcyjnego (rys. 5).

Dyskretyzacja ustrojow pretowych polega na dokonaniu podziatu osi $rod-
kowej pretow weztami o wspdtrzednych {x, z}, i=12,...,i—1i,i+1...,1. Na tej
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podstawie réwnaniom réwnowagi (13) mozna nada¢ forme réznicowa ze wzgledu
na rozniczkowe operatory przestrzenne:

gdzie:

ax)

—N, cosé, + N,,cosb,, +Q,sinf,, —Q,,sinb,, + F, (si ): 0
—N,;sin6,, + N,y sin6,, +Q, cos,, —Q,, cos ,+F, (s,)=0 (17)
M., —M; -Q,As, =0,

o o1
il=i+ > i0=i- 7 oznaczenia posrednich weztéw podzialu
przestrzennego;
Ni+1 + Ni 7 . . . . ..
N, = —=—— — $rednia sifa podtuzna na odcinku (i, i + 1);
L +Q
Q,= % — $rednia sita poprzeczna na odcinku (i, i + 1);

F, (si )= P, (Si )As_i, F, (Si )= P, (si )AS_I — sktadowe obcigzenia i-tego
wezla; - As, +As
AXyy =X =X AZy =7, 7, As; = v Axizl + Azizl' Asi=—2_—1 5 10

— sktadowe dtugosci odcinka (i, i + 1);

. Ay, AX . . S
sing,, = A, cosf,, = —=* — funkcje katéw obrotu odcinkéw (i, i + 1).
Sit ASil
No
l/OZﬂ.
@ @ zZ, W
11 e
12 T
13 T
14Q i1 DGzl g At [y 2]
15 i ;2] e Ml Auft[x;2]7
16 i+t DGzl + 2 [z w
17
18
k22 ”
2 Iy @
e L [x;z]'= [x,z])"+ [Au=0;Aw]"

[x;z]""'= [x,z]'+ [Au;Aw]™?

Rys. 5. Dyskretyzacja elementu konstrukcyjnego
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Dyskretyzacja osi srodkowej modelu pozwala réwniez na réznicowe sformu-
fowanie zwigzkéw geometrycznych (14) w postaci:

1As; —Asi
i —AS;
e (Si )= E—_Z
Asi
K(Si) — Pi __gpio (18)
As;
y(s,) =, + i,
o _PatPo ,, .
gdzie: ¢, = T srednia wartos¢ kata obrotu przekroju poprzecznego
na odcinku (i, i + 1);
— D, +D, . . . iy . .
®; =219 — $rednia warto$¢ kata obrotu osi srodkowej na odcinku
(i, i+ 1);

®, =0% -6, =sin (9?1 - 0i1)= sin@’, -cosf, —cosh, -sinf, — kat

obrotu osi srodkowej na odcinku (i, i + 1).

Dyskretyzacja osi Srodkowej elementu pretowego wymaga rozpatrzenia proble-
mow wynikajacych z przyjetego podziatu przestrzennego. W tym celu przeprowadza
sie pelng analize odksztalcenia/naprezenia przekrojéw poprzecznych, co pozwala
na okreslenie zmian sztywnosci na dlugosci elementow.

5. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe i warunki symetrii wyraza si¢ w sposob typowy dla metody
réznicowej przez wprowadzenie wezlow fikcyjnych: i, =4,i; =1+ 1.

Najbardziej odpowiednie jest formutowanie warunkéw brzegowych przez wpro-
wadzenie tzw. wezla podwdjnego sktadajacego sie z wezla rzeczywistego i, = i, + 1 oraz
pokrywajacego si¢ z nim wezla fikcyjnego i,. W wezlach tych nie wystepuje réznica
przemieszczen i majg one te same wspolrzedne podczas deformacji konstrukeji:

(xir 7, )= (xib 2, )= (x,? .z ] (19)

Wezly te tworzg fikcyjne odcinki brzegowe (iy, i,), dla ktorych, w zaleznosci
od sposobu zamocowania brzegu, przyjmujemy warunki:

Pip1 = k‘/’i,o = k(pirl’ D, = kq)i,o = kq)irl (20)
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gdzie: k=0 — dla brzegu utwierdzonego;
k =1 — dla brzegu przegubowo podpartego.

Wykorzystujac podane zaleznosci, mozna wyznaczy¢ odksztalcenia podtuzne
oraz zmiany $redniego kata obrotu przekroju poprzecznego i $rednie odksztalce-
nia postaciowe w rzeczywistym wezle brzegowym. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze tak
okreslone wielkosci odnoszace sie do wezldéw brzegowych, beda mniej doktadne
niz dla pozostatych wezléw wewnetrznych modelu dyskretnego.

Warunki symetrii w wezle fikcyjnym i, = I + 1 formuluje sie tradycyjnie
w nastepujacy sposob:

(Xl+i'zl+i): (_Xl—i'zl—i )- (21)
Pu="Pip Py =-D. (22)

W przypadku zadanego momentu brzegowego M; =M konieczne jest spet-
nienie réwnania zgodnosci momentéw na brzegu:

Fy =M, - M, - 1=0. (23)

Spelnienie tego warunku wymaga rozwigzania ukladu nieliniowych réwnan
algebraicznych (16) dla obydwu weztéw brzegowych: fikcyjnego iy, i rzeczywistego
i, =i, — 1 wzgledem krzyw12n k ={K; .k}, przy znanych odksztalceniach
podiuznych e={e, .6, 1} i $rednich katach obrotu przekroju poprzecznego

{<pr (plb—l}

Rozwigzanie réwnania (24) otrzymuje si¢ numerycznie metodg Newtona,
uzyskujac wynik po i-tej iteracji:

oF |
M(i-1)
K?i) = K?i_l) i{ } FM?i_l) (24)

! 'b

z zatozong dokladnoscig Ax:
| Ky — Koy |S Ak (25)

W réwnaniu (24) znak ,,+” obowiazuje dla wezla iy, a znak ,,-” dla wezta i, - 1.
Rozwigzanie réwnania (23) w kazdym kroku obcigzenia wymaga przyjecia zero-
wego przybhzema rozwigzania (24) jako wynik z poprzedniego kroku obcigzenia
Kiigy = K"

(i=0)
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6. Metoda rozwigzania ukladu rownan réwnowagi

Rozwigzanie ukladu nieliniowych réwnan réwnowagi (17) przeprowadzono
metoda $ledzenia $ciezki rozwigzania dla wielu zmiennych [2, 3]. Metoda ta jest na-
zywana takze metodg dlugosci tuku (ang. arc-length) lub metoda kontynuacyjna.

W tym celu uklad réwnan (17), ktéry zapisano w macierzowej formie ukladu
funkcji G = (G,, G,, G3) niewiadomych przemieszczen q = (u, w, ¢), jako sume
sktadowych sil wewnetrznych i sktadowych obcigzenia zewnetrznego:

G(q!i): F(q)—/lpzo, (26)
zostanie uzupelniony dodatkowym réwnaniem wiezéw:
f(a,4) =0, (27)

aczacym przemieszczenia q z parametrem obcigzenia A.
Otrzymany w ten sposdb rozszerzony uklad réwnan:

_[Gad)]| g
Q(W)_{f(q,/l)}_o’ W_{A}’ (28)

umozliwia wyznaczenie nie tylko poszukiwanego wektora przemieszczen q, lecz
takze parametru obcigzenia A na nieliniowej $ciezce rownowagi zawierajacej lokalne
punkty graniczne G, i G, (rys. 6).

LA
G(q, 2)=0
Gy
Aq
G
>
q

Rys. 6. Nieliniowa $ciezka rownowagi
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W celu rozwigzania ukfadu réwnan (28), nalezy zastosowa¢ linearyzacje
wzgledem wektora w z wykorzystaniem metody Newtona [4, 5]. W wyniku tej
linearyzacji otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

0G(q,A)Aq + aG(q,/l)A/l}

IQW)AW = {af (0, A)AQ +0f (g, )M (29)
w ktorym wystepuja nastepujace oznaczenia:
0G(q,4) = G’q = K, — macierz sztywnosci stycznej uktadu konstrukcyjnego;
0G(q,A)Al = PAL — wynik linearyzacji réwnania (26) wzgledem 4;
of (q,4)Aq =f"Aq — funkcja gradientu fl = V,f réwnania wiezéw f
wzgledem wektora przemieszczen q;
of (9,4)AM = f,Al — pochodna czgstkowa funkcji f wzgledem parametru
obcigzenia 4.
Wykorzystujac oznaczenia linearyzacji (29), uklad réwnan mozna zapisac

W nastepujacej postaci:
K; -Pl[Aq G
Ll it

Wykorzystujac metode rozwigzania macierzy blokowych do rozwigzania ukladu
réwnan (30), otrzymujemy nieznany przyrost parametru obcigZzenia:

.
A= _w (31)
f,+f Aq,
oraz przyrost przemieszczen:
AQ=AMAQ; +Aqg, (32)
gdzie wprowadzono definicje:
Ag, = (K, )71P1 Agg =—(K; )716- (33)

Metoda sledzenia $ciezki rozwigzania wymaga wyznaczenia poczatkowego (tzw.
zerowego, startowego) rozwigzania na poczatku kazdego kroku przyrostu obcia-
zenia. Rozwigzanie poczatkowe Aqp, wyznacza si¢ z rozwigzania ukladu réwnan
liniowych (33),. Nastepnie okresla sie poczatkowa wartos¢ przyrostu parametru
obcigzenia A4, przez skalowanie wektora stycznego o skladowych (Aqp, Ad,),
z wykorzystaniem parametru skalowania jako przyrostu dlugosci tuku As:

+M,||AG | = As. (34)
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Znak przyrostu parametru obcigzenia A4, zalezy od nachylenia $ciezki rozwig-
zania w ukltadzie wspolrzednych (Aqpg, Ady), czyli od sztywnosci stycznej uktadu
konstrukcyjnego. Okreslenie tego znaku jest ulatwione, jezeli zastosuje si¢ skalarny
parametr sztywnosci ukladu konstrukcyjnego. Definicje i sposéb wyznaczania tego
parametru mozna zaczerpnac z pracy [6].

Réwnanie wiezéw przyjeto w postaci zaproponowanej w pracy [7]:

f@A)=9@A)-Aas, 9@A)=@-9 (@-D+A-2)?, (35

gdzie Q i A oznaczaja warto$ci wektora przemieszczen i parametru obcigzenia
z poprzedniego kroku obcigzenia n -1, uzyskane z zalozong dokladnoscia.

Dla przyjetej postaci réownania wigzéw (35) odpowiednie wartoéci gradientu
i pochodnej czastkowej maja postac:

fT:(q_q)T f :(}‘_I)
g@d) " " g(@4)

(36)

Rozwigzanie uktadu réwnan (28) uzyskuje si¢ iteracyjnie po i-tej iteracji (rys. 7):

;L(i+1) = ;L(i) + A}"(i+l)! Qs =gy + Ay (37)
A
AP
G(q,2)=0
b fi
N ,A)=0
NP (a,1)
ALP
q" q(1) qgi)a"t! q

Rys. 7. Metoda dlugosci tuku

Proces iteracyjnego poprawiania wyniku konczy si¢ w chwili osiagniecia zadanej
dokladnosci € ; rozwigzania:

HG (q(i+1)’}'(i+1))H S &g (38)
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7. Algorytm wyznaczenia przemieszczen

Ogolny algorytm rozwigzania zagadnienia statyki dyskretyzowanego ukladu
konstrukcyjnego, mozna przedstawi¢ w nastepujacej sekwencji czynnosci.

1.

Dla znanych w kroku obcigzenia n aktualnych wspolrzednych weziow
(x, Z)In oraz parametru obcigzenia A" A" i uogélnionych przemieszczen
q"= (u," W ,<pi”1) okreslamy wg (18) odksztalcenia podtuzne €', zmiany
$redniego kata obrotu przekrojéw poprzecznych k| oraz $rednie katy
odksztalcenia postaciowego y; w kazdym wezle i podziatu elementu
pretowego.

Korzystajac z réwnan opisujacych hipoteze kinematyczng (15), wyzna-
czamy odksztalcenia (Sijr)in = (Eijr Eijsrr Eijs2 Tw kazdej warstwie przekroju
poprzecznego r ={k,sl,s2}.

Dla znanych odksztalceri (€;,){ ™ wyznaczamy przyrosty odksztatcen
(A, )} = (&5, ) — (eiir )i~ w warstwach przekroju poprzecznego z uwzgled-

- \na1 n 1+2(8ijr)in
nieniem transformacji odksztatcen (€ir)]™ = (& )i ——=—o-
1+ 2(£ijr)i

Dla przyrostow odksztatceri (Ag;, )7 oraz znanych naprezen (o, )i~ wyzna-
czamy naprezenia (0, ) = (Oijk 101y Tlijsa )In w poszczegolnych warstwach
przekroju zgodnie z przyjetymi modelami odksztalcenia betonu i stali.
Zgodnie z réwnaniami (16) wyznaczamy wartosci sit podtuznych N{',
momentow zginajagcych M. oraz sit poprzecznych Q" w wezlach osi
podluznej elementu.

Na podstawie przyjetej numerycznej metody rozwigzania rozszerzone-
go ukfadu nieliniowych réwnan réwnowagi (28) okreslamy poszukiwa-

ne przyrosty: parametru obcigzenia AL™*! i uogélnionych przemieszczen
AQMt = (Aui"“,AWi”“, A(pi””) oraz parametr obcigzenia A" = A" + AA™
i przemieszczenia qi"” =Q; +Aq; T w nastepnym kroku obcigzenia n + 1.
Uaktualniamy wspoélrzedne poszczegolnych weztow podziatu osi srodkowej

elementu pretowego (X, Z)in+l = (X, y)ln + (AU,AW):M.

Powyzszy algorytm nalezy powtarza¢ dla kolejnych zmian warto$ci obcigzenia,
uwzgledniajac zmiang polozenia wszystkich weziow podzialu. Podstawg omawia-
nej analizy jest wyznaczenie naprezen w warstwach stalowych i betonowych oraz
metoda numerycznego rozwigzania uktadu nieliniowych réwnan réwnowagi,
pozwalajaca na okreslenie uogélnionych przemieszczen poszczegélnych weztow
podziatu elementu pretowego.
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8. Zakonczenie

W pracy przedstawiono sformulowanie teoretyczne oraz algorytmizacje me-
tody analizy zachowania $ciskanych elementéw zelbetowych poddanych dzialaniu
krotkotrwalych obcigzen statycznych.

Metoda analizy wytezenia konstrukeji jest podstawa opracowania wlasnych
procedur numerycznych i programéw obliczeniowych z wykorzystaniem metody
réznic skonczonych.

Przyjety rzad fizycznej nieliniowo$ci réwnan konstytutywnych betonu umoz-
liwia $ledzenie zjawisk oslabienia materialowego oraz zarysowania i zmiazdzenia
w obszarach krytycznego wytezenia pretowego elementu zelbetowego.

Przyjety rzad geometrycznej nieliniowosci zwigzkéw odksztalceniowo-prze-
mieszczeniowych umozliwia analize zjawisk wyboczenia pretowego elementu
zelbetowego.

Artykut wpltyngt do redakcji 5.06.2009 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w pazdzierniku
2009 .
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A.STOLARCZUK, A. STOLARSKI

Method of analysis of inelastic reinforced concrete members compressed eccentrically

Abstract. Theoretical formulation and algorithmization of the method of the analysis of behaviour of
compressed reinforced concrete members subjected to the short-duration static loading were introduced
in the paper. The method of analysis of the structure effort is the basis of development of the own numeric
procedures and computational programmes using the finite difference method. The received order of the
physical nonlinearity of constitutive equations for the concrete makes possible tracing the material softening
phenomena as well as cracking and crushing in the areas of critical effort of the reinforced concrete bar
member. The received order of the geometrical nonlinearity of strain-displacement relationships makes
possible the analysis of buckling phenomena of the reinforced concrete bar member.

Keywords: mechanics of structures, compressed reinforced concrete members, physical nonlinearity,
geometrical nonlinearity
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