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Streszczenie. W pracy przedstawiono metodę analizy statycznego odkształcania ściskanych elementów 
żelbetowych z uwzględnieniem nieliniowości geometrycznej elementów i nieliniowości fi zycznych 
materiałów konstrukcyjnych: betonu i stali. Dla stali zbrojeniowej zastosowano model materiału 
sprężysto-idealnie plastycznego. Dla betonu przyjęto model materiału sprężysto-plastycznego 
z uwzględnieniem osłabienia materiałowego. Metodę analizy wytężenia układu konstrukcyjnego 
opracowano z wykorzystaniem metody różnic skończonych. Opracowano efektywne algorytmy 
rozwiązania układów równań konstytutywnych i przyrostowych równań równowagi prętowych 
elementów żelbetowych umożliwiających analizę wyboczenia.
Słowa kluczowe: mechanika konstrukcji, ściskane elementy żelbetowe, nieliniowość fi zyczna, nie-
liniowość geometryczna
Symbole UKD: 624.012.45

1. Wstęp

Celem artykułu jest opracowanie modelu obliczeniowego ściskanych elementów 
żelbetowych, który umożliwi badanie zachowania elementu od stanu czysto sprę-
żystego, przez stan sprężysto-plastyczny, do pełnego uplastycznienia i zniszczenia 
przekroju, z uwzględnieniem wyboczenia.

Opracowanie metody rozwiązania wymaga przeprowadzenia rozważań w za-
kresie modelowania niesprężystych właściwości materiałów konstrukcyjnych oraz 
modelowania procesów odkształcania ściskanego elementu żelbetowego.

Modelowanie właściwości materiałów konstrukcyjnych przeprowadzono z wyko-
rzystaniem założeń teorii plastycznego płynięcia. Dla stali zbrojeniowej zastosowano 
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model materiału sprężysto-idealnie plastycznego. Dla betonu przyjęto zredukowaną 
(statyczną) formę niestandardowego modelu dynamicznego odkształcania [1], 
w którym pominięto wyznaczanie wytrzymałości dynamicznej. Model ten opisuje 
właściwości sprężyste betonu, ograniczone właściwości idealnego płynięcia plastycz-
nego, osłabienie materiałowe oraz zmiany objętości. W modelu pominięto degradację 
modułu odkształcenia. Przyjęty model betonu umożliwia uproszczony opis stanów 
zniszczenia (zarysowania lub zmiażdżenia) materiału jako stanów utraty nośności 
osiąganych w procesie osłabienia materiałowego przy rozciąganiu lub ściskaniu.

Analiza obejmuje opis zachowania ściskanego elementu żelbetowego, mode-
lowanego jako ustrój prętowy. Ustrój ten obciążony jest statycznie siłą normalną, 
momentem zginającym oraz obciążeniem ciągłym, działającym w płaszczyźnie 
prostopadłej do osi podłużnej elementu. Podstawą teoretycznego modelowania 
zachowania elementu konstrukcyjnego są równania teorii dużych przemieszczeń 
ustroju prętowego. Analiza pracy czynnych sił wewnętrznych obejmuje siły po-
dłużne, poprzeczne i momenty zginające.

Metodę analizy wytężenia układu konstrukcyjnego opracowano z wykorzy-
staniem metody różnic skończonych. Rozwiązanie układów nieliniowych równań 
równowagi przeprowadzono na podstawie algorytmów analizy elementów prętowych 
umożliwiających określenie stanów przemieszczenia, odkształcenia i naprężenia 
z uwzględnieniem efektów nieliniowości fi zycznej materiałów oraz nieliniowości 
geometrycznej elementu konstrukcyjnego.

2. Modelowanie właściwości materiałów konstrukcyjnych

2.1.  Stal zbrojeniowa

Przyjęto sprężysto-idealnie plastyczny model stali zbrojeniowej. Rozważano 
zredukowany płaski stan naprężenia, ze względu na charakter pracy wiotkich prętów 
zbrojenia w elemencie żelbetowym (rozciąganie lub ściskanie ze ścinaniem).

Model fi zyczny stali zbrojeniowej opisują równania przyrostowe:
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gdzie:  Es — moduł odkształcenia; 
  μs — moduł odkształcenia postaciowego ;n

ijεΔ  
  i, j = 1, 2 — znane przyrosty odkształceń w stali; 
  ΔΛn — mnożnik skalarny defi niujący stan naprężenia; 
  n — krok chwilowego stanu naprężenia-odkształcenia.
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Określenie skalarnego mnożnika ΔΛn wymaga sprawdzenia wartości funkcji 
uplastycznienia dla materiału uplastyczniającego się zgodnie z warunkiem pla-
styczności Hubera-Misesa-Hencky:
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= −  (2)

gdzie:  2
1 ( )
6

n n n n n
ij ij ii jjJ σ σ σ σ= −  — drugi niezmiennik dewiatora naprężenia; 

  ky — granica plastyczności stali dla czystego ścinania.

Stwierdzenie przy wstępnym założeniu ΔΛn = 0, że Fn < 0 lub Fn = 0 i ΔFn < 0 
oznacza czysto sprężysty stan naprężenia (lub odciążenie), natomiast Fn > 0 oznacza 
idealnie plastyczny stan naprężenia, dla którego należy wyznaczyć wartość mnożnika 
ΔΛn z warunków:

 0, 0.n nF F= Δ =  (3)

Rozwiązanie powyższego równania otrzymuje się numerycznie metodą New-
tona, uzyskując rozwiązanie po i-tej iteracji:
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z założoną dokładnością ΔΛ0:

 ( ) ( 1) 0| | .n n
i i−ΔΛ − ΔΛ ≤ ΔΛ   (5)

Rozwiązanie numeryczne nieliniowego równania algebraicznego (4) jest dobrze 
uwarunkowane — istnieje tylko jeden pierwiastek ΔΛn > 0.

2.2.  Beton

Dla betonu przyjęto zredukowaną formę niestandardowego modelu dynamicz-
nego odkształcania [1]. Redukcja ta polega na pominięciu wyznaczania wytrzy-
małości dynamicznej betonu i umożliwia opis statycznego zachowania materiału 
z uwzględnieniem osłabienia materiałowego.

Model opisuje cztery fazy zachowania betonu (rys. 1): 1o — sprężystego osią-
gania początkowej powierzchni plastyczności; 2o — idealnego płynięcia plastycz-
nego w ograniczonym zakresie odkształcenia; 3o — osłabienia materiałowego; 
4o — zniszczenia (zarysowania przy rozciąganiu lub zmiażdżenia przy ściskaniu) 
interpretowaną jako fazę naprężeń resztkowych.
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Model fi zyczny betonu opisują równania przyrostowe:
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gdzie:  Ec — moduł odkształcenia; 
  μc — moduł odkształcenia postaciowego; 
  ,n

ijεΔ  i, j = 1, 2 — znany przyrost odkształceń w betonie; 
  ΔΛn — mnożnik skalarny defi niujący stan naprężenia; 
  n — krok chwilowego stanu naprężenia-odkształcenia.

Rys. 1. Fazy zachowania betonu
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Określenie skalarnego mnożnika ΔΛn wymaga sprawdzenia wartości funkcji 
uplastycznienia:
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gdzie:  n
ijσ  — tensor naprężenia; 

  0
nτ  — styczne naprężenie oktaedryczne, jako funkcja drugiego 

 niezmiennika dewiatora naprężenia; 
  0

nσ  — średnie naprężenie normalne, jako funkcja pierwszego 
 niezmiennika tensora naprężenia; 

  ( )nρ ϕ  — funkcja określająca kształt przekroju powierzchni granicznej 
 płaszczyzną oktaedryczną σ0 = const, zależna od trzeciego niezmiennika 
 dewiatora naprężenia; 

  a, b, c — stałe materiałowe, będące funkcjami podstawowych 
 wytrzymałości betonu dla jednoosiowego i dwuosiowego ściskania oraz 
 jednoosiowego rozciągania; 

  Kn — parametr ewolucji powierzchni plastyczności (tj. parametr 
 idealnego płynięcia plastycznego-osłabienia materiałowego-zniszczenia); 

  n — krok chwilowego stanu naprężenia-odkształcenia.

Stwierdzenie przy wstępnym założeniu ΔΛn = 0, że F n < 0 lub F n = 0 i ΔF n < 0 
oznacza czysto sprężysty stan naprężenia (lub odciążenie), natomiast Fn > 0 oznacza 
niesprężyste stany naprężenia, dla których należy wyznaczyć wartość mnożnika 
ΔΛn z równania:

 

 

, ( , ) ( ),
( , )

n
n

ijkl kl
ijn

ef efn n n
kl

ef ijkl
ij kl

F C
GA H H

F F GA H C
K

∂
ε

∂σ ∂
η η

∂ ∂ ∂ ∂σ
η

∂ ∂σ ∂σ

Δ
ΔΛ = = −

+
  

(8)

gdzie: Cijkl — tensor stałych sprężystości.

W równaniu (8) występują ponadto następujące parametry i funkcje. 
Parametr ewolucji Kn zdefi niowano w następujący sposób (rys. 1):
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gdzie:  p
efε  — efektywne odkształcenia plastyczne; 
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  p
fcε  — graniczne odkształcenia plastyczne w fazie idealnego płynięcia; 

  p
ucε  — graniczne odkształcenia plastyczne w fazie osłabienia materiałowego.

Zmianę ΔKn parametru ewolucji opisuje następująca zależność:
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Bezwymiarowy moduł osłabienia ma postać:
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gdzie:  0
iσ  — bezwymiarowa intensywność naprężenia odniesiona względem 

 stanu naprężenia na początkowej powierzchni plastyczności; 
  ,fc ucε ε  — odkształcenia graniczne; 
  Ec — moduł odkształcenia; 
  fc — wytrzymałość betonu dla jednoosiowego ściskania.

Funkcja potencjału plastycznego ( , ),n n n
ijG Kσ  opisująca niestowarzyszone pra-

wo płynięcia, została przyjęta w postaci zmodyfi kowanego równania powierzchni 
plastyczności:
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gdzie β to stała materiałowa określająca zmiany objętościowe materiału podczas 
deformacji plastycznych.

Przyjęty model odkształcenia betonu, umożliwia przybliżone modelowanie 
mechanizmów zarysowania (tj. powstawania, rozwierania i zamykania rys) lub 
zmiażdżenia, zarówno w procesach monotonicznego odkształcania, jak i w pro-
cesach cyklicznego, przemiennego odkształcania. Mechanizm zarysowania lub 
zmiażdżenia betonu wynika z przyjętego prawa osłabienia materiałowego, które 
zakłada stopniową utratę nośności materiału aż do osiągnięcia stanu naprężeń reszt-
kowych. Wyróżniono przypadki osiągania stanu naprężeń resztkowych: w procesie 
rozciągania, dla 0 0nσ ≤  oraz w procesie ściskania, dla 0 0.nσ >
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Osiągnięcie stanu naprężeń resztkowych w procesie rozciągania ( )0 0nσ ≤  
powoduje stan zarysowania i nie oznacza bezpowrotnego zniszczenia materiału. 
Stan zarysowania nie redukuje wytrzymałości betonu na ściskanie i możliwe jest 
ponowne odkształcenie przy ściskaniu po uprzednim zamknięciu rysy. Przyjmu-
jąc 0ε

∗  za wartość trwałego odkształcenia objętościowego, przy którym następuje 
zarysowanie, to stan rozwarcia uogólnionej rysy jest określony przez warunek 

0 0 ,nε ε∗<  natomiast stan zamknięcia rysy i ponowna praca materiału na ściskanie 
następuje gdy 0 0.nε ε∗>  Beton uprzednio zarysowany traci zdolność do ponownego 
przenoszenia naprężeń rozciągających. 

Osiągnięcie stanu naprężeń resztkowych w procesie ściskania powoduje:
— zmiażdżenie betonu, jeżeli, 0 0 ,nσ σ∗>
— częściowe zniszczenie, jeżeli 0 00 ,nσ σ∗< ≤

gdzie 0σ
∗  jest umowną, graniczną wartością średniego naprężenia normalnego.

Zmiażdżenie betonu oznacza zdolność do przenoszenia naprężeń resztkowych. 
Zniszczenie częściowe (analogiczne do procesu zarysowania) charakteryzuje się 
możliwością ponownego rozpoczęcia procesu odkształcania przy ściskaniu, jeżeli 
aktualne odkształcenie objętościowe 0

nε  jest większe od wartości granicznej 0ε
∗  

osiągniętej w chwili częściowego zniszczenia materiału w poprzednim cyklu od-
kształcenia.

3. Układ równań podstawowych

3.1.  Równania równowagi i związki geometryczne

Analiza obejmuje pracę ściskanego elementu żelbetowego, przedstawionego jako 
płaski ustrój prętowy z uwzględnieniem jego krzywizny początkowej. Omawiany 
ustrój obciążony jest statycznie siłą normalną i momentem zginającym na jednym 
z węzłów brzegowych oraz obciążeniem nierównomiernie rozłożonym, działającym 
w płaszczyźnie prostopadłej do powierzchni przekroju poprzecznego elementu. 
Podstawą teoretycznego ujęcia zachowania się konstrukcji są równania teorii du-
żych przemieszczeń ustroju prętowego. Analiza pracy czynnych sił wewnętrznych 
obejmuje pracę sił podłużnych, poprzecznych i momentów zginających.

W rozpatrywanym elemencie żelbetowym uwzględniamy charakterystyczne 
uwarunkowania geometryczne, tj. zmiany przekroju betonu i stali zbrojeniowej, 
zakrzywienie początkowe oraz warunki brzegowe wynikające ze sposobu podparcia 
i działania obciążenia zewnętrznego.

W globalnym kartezjańskim układzie współrzędnych {x, z}, dla układu sił 
wewnętrznych podłużnych N, poprzecznych Q i momentów zginających M oraz 
składowych obciążeń zewnętrznych {px, pz} działających na odkształcony element 
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o długości ds i kącie nachylenia θ, różniczkowe równania równowagi mają postać 
(rys. 2):
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Rys. 2. Schemat układu równowagi sił wewnętrznych
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Uwzględniamy nieliniowe związki geometryczne, które określają odkształcenie 
podłużne osi środkowej e(s), zmianę średniego kąta obrotu przekroju poprzecznego 
κ(s) oraz średni kąt odkształcenia postaciowego γ(s) (rys. 3):
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gdzie:  ϕ — średni kąt obrotu przekroju poprzecznego; 
  Φ — kąt obrotu osi środkowej pręta.
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Rys. 3. Geometria układu prętowego
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Zależności (14) odniesione są do aktualnej konfi guracji elementu prętowego. 
W zależnościach tych indeksem (0) oznaczono odpowiednie wielkości dla konfi guracji 
początkowej (poprzedniej). Defi nicja wielkości e(s) wg zależności (14)1 dostosowana 
została do przyjętego oznaczenia dodatniej siły podłużnej jako siły ściskającej 
(rys. 2).

3.2.  Równania równowagi wewnętrznej w przekroju poprzecznym

Model obliczeniowy przekroju poprzecznego elementu prętowego opracowano 
przy złożeniu podziału przekroju na warstwy betonowe o grubości Δh oraz wyróż-
nieniu dwu warstw stalowych o przekrojach As1 i As2 (rys. 4).

Rys. 4. Model żelbetowego przekroju poprzecznego
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Funkcjonowanie modelu obliczeniowego przekroju jest uwarunkowane mo-
delami odkształcenia betonu i stali oraz hipotezą kinematyczną dla przekroju po-
przecznego. Podstawą tej hipotezy jest założenie płaskiego przekroju, który nie jest 
prostopadły do odkształconej osi środkowej elementu. W modelu za oś środkową 
uznawana jest oś przechodząca w połowie wysokości przekroju poprzecznego. 
Hipoteza kinematyczna określa stan odkształcenia wszystkich warstw przekroju 
oraz zasadę współpracy warstw przenoszących naprężenia.

Stan odkształcenia w poszczególnych warstwach przekroju poprzecznego dla 
każdego kroku obciążenia n jest określony układem zależności:
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Dla znanych odkształceń podłużnych osi środkowej en zmiany średniego kąta 
obrotu przekroju poprzecznego κn oraz średniego kąta odkształcenia postaciowego 
γn, wartości siły podłużnej Nn, momentu zginającego Mn oraz sił poprzecznej Qn 
wyznacza się z równań równowagi przekroju poprzecznego:
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gdzie Ak — pole powierzchni k-tej warstwy przekroju.

4. Dyskretyzacja różnicowa elementu prętowego

Równania równowagi (13) oraz związki geometryczne (14) wraz z modelami 
odkształcenia materiałów i modelem przekroju poprzecznego zdefi niowanym 
równaniami (16) stanowią sformułowanie problemu w ramach technicznej teorii 
konstrukcji prętowych. Takie przedstawienie problemu odpowiada teorii geome-
trycznie nieliniowej pozwalającej na opis dużych przemieszczeń elementu.

Rozwiązanie układu równań podstawowych przeprowadzono metodą różnicową 
na podstawie przyjętej dyskretyzacji elementu konstrukcyjnego (rys. 5).

Dyskretyzacja ustrojów prętowych polega na dokonaniu podziału osi środ-
kowej prętów węzłami o współrzędnych {x, z}i, 1,2,..., 1, , 1,..., .i i i i I= − +  Na tej 
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podstawie równaniom równowagi (13) można nadać formę różnicową ze względu 
na różniczkowe operatory przestrzenne:

 

 

( )
( )
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θ θ θ θ
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(17)

gdzie: 1 11 , 0
2 2

i i i i= + = −  — oznaczenia pośrednich węzłów podziału 

 przestrzennego;

  1
1 2

i i
i

N N
N + +

=  — średnia siła podłużna na odcinku (i, i + 1);

  1
1 2

i i
i

Q Q
Q + +

=  — średnia siła poprzeczna na odcinku (i, i + 1);

  ( ) ( ) ( ) ( ),x i x i i z i z i iF s p s s F s p s s= Δ = Δ  — składowe obciążenia i-tego 

 węzła;

  
2 2 1 0

1 1 1 1 1 1 1, , ,
2

i i
ii i i i i i i i i

s s
x x x z z z s x z s+ +

Δ + Δ
Δ = − Δ = − Δ = Δ + Δ Δ =  

 — składowe długości odcinka (i, i + 1);

  1 1
1 1

1 1

sin , cosi i
i i

i i

y x
s s

θ θ
Δ Δ

= =
Δ Δ

 — funkcje kątów obrotu odcinków (i, i + 1).

Rys. 5. Dyskretyzacja elementu konstrukcyjnego
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Dyskretyzacja osi środkowej modelu pozwala również na różnicowe sformu-
łowanie związków geometrycznych (14) w postaci:

 

 

( )
02 2

2

1

1
2

( )

( ) ,

i i
i

i

i io
i

i

ii i

s se s
s

s
s

s

ϕ ϕ
κ

γ ϕ

Δ − Δ=
Δ

−
=

Δ
= +Φ  

(18)

gdzie: 1 0

2
i i

i
ϕ ϕ

ϕ
+

=  — średnia wartość kąta obrotu przekroju poprzecznego 

 na odcinku (i, i + 1);

  1 0

2
i i

i
Φ +Φ

Φ =  — średnia wartość kąta obrotu osi środkowej na odcinku 

 (i, i + 1);
  ( )0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1sin sin cos cos sini i i i i i i i iθ θ θ θ θ θ θ θΦ = − ≅ − = ⋅ − ⋅  — kąt 
 obrotu osi środkowej na odcinku (i, i + 1).

Dyskretyzacja osi środkowej elementu prętowego wymaga rozpatrzenia proble-
mów wynikających z przyjętego podziału przestrzennego. W tym celu przeprowadza 
się pełną analizę odkształcenia/naprężenia przekrojów poprzecznych, co pozwala 
na określenie zmian sztywności na długości elementów.

5. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe i warunki symetrii wyraża się w sposób typowy dla metody 
różnicowej przez wprowadzenie węzłów fi kcyjnych: ib = i, is = I + 1.

Najbardziej odpowiednie jest formułowanie warunków brzegowych przez wpro-
wadzenie tzw. węzła podwójnego składającego się z węzła rzeczywistego ir = ib + 1 oraz 
pokrywającego się z nim węzła fi kcyjnego ib. W węzłach tych nie występuje różnica 
przemieszczeń i mają one te same współrzędne podczas deformacji konstrukcji:

 ( ) ( ) ( )0 0, , ,i i i i i ir r b b r r
x z x z x z= =  (19)

Węzły te tworzą fi kcyjne odcinki brzegowe (ib, ir), dla których, w zależności 
od sposobu zamocowania brzegu, przyjmujemy warunki:

 1 0 1 1 0 1, ,i i i i i ib r r b r r
k k k kϕ ϕ ϕ= = Φ = Φ = Φ  (20)
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gdzie:  k = 0 — dla brzegu utwierdzonego; 
  k = 1 — dla brzegu przegubowo podpartego.

Wykorzystując podane zależności, można wyznaczyć odkształcenia podłużne 
oraz zmiany średniego kąta obrotu przekroju poprzecznego i średnie odkształce-
nia postaciowe w rzeczywistym węźle brzegowym. Należy zwrócić uwagę, że tak 
określone wielkości odnoszące się do węzłów brzegowych, będą mniej dokładne 
niż dla pozostałych węzłów wewnętrznych modelu dyskretnego.

Warunki symetrii w węźle fi kcyjnym is = I + 1 formułuje się tradycyjnie 
w następujący sposób:

 ( ) ( ), , ,I i I i I i I ix z x z+ + − −= −   (21)

 1 0 1 0, .I I I Iϕ ϕ= − Φ = −Φ   (22)

W przypadku zadanego momentu brzegowego Mib
 = M konieczne jest speł-

nienie równania zgodności momentów na brzegu:

 FM = Mib
 – Mib

 – 1 = 0. (23)

Spełnienie tego warunku wymaga rozwiązania układu nieliniowych równań 
algebraicznych (16) dla obydwu węzłów brzegowych: fi kcyjnego ib i rzeczywistego 
ir = ib – 1 względem krzywizn 1{ , },i ib b

κ κ κ −=  przy znanych odkształceniach 
podłużnych 1{ , }i ib b

e e e −=  i średnich kątach obrotu przekroju poprzecznego 
1{ , }.i ib b

ϕ ϕ ϕ −=
Rozwiązanie równania (24) otrzymuje się numerycznie metodą Newtona, 

uzyskując wynik po i-tej iteracji:

 
 

1

( 1)
( ) ( 1) ( 1)

( 1)

n
in n n

i i in
i

F
Fκ κ

κ

−

Μ −
− Μ −

−

⎡ ⎤∂
= ± ⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎣ ⎦   (24)

z założoną dokładnością Δκ:

 ( ) ( 1)| | .n n
i iκ κ κ−− ≤ Δ   (25)

W równaniu (24) znak „+” obowiązuje dla węzła ib, a znak „–” dla węzła ib – 1. 
Rozwiązanie równania (23) w każdym kroku obciążenia wymaga przyjęcia zero-
wego przybliżenia rozwiązania (24) jako wynik z poprzedniego kroku obciążenia 

1
( 0) .n n
iκ κ −
= =
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6. Metoda rozwiązania układu równań równowagi 

Rozwiązanie układu nieliniowych równań równowagi (17) przeprowadzono 
metodą śledzenia ścieżki rozwiązania dla wielu zmiennych [2, 3]. Metoda ta jest na-
zywana także metodą długości łuku (ang. arc-length) lub metodą kontynuacyjną.

W tym celu układ równań (17), który zapisano w macierzowej formie układu 
funkcji G = (G1, G2, G3) niewiadomych przemieszczeń q = (u, w, ϕ), jako sumę 
składowych sił wewnętrznych i składowych obciążenia zewnętrznego:

 ( , ) ( ) 0,λ λ= − =G q F q P  (26)

zostanie uzupełniony dodatkowym równaniem więzów:

 ( , ) 0,f λ =q  (27)

łączącym przemieszczenia q z parametrem obciążenia λ.
Otrzymany w ten sposób rozszerzony układ równań:

 
 

( , )
( ) 0, ,

( , )f
λ

λ λ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

G q q
Q w w

q  (28)

umożliwia wyznaczenie nie tylko poszukiwanego wektora przemieszczeń q, lecz 
także parametru obciążenia λ na nieliniowej ścieżce równowagi zawierającej lokalne 
punkty graniczne G1 i G2 (rys. 6).

Rys. 6. Nieliniowa ścieżka równowagi
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W celu rozwiązania układu równań (28)1 należy zastosować linearyzację 
względem wektora w z wykorzystaniem metody Newtona [4, 5]. W wyniku tej 
linearyzacji otrzymujemy następujący układ równań:

 
 

( , ) ( , )
( ) ,

( , ) ( , )f f
λ λ λ

λ λ λ

∂ Δ + ∂ Δ⎧ ⎫
∂ Δ = ⎨ ⎬∂ Δ + ∂ Δ⎩ ⎭

G q q G q
Q w w

q q q  (29)

w którym występują następujące oznaczenia:
 ,( , ) Tλ∂ ≡ =qG q G K  — macierz sztywności stycznej układu konstrukcyjnego; 
 ( , )λ λ λ∂ Δ = ΔG q P  — wynik linearyzacji równania (26) względem λ;
 ( , ) Tf λ∂ Δ = Δq q f q  — funkcja gradientu T

q f= ∇f  równania więzów f 
względem wektora przemieszczeń q;

 ,( , )f f λλ λ λ∂ Δ = Δq  — pochodna cząstkowa funkcji f względem parametru 
obciążenia λ.
Wykorzystując oznaczenia linearyzacji (29), układ równań można zapisać 

w następującej postaci:

 
 ,

.T
T f fλ λ

− Δ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ Δ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

K P q G
f   (30)

Wykorzystując metodę rozwiązania macierzy blokowych do rozwiązania układu 
równań (30), otrzymujemy nieznany przyrost parametru obciążenia:

 
 ,

T
G

T
P

f
f λ

λ
+ Δ

Δ = −
+ Δ
f q
f q  

(31)

oraz przyrost przemieszczeń:

 
,P GλΔ = Δ Δ + Δq q q

 
(32)

gdzie wprowadzono defi nicje:

 1 1( ) , ( ) .P T G T
− −Δ = Δ = −q K P q K G  (33)

Metoda śledzenia ścieżki rozwiązania wymaga wyznaczenia początkowego (tzw. 
zerowego, startowego) rozwiązania na początku każdego kroku przyrostu obcią-
żenia. Rozwiązanie początkowe ΔqP0 wyznacza się z rozwiązania układu równań 
liniowych (33)1. Następnie określa się początkową wartość przyrostu parametru 
obciążenia Δλ0 przez skalowanie wektora stycznego o składowych (ΔqP0, Δλ0), 
z wykorzystaniem parametru skalowania jako przyrostu długości łuku Δs:

 0 0 .P sλ±Δ Δ = Δq   (34)
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Znak przyrostu parametru obciążenia Δλ0 zależy od nachylenia ścieżki rozwią-
zania w układzie współrzędnych (ΔqP0, Δλ0), czyli od sztywności stycznej układu 
konstrukcyjnego. Określenie tego znaku jest ułatwione, jeżeli zastosuje się skalarny 
parametr sztywności układu konstrukcyjnego. Defi nicję i sposób wyznaczania tego 
parametru można zaczerpnąć z pracy [6].

Równanie więzów przyjęto w postaci zaproponowanej w pracy [7]:

 2( , ) ( , ) , ( , ) ( ) ( ) ( ) ,Tf g s gλ λ λ λ λ= − Δ = − − + −q q q q q q q  (35)

gdzie q  i λ  oznaczają wartości wektora przemieszczeń i parametru obciążenia 
z poprzedniego kroku obciążenia n –1, uzyskane z założoną dokładnością.

Dla przyjętej postaci równania więzów (35) odpowiednie wartości gradientu 
i pochodnej cząstkowej mają postać:

 
 ,

( ) ( ), .
( , ) ( , )

T
T

g gλ

λ λ

λ λ

− −= =q qf f
q q  

(36)

Rozwiązanie układu równań (28) uzyskuje się iteracyjnie po i-tej iteracji (rys. 7):

 ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1), .i i i i i iλ λ λ+ + + += + Δ = + Δq q q  (37)

Rys. 7. Metoda długości łuku
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Proces iteracyjnego poprawiania wyniku kończy się w chwili osiągnięcia żądanej 
dokładności εG rozwiązania:

 ( 1) ( 1)( , ) .i i Gλ ε+ + ≤G q   (38)
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7. Algorytm wyznaczenia przemieszczeń

Ogólny algorytm rozwiązania zagadnienia statyki dyskretyzowanego układu 
konstrukcyjnego, można przedstawić w następującej sekwencji czynności.

1. Dla znanych w kroku obciążenia n aktualnych współrzędnych węzłów 
( ), n

ix z  oraz parametru obciążenia λn nλ  i uogólnionych przemieszczeń 
( )1, ,n n n n

i i iu w ϕ=q  określamy wg (18) odkształcenia podłużne ,n
ie  zmiany 

średniego kąta obrotu przekrojów poprzecznych n
iκ  oraz średnie kąty 

odkształcenia postaciowego n
iγ  w każdym węźle i podziału elementu 

prętowego.
2. Korzystając z równań opisujących hipotezę kinematyczną (15), wyzna-

czamy odkształcenia ( )1 2( ) , ,n n
ijr i ijk ijs ijs iε ε ε ε=  w każdej warstwie przekroju 

poprzecznego { , 1, 2}.r k s s=
3. Dla znanych odkształceń 1( ) ,n

ijr iε −  wyznaczamy przyrosty odkształceń 
1( ) ( ) ( )n n n

ijrijr i ijr i iε ε ε −Δ = −  w warstwach przekroju poprzecznego z uwzględ-

nieniem transformacji odkształceń 1
1

1 2( )
( ) ( ) .

1 2( )

n
ijr in n

ijr i ijr i n
ijr i

ε
ε ε

ε
−

−

+
=

+
4. Dla przyrostów odkształceń ( )n

ijr iεΔ  oraz znanych naprężeń 1( )n
ijr iσ −  wyzna-

czamy naprężenia ( )1 2( ) , ,
nn

ijr i ijk ijs ijs i
σ σ σ σ=  w poszczególnych warstwach 

przekroju zgodnie z przyjętymi modelami odkształcenia betonu i stali.
5. Zgodnie z równaniami (16) wyznaczamy wartości sił podłużnych ,n

iN
momentów zginających n

iM  oraz sił poprzecznych n
iQ  w węzłach osi 

podłużnej elementu.
6. Na podstawie przyjętej numerycznej metody rozwiązania rozszerzone-

go układu nieliniowych równań równowagi (28) określamy poszukiwa-
ne przyrosty: parametru obciążenia Δλn+1 i uogólnionych przemieszczeń 

( )1 1 1 1, ,n n n n
i i i iu w ϕ+ + + +Δ = Δ Δ Δq  oraz parametr obciążenia 1 1n n nλ λ λ+ += + Δ  

i przemieszczenia 1 1n n n
i i i
+ += + Δq q q  w następnym kroku obciążenia n + 1.

7. Uaktualniamy współrzędne poszczególnych węzłów podziału osi środkowej 
elementu prętowego ( ) ( ) ( )1 1, , , .n n n

i i ix z x y u w+ += + Δ Δ

Powyższy algorytm należy powtarzać dla kolejnych zmian wartości obciążenia, 
uwzględniając zmianę położenia wszystkich węzłów podziału. Podstawą omawia-
nej analizy jest wyznaczenie naprężeń w warstwach stalowych i betonowych oraz 
metoda numerycznego rozwiązania układu nieliniowych równań równowagi, 
pozwalająca na określenie uogólnionych przemieszczeń poszczególnych węzłów 
podziału elementu prętowego.
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8. Zakończenie

W pracy przedstawiono sformułowanie teoretyczne oraz algorytmizację me-
tody analizy zachowania ściskanych elementów żelbetowych poddanych działaniu 
krótkotrwałych obciążeń statycznych.

Metoda analizy wytężenia konstrukcji jest podstawą opracowania własnych 
procedur numerycznych i programów obliczeniowych z wykorzystaniem metody 
różnic skończonych.

Przyjęty rząd fi zycznej nieliniowości równań konstytutywnych betonu umoż-
liwia śledzenie zjawisk osłabienia materiałowego oraz zarysowania i zmiażdżenia 
w obszarach krytycznego wytężenia prętowego elementu żelbetowego.

Przyjęty rząd geometrycznej nieliniowości związków odkształceniowo-prze-
mieszczeniowych umożliwia analizę zjawisk wyboczenia prętowego elementu 
żelbetowego.
Artykuł wpłynął do redakcji 5.06.2009 r. Zweryfi kowaną wersję po recenzji otrzymano w październiku 
2009 r.
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Method of analysis of inelastic reinforced concrete members compressed eccentrically
Abstract. Th eoretical formulation and algorithmization of the method of the analysis of behaviour of 
compressed reinforced concrete members subjected to the short-duration static loading were introduced 
in the paper. Th e method of analysis of the structure eff ort is the basis of development of the own numeric 
procedures and computational programmes using the fi nite diff erence method. Th e received order of the 
physical nonlinearity of constitutive equations for the concrete makes possible tracing the material soft ening 
phenomena as well as cracking and crushing in the areas of critical eff ort of the reinforced concrete bar 
member. Th e received order of the geometrical nonlinearity of strain-displacement relationships makes 
possible the analysis of buckling phenomena of the reinforced concrete bar member.
Keywords: mechanics of structures, compressed reinforced concrete members, physical nonlinearity, 
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