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Streszczenie. W pracy rozpatrzono geneze dekompozycji celéw w bazach generatoréw grup unitar-
nych SU(2) (baza Pauliego) badz SU(3) (baza Gell-Manna). W rozwazaniach wykorzystano podejscie
Hamiltona wyprowadzajace wlasnosci tzw. specjalnych grup unitarnych z symetrii rzutowej. Wspdlna
cechg generatoréw obu tych grup unitarnych jest ich unimodularno$¢ wyrazajaca si¢ w jednostkowym
wyznaczniku i zerowym $ladzie. Wlasno$ci te stanowia bezposrednia konsekwencje charakterystycznej
symetrii radaréw polarymetrycznych w wersji monostatycznej. Sa one zgodne z antyabelowym charak-
terem przedmiotowych grup symetrii, homomorficznych z grupg obrotéw R, i charakterystyczna dla
nich relacja komutacji (jak dla macierzy Pauliego). Wspomniany wariant z racji szczegdlnie wyraznych
i glebokich korzeni teorio-grupowych w sposob istotny utatwia wyodrebnienie praktyczne dominujgcego
fizycznego mechanizmu rozpraszania. W pracy przeanalizowano genez¢ zwigzkdw symetrii unitarnej
zachodzacych w trakcie rozpraszania polarymetrycznego SAR na réznej klasy obiektach. Umozliwia
to spojrzenie na problem z bardziej ogdlnego punktu widzenia, stwarzajac jednoczesnie podstawy
dla uogélnienia metody na bardziej zlozone przypadki, obejmujace zaréwno cele zlokalizowane, jak
i roztozone. Przeprowadzone rozwazania z racji zatozonej monostatycznoéci SAR koncentrujg si¢ na
przypadku rozpraszania wstecznego z odpowiadajacym mu symetrig macierzy rozpraszania.

Slowa kluczowe: elektronika, radar polarymetryczny, dekompozycja celéw, macierze Pauliego,
macierze Gell-Manna

Symbole UKD: 621.396.9

1. Wstep

Niniejsza praca dotyczy genezy modeli dekompozycji celéw w bazach gene-
ratoréw specjalnych grup unitarnych. Wspdélna cecha generatoréw tych grup jest
unimodularnos$¢ wyrazajaca si¢ w jednostkowym wyznaczniku i zerowym §ladzie.
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Whasnosci te stanowia bezposrednia konsekwencje charakterystycznej symetrii ra-
daréw polarymetrycznych w wersji monostatycznej. Sg one zgodne z antyabelowym
charakterem przedmiotowych grup symetrii homomorficznych z grupa obrotéw R,
i charakterystyczna dla nich relacjg komutacji (jak dla macierzy Pauliego) [1-4].

Wariant ten z racji szczegdlnie wyraznych i gtebokich korzeni teorio-grupo-
wych w sposob istotny ulatwia wyodrebnienie praktyczne dominujacego fizycznego
mechanizmu rozpraszania. W pracy przeanalizowano geneze zwigzkéw symetrii
unitarnych zachodzacych w trakcie rozpraszania polarymetrycznego SAR, bazujac
na wlasnosciach tzw. zwrotu Hamiltona z jego odniesieniem do obrotéw genero-
wanych odbiciami na nachylonych wzgledem siebie ptaszczyznach wirtualnych.
Wskazano kluczows role tych wlasnosci dla generacji grup klasy SU jako grup
specjalnego rodzaju obrotow (wewnetrznych) istotnie réznych od klasycznej grupy
obrotéw (zewnetrznych) izometrycznych jednak dla obu rodzajow algebr. Podkre-
slono znaczenie ustalonej juz przez Hamiltona kwaternionowej metody okreslenia
operacji zwrotu [5]. Umozliwia to spojrzenie na problem z bardziej ogdélnego
punktu widzenia i stwarza jednoczesnie podstawy dla uogélnienia metody na bar-
dziej zlozone przypadki, obejmujace zaréwno cele zlokalizowane, jak i roztozone.
Szczegolnie interesujaca wydaje sie mozliwo$¢ zastosowania bazy SU(3) dla wyjscia
poza klasyczny w polarymetrycznym SAR przypadek monochromatycznej fali pla-
skiej, a takze do dekompozycji macierzy koherencji w radarach wielokanalowych
i w szeregu innych zastosowan polarymetrycznego SAR.

2. Baza SU(2) jako reprezentacja rzutowa

Obroty wlasciwe euklidesowej przestrzeni 3D wokdt poczatku kartezjanskiego
ukfadu wspétrzednych (x, y, z), tzn. rzeczywiste transformacje ortogonalne z wy-
znacznikiem +1 wygodnie jest wyrazi¢ przez rzut stereograficzny na plaszczyzne
réwnikowa (x” y’, 0) sfery jednostkowej S* ze srodkiem w poczatku ukladu wsp6t-
rzednych. Centrum rzutowania wybieramy w punkcie bieguna poludniowego tej
sfery. Sam rzut wyraza wowczas zmienna s = X +1y. Odpowiednie formuty operacji
rzutowania mozna wowczas zapisa¢ w postaci [4]

X=ly= 2s Z:1—|5‘|2
1+|3‘|2 , 1+|s‘|2'

X+iy=

2s
T2 (1)
+s
Na tym etapie zamiast jednej zmiennej s mozna wprowadzi¢ dwie zmienne &
in zwigzane relacja s =1/&. Zabieg ten rozszerza opis takze na biegun potudniowy

sfery (jako osobliwosci generujacej geometrie rzutowania), przez dodanie punktu
o wspotrzednych (§,7) = (0,1). W rezultacie mamy
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x+iy=2ng", x—iy=28q", z=|g ~Inf*, 1=|&] +[n". (2)

Z powyzszych rownan wynika, ze kazda transformacja unitarna wspolrzed-
nych&in

E'=ak+Pn, n'=y5+dny (3)

odpowiada pewnemu obrotowi sfery jednostkowej S°, ktérej punkty wyrazaja
tzw. promienie § i ) dwuwymiarowej przestrzeni unitarnej. Z drugiej strony tatwo
zauwazy¢, ze dowolny punkt na sferze wraz z wybrang orientacjg stycznej w tym
punkcie mozna przeksztalci¢ w dowolng inng konfiguracje na tej sferze za pomoca
ww. obrotow (bez wyjatku). Wobec faktu, ze mamy tu do czynienia jedynie ze sto-
sunkiem wspolczynnikéw a, 8, 7, 0 mozna wybra¢ wspotczynnik proporcjonalnosci,
tak Zeby wyznacznik macierzy transformacji byl rowny 1, co oznacza ograniczenie
sie do wzmiankowanych obrotéw wlasciwych.

3. Baza SU(2) w grupie Lorentza

Wprowadzmy w euklidesowej przestrzeni 3D tzw. jednostkowe wspolrzedne
rzutowe x,,

x=ﬁ, yzﬁ, 7= (4)

X X X

Wowczas réwnanie sfery jednostkowej ma postaé
=X+ X +x+x; =0, (5)
za$ relacje dla ww. rzutu stereograficznego przyjma postac:

Xo=l& +Pf, x=En+nE x=irE-En), x =g -pf. ©

Latwo rozpoznaé w x; parametry Stokesa, za$ w § i7 sktadowe polarymetryczne
pola E.

Dla dowolnej transformacji unitarnej o (wspolrzednych & i %) z wyznaczni-
kiem +1, wspdltrzedne x, podlegaja rzeczywistej transformacji liniowej, ktdra nie
zmienia réwnania (5).

Zgodnie z teorig wzglednosci (szczegolng), normalne uklady wspolrzednych
w czasoprzestrzeni zwiazane sg ze sobg przez transformacje Lorentza, tj. stanowig
rzeczywistg transformacje liniowa niezmieniajaca formy (5). Transformacje te
tworza grupe — petng grupe Lorentza. Grupa sklada si¢ z transformacji dodatnich
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(wyznacznik +1) oraz ujemnych (wyznacznik -1). Pierwsze z nich stanowig re-
dukowalng grupe Lorentza, z ktérej mozna uzyskac¢ grupe pelng, dodajac odbicia
przestrzenne (obroty niewlasciwe)

Xo = Xp» X, >—X,, a=123. (7)

Transformacje w (6) sa formami hermitowskimi z macierzami

. (1 OJ . (O 1) . (0 —i) . (1 0 j
00 = y 01 = y 02 = . 3 03 = . (8)
01 10 i 0 0 -1

Oznaczmy przez § macierz-kolumienke o elementach (&, ), tj.

§=(EJ. ©)
n

Wodweczas (6) mozna zapisaé w postaci
AT A A
X, =S 0,S. (10)

gdzie t oznacza sprze¢zenie hermitowskie.

4. Obrot jako zlozenie symetrii wzgledem dwoch
nierownoleglych plaszczyzn (zwrot Hamiltona)

Aby opisa¢ obrot R(p,n) mozemy go rozpatrywac jako wynik uporzadko-
wanego odbicia na dwoch fikcyjnych (wirtualnych) ptaszczyznach, ktérych prze-
cieciem jest o$ n, tworzacych kat dwuscienny ¢/2 z dodatnim kierunkiem obrotu
od ptaszczyzny 1 do 2 (czyli z orientacjg n zgodng z reguly prawej dloni) [4]. Jest
to tzw. zwrot Hamiltona [6]. Generuje on obrét wokét osi n o kat ¢, czyli dwa
razy wiekszy od kata dwusciennego (tj. od dlugosci tuku na sferze jednostkowej).
Jak wykazali Klein i Sommerfeld jeszcze w XIX wieku [7, 8] taki model odbicia
odpowiada zastgpieniu zwyklej trojwymiarowej grupy obrotéw R (SO(3)) przez
odpowiednig algebre grupy SU(2) izomorficzng z grupg R. Nalezy podkreslic,
ze izomorfizm ten dotyczy algebry, a nie grupy SU(2).

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze zadany zwrot (obrét) mozna okresli¢
poprzez podanie uporzadkowanej pary punktéw (glowa i ogon zwrotu) na sferze
jednostkowej. W celu blizszego opisu analitycznego operacji zwrotu, zamienimy
dwa punkty na wersory a i b laczace $rodek sfery jednostkowej z koficem zwrotu.
Takie dwa wersory okreslajg iloczyn skalarny i wektorowy

s=a-b=cos

A~

T, v=5><f)=ﬁsinT, (11)
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gdzie n — wersor wzdtuz osi obrotu zwigzanego ze zwrotem T, H'I:H — diugosc !
wektora zwrotu (zob. rys.). Te dwie wielkosci (tj. s i v) mozna uwaza¢ za parametry
zwrotu T =T (S, V). Z definicji (11) wynika

s’+v-v=1. (12)

2 (ptaszczyzna drugiego
odbicia)

1 (plaszczyzna pierwszego
odbicia)

Rys. Obrét o kat ¢ wokot osi i generowany jest przez dwa kolejne odbicia IA1 i |; wzgledem dwoch
przecinajacych sie ptaszczyzn o kacie dwusciennym ¢/2

Zwigzek ten ilustruje utozsamienie (s, v) z konkretnym punktem na powierzchni
sfery jednostkowej S’ w euklidesowej czteroprzestrzeni. Diugo$¢ zwrotu |[T | moze
przyjmowa¢ dowolne wartosci w przedziale (0, 77), za$ n moze by¢ dowolnym kie-
runkiem w przestrzeni 3D. Wynika stad, ze parametry wyznaczajace calg rozmaito$¢
mozliwych operacji zwrotu pokrywaja sie z cala sferg S°. Kazdemu zwrotowi mozna
zatem przypisac reprezentacje algebraiczna

T=T(5,v)=T(5,0,,0,,0,), (13)

gdzie (s,v,,v,,v,) — dowolny punkt na sferze S°.

Zwrot geometryczny odpowiadajacy punktowi na S’ mozna wyrazi¢ poprzez
podanie diugosci H'I:H (0< H'I:“ < ) wektora zwrotu z relacji COSH?W= S oraz wek-
tora n ze zwigzku

(nl,nz,ns)sin“f“:(vl,vz,v3). (14)

5. O algebrze grup Lie

Kazdej funkeji x(s) z danej grupy Lie przyporzadkowuje si¢ macierz jej uogol-
nionych wspdtczynnikéw Fouriera (albo widmowych, Hilberta itp.) tzw. macierz
grupowq
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X =Y x(s)U(s), s—elementgrupy, (15)
gdzie G :s — U (s) reprezentacja danej grupy g. Slad #(TrX) macierzy X

=) x(s)X(s) (16)
jest wtedy uogdlnionym wspoétczynnikiem Fouriera funkeji x(s) wzgledem charak-
teréw X(s) reprezentacji G. Wygodnie jest rozpatrywac funkcje x(s) jako wielkos¢
X w rozmaitosci grupowej, tj. x(s) jest s-ta sktadowa wielkosci x. Symbolicznie
mozna to zapisa¢ w postaci:

x=Y X(s)s. (17)

W reprezentacji G macierz X jest przyporzagdkowana wielkosci X:x — X wzgle-
dem G.

Wprowadzone wielkosci grupowe zachowuja sie jak wektory w przestrzeni
grupowej. Z réwnosci (17) wynika nastepujaca definicja iloczynu dwdch dowolnych
wielko$ci grupowych xiy:

z=xy =Y xt)yt)it' = z(s)s, (18)

gdzie |
2(s)= Y x(®)y(t). (19)

t'=s

Dodawaniu i mnozeniu wielkosci grupowych odpowiada dodawanie i mnozenie
macierzy grupowych zwigzanych z nimi przez relacj¢ (15).

Operacje, ktére mozna wykonywac z wielkosciami grupowymi (i) dodawanie,
(ii) mnozenie przez liczbe i (iii) mnozenie przez inng wielko$¢ grupows, odpowiadaja
znanym prawom zwyklej algebry z dwoma wyjatkami: mnozenie nie jest (na ogét)
przemienne, za$ dzielenie (tez na ogét) niemozliwe. Oznacza to, Ze réwnanie ax = b
nie ma jednoznacznego rozwigzania (lub nie ma go w ogéle). Jednakze zawsze istnieje
wielkos¢ 1 o wlasnosciach macierzy jednostkowej 1:

l-a=a-1=a, (20)

ktorej wszystkie skladowe zeruja si¢ za wyjatkiem jednej réwnej 1, odpowiadajacej
s=1

Zbior opisanych wyzej wielkosci nazywa si¢ algebra, za$ wielkosci grupowe sa ele-
mentami algebry. Nie nalezy ich utozsamiac z elementami grupy.
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Przyporzadkowanie x =X w reprezentacji G spetnia warunki:

1. elementowi 1 odpowiada macierz jednostkowa 1;

2.jeSlix>X,y=>Yacjestliczbatox+y=>X+Y,ax>aX,x'y>X'Y.

Reprezentacja G naszej grupy jest w jednakowym stopniu realizacja, tj. reprezen-
tacja algebry grupowej przez macierze, dla ktérej spelnione s powyzsze warunki.

Powyzsze uwagi dotycza przejscia od macierzy U(s) odpowiadajacej oddziel-
nym elementom grupy, do liniowej rozmaito$ci macierzy, dla ktorej macierze U(s)
stanowig baze.

6. Reprezentacja rzutowa w SU(2)

Geneza reprezentacji rzutowej wiaze si¢ z faktem, ze w opisie kwantowym
mamy do czynienia z reprezentacjami w przestrzeni stanow uktadu, ktére mozna
rozpatrywac jako przestrzen promieni (zorientowanych tukéw), a nie zwyklych
wektoréw 2D lub 3D. Reprezentacja rzutowa przyporzadkowuje kazdemu elemen-
towi s grupy abstrakcyjnej g unitarny obrot (zwrot) U(s) — promien n-wymiarowej
przestrzeni reprezentacji.

Dla kazdej macierzy unitarnej U(s) mozna wybra¢ dowolnie wspoiczynnik
cechowania: e:U - €U, jednak jesli g jest grupa ciagla, to nalezy zapewni¢ ciaglos¢
zaleznosci U(s). Wowczas reprezentacje charakteryzuje warunek:

USU @) ~U(st), . U(SU () =0(s,t)U(st), (21)

gdzie |6| =1 [2, 3]. Aby iloczyn dwéch elementéw odpowiadat iloczynowi repre-
zentujacych je macierzy, nalezy przyja¢ regute mnozenia:

xy(s)= Y, o(t,t")x(E)y(t"). (22)

tt'=s
Ciekawym przykladem grupy abelowej (tj. przemiennej) z nieprzywiedlna
reprezentacja rzutowg jest grupa zlozona z czterech elementéw I, a, b, ¢ o naste-
pujacej tablicy mnozenia [4, 6]:
a’=b?*=c*=1 bc=-cb=ia, ca=-ac=ib, ab=-ba=ic. (23)
Odpowiada to reprezentacji rzutowej wyrazonej w macierzach:

U@®)=6, U()=5, U®b)=5, U(C)=0, (24)

okreslonych wzorem (8).
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Norma (ww. macierzy) wybrana jest tak, aby
U?(a)=U(a)u(a™) =1 (25)

i analogicznie dla 1, b, ¢ [3] z dodatkowym warunkiem detU =1. Algebra tej
reprezentacji, okreslona przez (22), jest nieprzemienna, mimo ze sama grupa jest
abelowa. Jest to algebra zespolonych kwaternionéw o elementach:

X=I€i+/lé+,Lt6+VéEICi+(/1,,u,V)=C0$%+u$iﬂ%, (26a)
gdzie u jest wektorem jednostkowym. Odpowiednio:
x*=cos< —usin&. (26b)
2 2

Oznaczmy przez v zwykly wektor w 3D. Potraktujmy go jako kwaternion
o rzeczywistej sktadowej réwnej zero. Z postaci (26) wynika, ze iloczyn xvx ™
oznacza w istocie wektor v obrécony o kat a wokot osi u. W powyzszych wzorach
,,]ednostkl 1,4b,¢ odpowiadaja tej samej tablicy mnozenia, co i odpowiednie
macierze 0, (n=0, 1,2, 3), za§ k, A, u, v oznaczaja liczby rzeczywiste.

7. Podsumowanie i uwagi uzupelniajace

Przeprowadzone rozwazania pozwalajg lepiej zrozumiec geneze pojawienia sie
macierzy Pauliego jako bazy algebry grupy SU(2) w znanych polarymetrycznych
modelach dekompozycji celéw [9]. Zastosowanie tej wlasnie bazy jest szczegdlnie
wygodne w polarymetrii radarowej bowiem operuje ona dwuwymiarowymi sta-
nami polaryzacyjnymi i z racji unitarnoéci gwarantuje niezalezno$¢ mierzonych
parametrow energetycznych od transformacji grupowych.

Warto podkresli¢, ze w szeregu przypadkach dla dokonania bardziej szczegoto-
wej dekompozycji macierzy koherencji wygodnie jest zwigkszy¢ liczbe wymiarow
algebry SU do trzech, tj. zastgpi¢ baze Pauliego grupy SU(2) baza Gell-Manna
generujacg przestrzen unitarng grupy SU(3). Odpowiednia macierz unitarna de-
kompozycji ma w tym przypadku postac [10]

03 =exp(i§8:wnﬁnj. (27)
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Relacja (27) pozwala zdefiniowa¢ macierz koherencji 3D w postaci

(T)=U,320;%, (28)
gdzie
A, 0 0
=0 4, O (29)
0 0 4

3

jest macierza diagonalng o nieujemnych wspoétczynnikach rzeczywistych.

W powyzszych definicjach 8, s3 wspomnianymi macierzami Gell-Manna, za$
w,, rzeczywistymi wspotczynnikami wagowymi stanowigcymi 3D odpowiednik
parametréw wyrazajacych 2D przyczynki do poszczegélnych macierzy Paulie-
go. W obu przypadkach parametry te wyrazaja udziat réznych mechanizmow
rozpraszania w macierzy koherencji. Ich wigksza liczba (8 w SU(3) wobec 3
w SU(2)) generalnie wskazuje na mozliwos¢ uwzglednienia nowych, wyrazonych
przez postaé poszczegdlnych macierzy f,, przyczynkow istotnych dla uzyskania
optymalnego obrazu celu zwlaszcza w radarach wielokanatowych [10]. W szcze-
goélnym przypadku przejscia migdzy dwoma kanalami (o réznej czestotliwosci)
wyrazonego poprzez zmiane wektoréw bazy odpowiednig transformacje wyraza
macierz unitarna (27).

Zauwazmy, ze postac (27) jest zwyklym uogélnieniem analogicznej formuty [9]
dlaU w2D

sz = exp(ipo - 0 )=0cosp + i(6n )sing. (30)

Macierz koherencji T strumienia EM w 2D zawiera calg mierzalng informacje
0 jego stanie polaryzacji (wlaczajac natezenie). Macierz T definiuje relacja

T=(EMQ)®E'(t)), (31)
gdzie E, E' oznaczaja odpowiednio wektor Jonesa, ktérego dwie sktadowe s3 anali-

tycznym sygnalem pola falowego oraz jego sprzezenie hermitowskie, a ® — iloczyn
Kroneckera. Nawias < > oznacza usrednienie w czasie

(x):m%ﬂ X (t)d. (32)

Majac T, mozna wyznaczy¢ stopieri polaryzacji dany przez formule [11]

~ 1/2
B 2Tr(T)2_
(T .
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Wielko$¢ ta jest niezmiennikiem wyrazajgcym stabilng czes¢ elipsy polaryza-
cji. Macierz T w grupie SU(2) wyraza si¢ poprzez superpozycje trzech macierzy
Pauliego i macierz jednostkowa

~ 3 ~
T= %2 s, =Tr(To,), i=0,1,2,3, (34)
i=0

gdzie 0, dane s3 wzorami (8). Rzeczywiste wspdlczynniki s; stanowia zbior 4.
parametréw Stokesa i okreslaja w pelni stan polaryzacji.

Powyzsza definicje macierzy koherencji T w 2D mozna uogdlni¢ na przypa-
dek 3D, tj. uwzgledni¢ 3 sktadowe pola falowego. Formalnie definicja macierzy
koherencji w 3D nie rozni si¢ od przypadku 2D, z tym Ze teraz kazdy z wektorow
E ma 3 a nie 2 skladowe. Odpowiednikiem bazy Pauliego jest tu baza Gell-Manna
okreslona przez zbiér 8 macierzy. Jest ona znana w literaturze grupy SU(3) jako
baza tej algebry. Przyktadowo

100 ;010 (L 00
B,=|0 10,5;%%10 owm=J;0—1o. (35)
001 000 0 0 0

Mozna, podobnie jak w 2D, napisac:

|_\

8 - > -
T = 52; W G =Tr(TyB), i=0,..8 (36)

Wspolczynniki g; majg znaczenie parametréw Stokesa w 3D. Wowczas stopien
polaryzacji zwany tez stopniem czystosci wyraza formula [11]:

1/2
13Tr(T, a)
G -1 . 37
@ [2 (TrT )’ J (7)

Niezmiennik ten zawiera si¢ w przedziale
0 <Gy <L
G(3) = 1 odpowiada przypadkowi gdy 'I:(s) ma tylko jedng niezerowa wartos¢

wlasng (tzw. catkowita czysto$¢ polarymetryczna lub petna korelacja migdzy mie-
rzonymi polaryzacjami). Z kolei G ;) = 0 oznacza réwnos¢ wartosci wlasnych T,
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(oznacza mieszanine jednakowo prawdopodobnych stanéw polaryzacji, czyli brak
korelacji migedzy zmierzonymi polaryzacjami).

Powyzsze relacje i ich interpretacja stanowig rozszerzenie zwigzkow (33) oraz
(34) na grupe SU(3), uzyskane w pracy [10] analogiczng droga jak w przypadku
grupy SU(2).

Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2007-2010 jako projekt badawczy zama-
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J. KAPELEWSKI, A. DUKATA

Unitary symmetry in polarimetric target decomposition

Abstract. The paper is concerned with a discussion of some basic unitary symmetry features which are
manifested in polarimetric monostatic radars and can be useful to formulate a polarimetric analysis of
coherency matrix in term of decomposition on the Pauli (or prospectively also the Gell-Mann) basis.
In the analysis we use the “turn” Hamiltonian approach to describe relations in unitary space having SU(2)
(or SU(3)) internal symmetry. It serves to generate the base matrices for providing an eigenvector-based
decomposition of the coherency matrix. Although the considerations in the paper are restricted to the
case of coherent back-scattering, the generalization to noncoherent field of targets (pixels) is possible
as it is the case in the most known eigenvector-based target decomposition models.

Keywords: electronics, polarimetric radar, target decomposition, Pauli matrices, Gell-Mann
matrices
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