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Streszczenie. W pracy przedstawiono wyniki teoretycznej analizy zachowania si¢ natadowanej czastki
w polu elektromagnetycznym w wigzce laserowej oraz w stalym polu magnetycznym skierowanym
osiowo wzgledem wiazki laserowej. Wyniki w postaci graficznej uzyskano, korzystajac z wypro-
wadzonych oryginalnych analitycznych wyrazen. Weryfikacje otrzymanych réwnan analitycznych
przeprowadzono, rozwiagzujac wyjsciowe rownania rozniczkowe metoda Runge-Kutta.

Otrzymane analityczne rownania umozliwily ilo§ciowe zobrazowanie za pomocg wykreséw wplywu
réznych parametréw na ksztalt, rozmiary, kierunek ruchu elektronu wzdltuz trajektorii, a takze na
jego energie kinetyczng. Przez zwigkszanie natezenia pola elektrycznego wiazki laserowej mozna
zwigkszaé rozmiary trajektorii zardwno w przypadku hipocykloid, jak i w przypadku epicykloid tzn.
krzywych bedacych rzutem trajektorii na plaszczyzne (x, y). Ta zmiana jest proporcjonalna do zmiany
amplitudy natezenia pola elektrycznego. Natomiast zwiekszanie indukcji stalego, wzdtuznego pola
magnetycznego prowadzi do zmniejszania rozmiardw trajektorii i zmian ich ksztaltow.

Stowa kluczowe: relatywizm, akceleracja, natadowana czastka, wiazka lasera, pole elektromagne-
tyczne, pole magnetyczne
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1. Wprowadzenie

W miare wzrastania postepu w zakresie technologii laseréw o coraz wiekszym
natezeniu generowanego promieniowania nastepuje rozwoj badan w wielu dziedzi-
nach. Rozwdj ten dotyczy zaréwno badan podstawowych, jak i technologii. Jednym
z kierunkoéw szczegolnie intensywnie rozwijajacych sie jest akceleracja natadowanych
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czastek wywolana oddzialywaniem pola elektromagnetycznego promieniowania
laserowego [1,2]. Wykazano istnienie szeregu mechanizméw przyczyniajacych sie
do zwiekszenia energii kinetycznej naladowanych czastek znajdujacych sie w za-
siegu dzialania promieniowania laserowego, zwlaszcza w obecnosci dodatkowego
pola magnetycznego. Mechanizmy te sg podstawg badan, konstrukcji i wyjasnienia
zasad dzialania kilku typow akceleratoréw, jak plazmowy akcelerator wakefield
[3], laserowy akcelerator dudnieniowy [4], laserowy akcelerator wakefield [5, 6],
rezonansowy plazmowy laserowy akcelerator [7] czy laserowy akcelerator z samo-
modulacja [8, 9].

Akceleracja swobodnych elektronéw w polu elektromagnetycznym wytworzonym
przez laser byla wykazana w przeszlosci w wielu publikacjach [10-12]. Zwlaszcza
wiele uwagi po$wigcono akceleracji elektronéw do predkosci relatywistycznych,
zaréwno w badaniach o charakterze teoretycznym, jak i eksperymentalnym [13-19].
Analizowano wplyw na parametry ruchu akcelerowanej czastki, oprocz oczywiste-
go parametru, jakim jest natezenie promieniowania laserowego i dtugos¢ jego fali,
takze stanu polaryzacji promieniowania. Rozwaza si¢ tez ewentualne dodatkowe
pola zewnetrzne w rodzaju pél magnetycznych i elektrycznych. Przylozone pole
magnetyczne, na przykiad skierowane osiowo, powoduje kotowy ruch czastki dzieki
dzialaniu sily Lorentza o kierunku prostopadlym do osi. Elektrony wchodza wéwczas
na orbite kotowg o promieniu R, zwanym promieniem cyklotronowym. Oblicza sie go
z poréwnania sity dosrodkowej z sitg Lorentza, a zalezy on od predkosci V elektronu
oraz od lokalnej indukcji magnetycznej B i wyraza sie zaleznoscia

.7
qB
gdzie m i g to masa i fadunek elektronu lub ogdlnie czastki naladowane;j.

W wielu pracach zwraca si¢ uwage na to, ze zastosowanie zewnetrznego pola
magnetycznego, w przypadku akceleratora laserowego, wywiera zdecydowany wptyw
na proces akceleracji naladowanych czastek [20, 21]. Czastki moga wtedy uzyskac
znaczng energie oraz utrzymac ja w formie oscylacji cyklotronowych nawet po
ustaniu akcji lasera lub po opuszczeniu obszaru wigzki laserowej [22-25]. Nalezy
tu zwrdci¢ uwage na podobny wplyw na akceleracje czastek, jaki jest wywierany
przez pole magnetyczne wytwarzane w plazmie pod wplywem wiazki laserowej [26].
Zjawisko to jest wywolane faktem absorpcji przez elektron z kotowo (lub eliptycz-
nie) spolaryzowanej wigzki laserowej, nie tylko energii, lecz takze momentu pedu
obrotowego, co jest rownoznaczne pradom kotowym w plazmie wytwarzajacym
skierowane osiowo pole magnetyczne. W tym przypadku takze istnieje mozliwo$¢
osiggniecia betatronowego rezonansu mie¢dzy elektronami i polem magnetycznym.
Elektrony w tych warunkach osiggaja znaczne energie relatywistyczne. Jest to nie-
mozliwe w przypadku wigzki laserowej spolaryzowanej liniowo.
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Do akceleracji naladowanych czastek najczesciej stosowane sg lasery impulsowe,
gléwnie ze wzgledu na mozliwos$¢ osiagniecia duzych mocy w pojedynczym impul-
sie. W wigzce takich laseréw w obecnosci silnego pola magnetycznego elektron jest
putapkowany i przyspieszany do energii rzedu GeV [27]. Dostepne dzis praktycznie
pola magnetyczne siegaja natezen 10°T w impulsach mikrosekundowych i moga
by¢ generowane z okresem od 4 do 8 mikrosekund [28].

W tej pracy badamy akceleracje elektronu w prézni wywotana kotowo spolary-
zowang wigzka laserowg o staltym natezeniu w obecnosci osiowo skierowanego pola
magnetycznego. Badania akceleracji czastek w prozni przyciagaja w ostatnich latach
coraz wigkszg uwage [29], poniewaz akceleracja czastek w prézni ma pewng prze-
wage nad akceleracja w plazmie. W prézni nie wystepuja niestabilnosci plazmowe,
tatwiej tez nadac czastce energi¢ poczatkows, od ktérej wartosci zalezy maksimum
energii kinetycznej osiaganej przez czastke. W warunkach prézni utatwione jest takze
wprowadzanie czastek do obszaru oddzialywania z promieniowaniem laserowym.
Dzieki temu w prozni czastki moga osiaga¢ duza energie kinetyczna.

W pracy zamieszczamy, oprocz wstepu, druga czesé, gdzie formutujemy réwna-
nia rozniczkowe opisujace zjawisko w przestrzeni trojwymiarowej. Nastepnie roz-
wigzujemy te réwnania i uzyskujemy $ciste rozwigzania analityczne na wspétrzedne
okreslajace polozenie elektronu w zaleznosci od czasu (co umozliwia zdefiniowanie
obrazu graficznego toru elektronu) oraz na sktadowe predkosci elektronu, tym
samym — wyrazenia na jego energi¢ kinetyczng, zaréwno w przypadku nierela-
tywistycznym, jak i relatywistycznym. W trzeciej czgsci pracy sg przedstawione
w postaci graficznej wyniki uzyskane na podstawie wyzej wymienionych wyrazen
analitycznych. Te wyniki zostaly uwierzytelnione przez rozwigzanie wyj$ciowych
réwnan rézniczkowych numeryczng metoda Runge-Kutta. W czesci czwartej za-
mieszczamy podsumowanie i oceng wynikow pracy.

Dyskusje problemu zachowania si¢ czastki naladowanej w kotowo spolary-
zowanej fali elektromagnetycznej, przykladowo o dlugosci fali A = 10 pm, 1 pm
oraz 1 mm z osiowym stalym polem magnetycznym, w tej pracy ograniczymy do
pokazania ksztaltow toréw, po jakich ta czastka sie porusza. Jednak zasadniczym
celem tych badan jest pokazanie warunkéw, w jakich czastki, takze o wigkszej masie,
moga uzyskiwac znaczne energie kinetyczne, w szczegolno$ci w promieniowaniu
o czestotliwosciach mniejszych [30] i przy znacznie zredukowanych wartosciach
indukgji stalego pola magnetycznego. Ten problem zostal przez nas w znacznym
stopniu przebadany i bedzie dyskutowany w naszej nastepnej publikacji.

Rozwazane w pracy wartosci natezenia pola elektrycznego otrzymuje si¢ juz dzi$
realnie w warunkach laboratoryjnych, w otoczeniach ognisk uktadéw skupiajacych
w wyniku ogniskowania impulsowego promieniowania laserowego. Rozmiary ognisk
i parametry promieniowania laserowego mozna dobra¢ w taki sposob, w szczegdl-
nosci w przypadku ruchu czastki w obecnosci osiowego pola magnetycznego, aby
nie zachodzila obawa ucieczki czastki z obszaru oddzialywania przed osiggnieciem
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przez czastke oczekiwanych parametrow. Wiele wnioskéw wynikajacych z przed-
stawionej w pracy analizy jest stusznych dla duzo mniejszych, ale takze dla duzo
wigkszych wartosci natgzenia pola magnetycznego i elektrycznego, na przykiad
takich, jakie wystepuja w otoczeniach niektérych obiektéw w kosmosie.

2. Réwnania ruchu czastki naladowanej w kotowo
spolaryzowanej monochromatycznej fali elektromagnetycznej
w obecnosci stalego, osiowego pola magnetycznego

Podstawowym celem tej pracy jest przeprowadzenie mozliwie precyzyjnej
analizy zagadnien ruchu naladowanej czastki w kotowo spolaryzowane;j fali elektro-
magnetycznej wytwarzanej przez laser lub maser w obecnosci statego, wzdluznego
(osiowego) pola magnetycznego w aspekcie znalezienia warunkéw umozliwiajacych
akceleracje czastki do zakresu relatywistycznego. Takg analize mozna przeprowa-
dzi¢ metodami numerycznymi dostosowanymi do konkretnych uwarunkowan
przyrzadowych, a zatem niewykazujacych ogélnosci. W tej pracy wyprowadzono
odpowiednie réwnania analitycznie, zakladajac, ze oddziatywanie na czastke jest
wywierane przez laserowa wiazke w postaci jednorodnej monochromatycznej fali
plaskiej, propagujaca si¢ w prézni w warunkach bezstratnych, a takze przez state,
skierowane osiowo pole magnetyczne. Wydaje sie, Ze jest to w pewnym stopniu
uogolnienie problemu akceleracji czastki, utatwiajace przewidywanie jej zachowania
sie w warunkach zmienionych. Rzeczywista fala elektromagnetyczna laseréw nie
jest jednorodna, poniewaz w kierunku poprzecznym do wiazki, poczynajac od jej
osi, wykazuje stopniowy spadek natezenia promieniowania. Jednak w pewnym
obszarze wokoét osi mozna przyjac jej jednorodnos¢. Réwnanie relatywistyczne
ruchu czastki i réwnanie zachowania znormalizowanej energii y w tym przypadku
mozna zapisa¢ nastepujaco [31]:

%:qﬁ+q[\7x(§+l§z)], .
__9 g.g
dt  m,c?

gdzie: p — ped czastki;
E — natezenie pola elektrycznego;
B, — stale, jednorodne, wzdluzne pole magnetyczne oraz
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NETRV A #
y=Q-F)7 B=—. P=y-mch

y @
B =B+ B + B2, ﬂx,y,z:%l

gdzie: ¢ — predkos¢ swiatla;
B =Vl

Pewnego komentarza wymaga posta¢ réwnania zachowania znormalizowanej
energii (drugi z wzoréw (1)). Energie W czastki znajdujacej sie w ruchu opisuja
wyrazenia:

W =ym,c?, W?=p*c®+mic’
Uwzgledniajac powyzsze relacje, réownanie pedu moze by¢ zapisane jako:

v

2"

p=W

(o}

Mnozac obustronnie réwnanie ruchu przez V, oraz uwzgledniajac réwnanie:

\7~67><§)EO

réwnanie ruchu czastki sprowadzi si¢ do postaci:

Roézniczkujac nastepnie rownanie pedu, mozna zapisac, ze:

dp Wdv V dw dv ~dy
— =t ——=ym,——+mV—.
dt c° dt c° dt dt

Dwa ostatnie rbwnania mozna sprowadzi¢ do postaci:

7 2
Wy &V ViAW _ ;e
c dt c° dt
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Gdy warto$¢ V niemal sie ustali, osiagajac predkos¢ bliska predkosci swiatla otrzy-
mamy relacje nastepujaca:

dv
—=0, V=c
" at

Réwnanie to uprosci sie przyjmujac postac:

dw

aW _ WV .E
dt a
lub
dr_ 4y
dt  m,c

znana jako réwnanie zachowania energii czastki (rown. 1). Réwnanie to pokazuje,
ze w przypadku braku pola elektrycznego energia kinetyczna czastki jest stafa.
Dla
dv
y—=#0, V<c
dt

réwnanie to przyjmie postac:

dy , vy &V __ a4 g

dt V7t m,V 2

Proste oszacowania wykazuja, ze drugi czlon po lewej stronie tego réwnania
jest do pominiecia, zwlaszcza przy wiekszych predkosciach czastki.

Przyjmujac dalej, Ze fala elektromagnetyczna propaguje si¢ w kierunku z, skta-
dowe wektorow natezenia pola elektrycznego i magnetycznego wzdluz osi xi y dla
fali spolaryzowanej kotowo lewoskretnie, s3 rowne odpowiednio:

E =iE, + JE, =iE,sinp + JE, cose,

B B - E ®)
=JB, +iB, = J—sinp —i —2cos¢,
15, i c P c 2
gdzie
c

a w jest czestotliwoscig fali elektromagnetycznej. Wektory natezenia pola elektrycz-
nego, indukcji magnetycznej i pedu wyrazaja si¢ nastepujaco:
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oraz

dla

E=[E,E,.0], B=[-B,B,.B,]|

X1 =y x1 Py =z

B =myyV,i +myV, j+mpV,k
d

= . d

—p_lmc a7, + jm,C el +kmcdyﬂ

t dt dt dt
B, =taB,

E,=E;sing, E =E cosp

E E, .
B, =—2cosp, B =—"sing, B,=zaB,,
c c

X y

(5)

(6)

gdzie a jest parametrem, a pole B, skierowane jest réwnolegle do wspdtrzednej z.
Na tej podstawie sformulujemy réwnania opisujace dynamike czastki w przypadku
relatywistycznym dla a > 0.

a) Przypadek relatywistyczny

zapisac nastepujaco:

gdzie: @ =————

dz,fx =-wa(l- B, )sing-waap,,
d;(fy =-oa(l-B,)cosp + waap,,
%:—waﬁxsintp—waﬁy cosp,
z_i/z—waﬂxsin(p—waﬁy cosg,
4B,
zcm,

Uktad réwnan (7) mozna zapisa¢ w postaci:

Roéwnania (1) opisujace dynamike czastki dla B, z parametrem a > 0 mozna

(7)
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%_ asmgod(p d aV = asm<pd(p waady
dt dt c dt ¢ dt
d
ﬂ=—acos§od—(p+%vx =—a005<pdg0 +2%4 %
dt dt c dt ¢ dt’
(8)
9B, _ =-wap, sing —waf, cos —%%sin —%ﬂcos
dt v P T
dy .
Ez—a)aﬁxsmgo—waﬂy COS .
Rézniczkujac réwnanie (4), otrzymujemy relacje
do
L -wl-8,)
L= 0-p.)
a po scatkowaniu (8) otrzymujemy
7B, =a(003<p—1)—%ay,
7B, = —asin<p+wTaax, 9)
aw
VB, ——xsm<p—Tycos<p

Odejmujac dwa ostatnie rownania rézniczkowe od siebie, mozna pokaza¢, ze

d

—y(1- =0.

574 B)
Oznacza to, ze

y(@-B,)=const =y, (1-B,,).

gdzie y, i B, sa znormalizowanymi energig i skladowa predkosci poczatkowej

czastki w kierunku z. Korzystajac z rownan:

dx dx dt ch, cyp,
d<p dt d(p a)(l B, ) wy, (1- ﬁoz)
dy _dy dt g, o,
dp didp w@-B,) or,@-By)
dz dz dt cp, cyp,

d<p dtdgo a)(l ﬁ) wyo(l ﬁOZ)
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dwa pierwsze réwnania zapisujemy w postaci:

dx cyp,

— s _ A(cosgp—1-By)= Acosp— A— ABy,
dp oy, 0-Boy) ( )= o
dy ~ cBy (10)

——————=A(-singp + Bx)=—Asin¢p + ABX,
dp oy, (-Bo) ¢ )

gdzie c
< B="a.

:a)yo(l_ﬁOZ), c

W celu znalezienia wyrazen na wspoélrzedne x, y oraz z, stosujemy znang metode,
wprowadzajac zmienng zespolong taka, ze

W= X+Iiy.

Wtedy mnozac drugie rownanie rézniczkowe (10) przez i oraz dodajac obustronnie
do siebie oba réwnania (10), otrzymamy

d—W=A(COSg0—iSin<p)—A+ ABiw b Y ABiw= Ae " — A
de de

—iABg

Mnozac obustronnie ostatnie rownanie przez € " oraz stosujac proste przeksztal-

cenia, otrzymujemy
d (We—iABgo ): AI:e—i(l+AB)<p _ e—iABq;]dw.

Calkujac obustronnie powyzsze wyrazenie w granicach 0-¢ i stosujac nieskompli-
kowane przeksztalcenia, otrzymamy

W= A|:1+iAB (e—i(p |AB(p )+ ( 1+e|AB(p )}

Wyrazenie to mozna zapisa¢ w postaci

“T7 28 [(cos<p cos ABp)—i(sing +sin AByp) |+

+ﬁ[(_l+ cos ABp)+isin ABy |,
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a stad z definicji w otrzymujemy

(sm @ +sin AB(p)——sm ABo,

1 AB
cos cos ABy )+ —(cos ABp —1
y=1 AB( p- ®) ( p-1),
gdzie
A = %8 1 AB:x=a—a, izgzi, a=—% a1
1+ AB 1+y yo(l—ﬁoz) B aw 1+y

Uwzgledniajac powyzsze, rozwigzanie uktadu dwéch pierwszych réwnan réznicz-
kowych (8) mozna zapisa¢ w postaci

x=nsing + (- &)sin xp,

12
y =ncosp— (- E)cos yp - &, (12
gdzie n,%,&,7 sa stalymi parametrami zdefiniowanymi przez (11).
Okreslimy teraz skladowq z w oparciu o relacje
dz _dz dt ch, cyp,
dp dtdp w@-B,) wyo(-hu) 03

vB,=7 -0 (1_1802)’
zatem
1+ B) + (B )
27/0(1 ﬂOz)

Podstawiajac do powyzszego wyrazenia otrzymane wcze$niej rdwnania (9), w miej-
sce x, y wyrazenia (12), otrzymujemy

0(1 Bo )

1+ 492 sin? %(1+ 20e-v2A-Bo,)
2'}/0 (1_ﬁ02)

Podstawienie powyzszego wyrazenia do réwnania (13), daje koncowe wyrazenie
na sktadows z
}. (14)

iy 2 R0 o

VB, =
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Jest to réwnanie uwiklane, gdyz wspdtrzedna z wystepuje takze w dwoch
miejscach po stronie prawej rownania (14) w fazie ¢ (réwn. 4). Wartosci z nie da
sie analitycznie z tego rownania wyselekcjonowa¢, autorzy niniejszej pracy t¢ war-
tos$¢ jako funkcje czasu uzyskali metoda numeryczng. Rozwigzanie w przestrzeni
wspolrzednych nalezy rozpoczynac od wzoru (14), faza ¢ zawierajaca wspolrzedna
z wystepuje bowiem takze w réwnaniach (12).

Natomiast réwnania skladowych predkosci czastki otrzymujemy z wyrazen
(9) 1 (12). Maja one postac:

V, = Q(cow —CoS ),
Y

vV, =—?(sin(p+sinx<p), (15)

1+20°[1-cos(l+x)p] 1
:=C T a
275y A= Bo:) 2y

€Yo (1_ Bo. )

b) Przypadek nierelatywistyczny
Sktadowe predkosci wynikaja z (15)

V, =cd(cosp —cos yp),
V, =—cd (sing +sin xp), (16)

Vz = Cl:l_ Yo (1_ ﬂOZ ):I
Sktadowe wspotrzednych wynikajg z (12) i (14)

x=nsing +(n-&)sin zp,
y =ncosg—(1n-&)cos yp - &,
(- (17)
chl:l )/O(l IBOZ):I(p,
wyo(l_ﬂOZ)
‘P:w'Vo(l_ﬂm)'t-

Te rozwigzania w przypadku wektora B, skierowanego przeciwnie otrzymuje
sie zamieniajac +a na —a.
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Gdy calkowita predko$¢ poczatkowa czastki V|, jest réwna zeru, parametry
Bo, =0, v, =1. Odpowiednie réwnania trajektorii moga by¢ wowczas zapisane
W postaci:

X =1, sing + (1, — &, )sin o,

y =17,€08¢ = (17, — £, )c0S x00 — &, 1
1 .
Z=n,a| Q- sin(1+ ,
Mo |:‘p 1t 1, ( Xo)‘P:|
gdzie zgodnie z (11):
Xogo C a
=, =aq, =—, ¥, =
Mo 114, Xo a, &, ao 0 1+, (18)
oraz

y=1+ ZﬂésinZ%(H %o ).

Réwnania sktadowych predkosci czastki w tym przypadku beda mialy postac:

wn, [cosp —cos x|
1+ 29%sin? f(l+x0)(p

V, =

-on, [S|n<p+sm x0<p] (19)
1+ 297sin 7(1+ xo)go

aan?ogo [1-cos(+ )(p]
1+ 292 sin 7(1+ Xo )P

Vv, =

3. Trajektorie czastki naladowanej w kolowo spolaryzowanej fali
elektromagnetycznej z osiowym stalym polem magnetycznym

Réwnania (12, 14) mozna przeksztalci¢ do formy dajacej lepsze zobrazowanie
ksztaltu trajektorii poruszajacej sie czastki. Ta forma ma postac:

x=(R-r)sing—rsin(m-1)p,
y=(R-r)cosgp+rcos(m-1)p-E, (20)

2 2,2 2
=‘§X2 i_aaz +° (p—ﬁ—Sinm(p :
aa”|\2 2y m
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Jak tatwo wykazaé, parametry R oraz r definiujace rozmiary trajektorii, sg zdefi-
niowane nastepujaco:

1 1
R:(1+_jn=§, r:ﬁ:—g, (21)
X X 1+
oraz
m=5=1+x. (22)
r

Rozwazymy teraz wplyw wielkosci natezenia pola elektrycznego fali elektro-
magnetycznej na parametry ruchu czastki w fali o polaryzacji kolowej w obecnosci
niezerowego wzdluznego statego pola magnetycznego, B,.

Z (11) wynika nastepujaca relacja:

c cB, E

aw Bw wB,’
a wiec

_l. 1B _ 1 & E,
“1+y  (@+yx)oB, (+aa)wB, wB,(-gB,/mw)’

(23)
m=—=1-0B, /mw.
r

Jak wynika z powyzszych réwnan, przy statych wartosciach innych parametréw
zmiana wartosci natezenia pola elektrycznego fali elektromagnetycznej E, moze
prowadzi¢ do samopodobnej zmiany wielkosci parametréw R i r przy zachowaniu
stalodci wielko$ci parametru m, a wiec do przeskalowania rozmiaréw trajektorii
ruchu czastki. Przez zmiane warto$ci E, mozna wigc zwigksza¢ lub zmniejszac
rozmiary tej samej trajektorii.

Jesli zdefiniujemy dodatkowy parametr m, w postaci:

to okazuje sie, ze ten parametr okresla liczbe bokdéw trajektorii typu hipocykloidy
(rzut trajektorii na ptaszczyzne (x, y)), lub inaczej: liczba ostrzy lub tukéw m, zalezy
od m > 1 w sposob okreslony nastepujaco:
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R m 1
R-r m-1 1-1/m’

m, =

przy czym B, nalezy okresla¢ na podstawie (23) jako

m,

B, = a“’ 1-m). (24)

W przypadku hipocykloidy z powyzszego wyrazenia wynika, ze dla elektronéw
B,> 0. Wtedy otrzymujemy relacje:

a w przypadku epicykloidy, kiedy 0 < m < 1 z (24) wynika, ze dla elektronéw B, < 0.
Wtedy otrzymuje si¢ relacje nieco zmieniong w postaci:

Tak wigc +1 w ostatniej zalezno$ci odnosi si¢ do przypadku epicykloidy, kiedy
mamy do czynienia z polem B, < 0, natomiast -1 w poprzedniej zalezno$ci — do
przypadku hipocykloidy, kiedy mamy do czynienia z polem B, > 0.

Z wzordw, ktore zostaly zaprezentowane wyzej wynika, ze kiedy zwigkszana
jest wartos$¢ B,, liczba bokdéw trajektorii maleje (zaleznos¢ (24)). Ale istnieje przy-
padek, kiedy po zwiekszeniu wartosci B, liczba tukéw trajektorii pozostaje taka
sama, natomiast rozmiary trajektorii zmniejszaja si¢, prowadzac do przeskalowania
trajektorii. Przypadek ten zostal przedstawiony nizej. Aby zwigkszajac warto$¢ +B
zachowac taka sama liczbe tukéw w trajektoriach, trzeba spelni¢ warunek

z

B
m=1- a5, _ const,
m,w
tj. zachowac staly stosunek
B
—+ =const.
0

Jak wynika z relacji (23) okreslajacych wielkosci R i r, wzrost wartosci B, przy
jednoczesnym zachowaniu stalosci powyzszego stosunku moze prowadzi¢ do
zmniejszenia rozmiaréw trajektorii, czyli do jej przeskalowania przy zachowaniu
tego samego ksztaltu, niezaleznie od wartosci indukgji statego, wzdtuznego pola
magnetycznego =B,
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Roéwnania ruchu czastki w kotowo spolaryzowanej, monochromatycznej fali
elektromagnetycznej dla przypadku, kiedy B, = 0 znacznie si¢ upraszczaja.

W przypadku B, = 0, tj. dla a = 0 i przy zalozeniu, ze y, = 1, B, = 0 parametry
(18) mozna uproscic i réwnania (17’) zapisac jako

aC , .
=" (sing — ),
X w(l(p(p)

y =a—c(005<p—1), (25)
(]
z=0.
4. Rezultaty wyliczen

Wyniki w postaci graficznej uzyskano za pomoca wyzej wyprowadzonych ory-
ginalnych analitycznych wyrazen. Poniewaz autorom niniejszej pracy nie udato si¢
znalez¢ w publikacjach innych autoréw tego lub podobnego typu wyrazen analitycz-
nych, co mogtoby bezposrednio potwierdzi¢ prawidlowos¢ prezentowanych wyzej
rozwigzan, z wyjatkiem niezweryfikowanych numerycznie prac [22] o réznigcych
sie od wyprowadzonych przez nas wyrazeniach analitycznych, postanowiono wy-
zej wyprowadzone réwnania zweryfikowa¢ na drodze numerycznego calkowania
wyj$ciowych réwnan rézniczkowych (1). W tym celu zastosowano dobrze znana
metode Runge-Kutta [32]. Nalezy tu podkresli¢, ze zdecydowana wigkszos¢, zwlasz-
cza ostatnich teoretycznych publikacji, wobec braku odpowiednich wyrazen anali-
tycznych, jest oparta na tej metodzie. W naszych badaniach tu opisywanych zjawisk
oddzialywania elektronu czy protonu z polem elektromagnetycznym zastosowali$my
metode numeryczng jedynie do wszechstronnego sprawdzenia poprawnosci wy-
nikéw obliczanych na podstawie wyzej wyprowadzonych wzoréw analitycznych.
Wyniki uzyskane za pomocg obu metod okazaly sie identyczne. W rezultacie
mozna bylo uzna¢, ze stosujac wzory analityczne, uzyskuje si¢ wiarygodne wyniki.
Podstawowg przyczyng wyboru wzordw analitycznych do przeprowadzenia analizy
wystepujacych w tym problemie zjawisk, jest mozliwos¢ bardziej czytelnego sledze-
nia wplywu réznych parametréw na przebieg tych zjawisk. Poza tym czas trwania
zjawiska, w ciggu ktérego mozna $ledzic¢ jego przebieg, w metodzie numerycznej
jest ograniczony, gdyz nie mozna w niej stosowac zbyt duzych krokéw czasowych
wobec ograniczonej ilo$ci ogolnej liczby krokéw. Takie ograniczenia w metodzie
analizy réwnan analitycznych praktycznie nie wystepuja.

Wykresy przedstawione na rysunkach 1 i 2 ilustruja wyliczone na podsta-
wie relacji (12) i (14) trajektorie elektronu w tréjwymiarowej przestrzeni (x, y,
z) oraz obraz rzutu trajektorii na plaszczyzne (x, y) w przypadku A = 10 pm oraz
E, = 10" V/m. Z wykreséw wynika, ze zmieniajac warto$¢ natezenia pola magne-
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tycznego B,, lub wielkos$¢ czestotliwosci promieniowania elektromagnetycznego w,
od ktorych to wielkosci zalezy warto$¢ parametru m,, mozna w dtugim czasie reali-
zowac stan stacjonarny. Gdy parametr m, jest liczbg catkowitg i m > 1, hipocykloida,
jaka opisujg przedstawione w pracy réwnania jest stacjonarng w czasie i przestrzeni
krzywa zamknieta sktadajacg si¢ ze skonczonej ilosci ostrzy o ilosci m, (rys. 1).
Gdy m, jest liczbg catkowita i 0 < m < 1, krzywa opisywang przez te réwnania jest
stacjonarna w czasie i przestrzeni epicykloida skfadajaca sie ze skonczonej liczby
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Rys. 1. Ilustracja trzech standéw ruchu elektronu wzdluz trajektorii typu hipocykloidy, zaréwno
w przestrzeni (x, y, z), jak i w rzucie trajektorii na ptaszczyzne (x, ), przy E, = 10" V/m, A = 10 pum:
a)m;=3,m=3/2,B,=536T;b) m;=4,m=4/3,B,=357T;c) m;=5m=5/4,B,=268 T
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Rys. 2. Ilustracja trzech standéw ruchu elektronu wzdtuz trajektorii typu epicykloidy, zaréwno
w przestrzeni (x, y, z), jak i w rzucie trajektorii na ptaszczyzne (x, ), przy E, = 10" V/m, A = 10 pum:
a)ym;=2,m=2/3,B,=-357T;b) m;=4,m=4/5B,=-214T;c) m;=6,m=6/7,B,=-153 T

tukow réwnej my, (rys. 2). W ogolnosci (co nie jest pokazane na rysunkach) mozna
realizowac trzy stany ruchu czastki naladowanej tj. stan stacjonarny, niestacjonarny
i mieszany. Kiedy m;, jest ulamkiem, hipocykloida i epicykloida mogg skladac si¢
ze skonczonej liczby krzyzujacych sie odpowiednio tukéw wklestych i wypuktych
o punkcie biezagcym wracajacym do punktu wyjsciowego lub stajg sie trajektoriami
niestacjonarnymi w czasie i przestrzeni o liczbie ostrzy lub tukéw rosnacej w miare
wzrostu czasu oddziatywania pol na czastke.
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Z powyzszego widaé, ze w zaleznosci od wartosci natezenia pola magnetycz-
nego B, lub w zaleznosci od wielkosci czestotliwosci promieniowania elektroma-
gnetycznego w, od ktérych to wielkosci zalezy warto$¢ m,, mozna w dlugim czasie
realizowac¢ rdézne stany ruchu czgstki naladowanej. Przejscie oscylacyjne czastki
z jednego obszaru do innego moze by¢ dokonane w szczegélnosci poprzez wpro-
wadzenie okresowej i skokowej zmiany kierunku wektora pola B, na przeciwny
lub zmiang wartos$ci czestotliwosci fali elektromagnetycznej w przy zachowaniu
stalosci natezenia pola magnetycznego B,.
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Rys. 3. Ilustracja trajektorii elektronu dla wartosci parametréw promieniowania réwnych E, = 10"
V/m, A = 10 um: a) typu hipocykloidy, dla m = 15/13, m, = 7,5, B, = 165 T oraz b) typu epicykloidy,
dlam =13/15,m, =6,5,B,=-143 T
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W przypadku kiedy m, jest utamkiem hipocykloida i epicykloida, moga
sktada¢ sie¢ ze skonczonej liczby krzyzujacych sie¢ odpowiednio tukéw wklestych
i wypuklych o punkcie biezagcym wracajacym do punktu wyjsciowego (w rzucie
na plaszczyzne (x, y) co zilustrowano na rysunku 3, a co zostalo wyliczone na
podstawie relacji (12) i (14).

Oprocz tego zilustrowano wpltyw amplitudy natezenia pola elektrycznego E,
w promieniowaniu lasera o dfugosci fali A = 1 um na wykresach przedstawiajacych
zaleznosci ksztaltu i rozmiaréw trajektorii elektronu z dodatkowym osiowo skie-
rowanym polem magnetycznym o indukeji B, = 1000 T dla hipocykloidy (rys. 4)
oraz B, =-1000 T dla epicykloidy (rys. 5). Podane sg warto$ci omdéwionych wyzej
parametréw r oraz R.

Z powyzszych wykresow wynika, Ze zmiana wartoéci E, prowadzi tylko do
zmiany skali trajektorii zaréwno w przypadku hipocykloidy, jak i w przypadku
epicykloidy, przy czym ksztalt krzywych pozostaje niezmienny. W tym samym
czasie warto$ci wspdtrzednych x i y wraz ze wzrostem wartosci E,, ulegaja pro-
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Rys. 4. Wplyw wielko$ci amplitudy natezenia pola elektrycznego E; kolowo spolaryzowanej mono-

chromatycznej fali elektromagnetycznej na parametry hipocykloidy przy osiowo skierowanej indukeji

magnetycznej B, = 1000 T, dla A = 1 um, parametru m = 1,093: a) dla E, = 10"" V/m, otrzymano
R =0,053 pm, r = 0,049 um; b) dla E, = 10" V/m, otrzymano R = 5,3 um, r = 4,9 um
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Rys. 5. Wplyw wielko$ci amplitudy natezenia pola elektrycznego E, kotowo spolaryzowanej mono-

chromatycznej fali elektromagnetycznej na parametry epicykloidy otrzymanej przy osiowo skiero-

wanym wektorze indukcji magnetycznej B, = -1000 T, dla A = 1 um, parametru m = 0,907: a) dla

E, = 10" V/m, otrzymano R = -0,053 pm, r = -0,059 pum oraz b) dla E, = 10" V/m, otrzymano
R=-53pum,r=-59 um

porcjonalnemu wzrostowi. Cechg charakterystyczng obu ruchéw, tj. w przypadku
ruchow wzdluz hipocykloidy i epicykloidy jest to, ze odbywaja si¢ one w przeciw-
nych kierunkach wzdtuz tych trajektorii, lecz w kazdym przypadku jedno okrazenie
trajektorii zawsze zajmuje tyle samo czasu.

Nastepnie prezentowane sg wykresy ilustrujace wplyw wartosci statego, wzdtuz-
nego pola magnetycznego B, na ksztalty i rozmiary trajektorii przy zachowaniu
stalo$ci natezenia pola elektrycznego fali elektromagnetycznej E,,.

Nizej przedstawiamy wykresy ilustrujace wptyw wielkosci natezenia pola
magnetycznego B,, kolowo spolaryzowanej monochromatycznej fali elektroma-
gnetycznej na parametry epicykloidy.

Z wykresow na rysunkach 6 i 7 wynika, ze poprzez zmiane wielkos$ci indukeji
pola magnetycznego +B,, przy zachowaniu staloéci natezenia pola elektrycznego
E,, mozliwa jest nie tylko zmiana skali trajektorii, jak w przypadku zmiany ampli-
tudy E, lecz takze zmiana jej ksztattu. Ogoélnie, zwiekszanie indukcji magnetyczne;j
B, powoduje kurczenie si¢ toru natadowanej czastki.
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Rys. 6. Wplyw osiowo skierowanego wektora indukcji magnetycznej zwigkszonej do B, = -1800 T

(patrz rys. 5a, gdzie B, = -1000 T) w kolowo spolaryzowanej monochromatycznej fali elektroma-

gnetycznej na parametry epicykloidy przy E, = 10" V/m, dla A = 1 um, otrzymano R = 0,053 um,
r= 0,049 pym
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Rys. 7. Wplyw osiowo skierowanego wektora zwiekszonej indukcji magnetycznej B, = 1800 T (patrz
rys. 4a, gdzie B, = 1000 T) w kolowo spolaryzowanej monochromatycznej fali elektromagnetycznej
na parametry epicykloidy otrzymanej przy E, = 10"' V/m, dla A = 1 um.

Dodatkowo na rysunku 8 przedstawiamy przykladowy zestaw wykresow ilu-
strujacych zachowanie si¢ elektronu w mikrofalowej, ptaskiej, kotfowo spolaryzo-
wanej i monochromatycznej fali elektromagnetycznej w przestrzeni wspotrzednych
w obecnosci osiowego pola magnetycznego.

Rysunek 8 pokazuje, ze wigzka promieniowania maserowego oddzialuje na
elektron w sposdb podobny do wigzki lasera optycznego. Nalezy jednak zwrocic
uwage na jednostki wielkosci obrazujacych tor elektronu. Przedstawiony przykiad
dotyczy promieniowania o dtugosci fali 1 mm, zmniejszonej w poréwnaniu z laserem
optycznym amplitudzie natezenia pola elektrycznego oraz znacznie zredukowanej
indukcji magnetycznej. W tym przypadku zakreslane przez elektron trajektorie maja

wieksze rozmiary, lecz ich ksztalt jest podobny do poprzednio rozwazanych.
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Rys. 8. Trajektoria elektronu w wigzce promieniowania masera o dlugosci fali A = 1 mm, przy
E,= 10° V/m, B, = 1,8 T, m = 7/6, otrzymano R = 0,3 mm, r = 0,25 mm

5. Podsumowanie

Przedstawiono wyniki analizy teoretycznej zachowania si¢ naladowanej czastki
w polu elektromagnetycznym wytworzonym przez laser lub maser w obecnosci sta-
tego pola magnetycznego skierowanego osiowo wzgledem wigzki promieniowania.
Wyniki w postaci graficznej uzyskano za pomoca wyprowadzonych oryginalnych
analitycznych wyrazen. Weryfikacje otrzymanych rownan analitycznych prze-
prowadzono dobrze znang procedurg Runge-Kutta stosowang do rozwigzywania
réwnan rozniczkowych. Wyniki otrzymane za pomocg obu metod okazaly sie
identyczne. W rezultacie mozna byto uznad, iz stosujac wzory analityczne, uzyskuje
sie wiarygodne wyniki. Sledzac ruch czgstki na podstawie wykresow w plaszczyznie
(x, ), nalezy mie¢ na uwadze, iz rzeczywisty ruch czastki odbywa si¢ w przestrzeni
tréjwymiarowej (x, y, z). Obraz przedstawiony, zatem na wykresie (x, y) jest rzu-
tem trajektorii na te plaszczyzne. Jednak w skrocie nazywamy ten rzut trajektoria
czastki.

Na poczatku pokazano ksztalty stacjonarnych trajektorii elektronu. Uzyskuje
sie je przy takich wartosciach indukcji magnetycznej przytozonego z zewnatrz pola
magnetycznego, przy ktérych parametr m, jest liczba catkowita. Jezeli m > 1, to rzut
trajektorii na plaszczyzne (x, y) jest hipocykloida (rys. 1). Jest to krzywa zamknieta
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skladajaca sie ze skonczonej liczby ostrzy o ilosci m,. Gdy spetniony jest warunek
0 < m < 1, to krzywg opisywang przez te rdwnania jest stacjonarna w czasie i prze-
strzeni epicykloida skladajaca sie ze skonczonej liczby tukéw réwnej m, (rys. 2). Jest
to krzywa zamknigta sktadajgca si¢ ze skoniczonej ilosci tukéw o ilosci m, a gdy m,
jest ufamkiem, hipocykloida i epicykloida moga skfadac si¢ ze skonczonej liczby
krzyzujacych sie odpowiednio ostrzy lub tukéw wklestych i wypuklych o punkcie
biezacym wracajacym do punktu wyjsciowego (rys. 3).

Wykresy wykonane na podstawie przedstawionych w pracy relacji pokazuja,
ze przy stalych warto$ciach innych parametréw zmiana wartosci nat¢zenia pola
elektrycznego fali elektromagnetycznej E, prowadzi do samopodobnej zmiany
wielko$ci parametréw R i r przy zachowaniu stalosci wielkosci parametru m, a wigc
do przeskalowywania rozmiaréw trajektorii ruchu czastki (rys. 4i5). Przez zmiane
wartosci E, mozna wigc zwigkszac lub zmniejsza¢ rozmiary tej samej trajektorii,
zaréwno w przypadku hipocykloid, jak i w przypadku epicykloid. Im wigksza jest
warto$¢ natezenia E pola elektrycznego fali elektromagnetycznej tym wieksze sa
rozmiary trajektorii oraz ta zmiana jest proporcjonalna do zmiany E,,. Cechg charak-
terystyczng obu ruchow, tj. w przypadku ruchu wzdtuz hipocykloidy i epicykloidy,
jest to, ze odbywaja si¢ one w przeciwnych kierunkach wzdluz tych trajektorii,
pokonujac je w tym samym czasie. Wraz ze zmiang wielko$ci trajektorii, na skutek
zmiany wartosci E,, nastepuje zmiana predkosci catkowitej czastki.

W pracy prezentowane sg takze wykresy ilustrujace wplyw indukeji magnetycz-
nej statego, wzdluznego pola magnetycznego B, na ksztalty i rozmiary trajektorii
przy zachowaniu statosci nat¢zenia pola elektrycznego fali elektromagnetycznej E,
(rys. 617). W tym przypadku wieksza warto$¢ natezenia stalego pola magnetycznego
B, prowadzi do zmniejszenia rozmiardw trajektorii. Z zamieszczonych wykresow
oraz relacji matematycznych wynika tez, ze poprzez zmiane wielkos$ci nate¢zenia
pola magnetycznego, +B,, przy zachowaniu stalosci natezenia pola elektrycznego
E,, mozliwa jest nie tylko zmiana skali trajektorii, jak w przypadku rozwazonym
wyzej, lecz takze zmiana ich ksztaltéw wyrazajaca si¢ w zmiang liczby ostrzy lub
tukéw tworzacych trajektorie.

Poprzez zmiang wartosci rozwazanych parametréw mozna zmienia¢ takze
predkosci i przyspieszenia czastek. Przedstawione rownania pokazujg w szczegol-
nosci, ze predkos¢ czastki mozna zmienia¢, zmieniajac zaréwno warto$¢ natezenia
pola B,, jak i parametry fali elektromagnetycznej (tego w tej pracy nie ilustrujemy
rysunkami).

W przypadku zmiany znaku tadunku czastki na przeciwny analogiczne do
wyzej przedstawionych wykreséw uzyska si¢ zmieniajac jednoczesnie na przeciwny
kierunek wektora indukcji statego, wzdluznego pola magnetycznego B, > -B, lub
znak skretnosci kotowo spolaryzowanej fali elektromagnetycznej na przeciwny,
przy zachowaniu takiego samego kierunku wektora indukcji magnetycznej B,.
Przedstawione relacje pokazujg wiec, Ze zmieniajac warto$¢ indukcji magnetycznej,



30 A. Dubik, M. . Matachowski

B, mozna selektywnie wptywac na ruch czastek o réznych masach i takim samym
fadunku, na ruch czastek o takich samych masach, lecz réznych tadunkach i ogélnie
na ruch czastek o réznych wartosciach stosunku masy do fadunku. W tej publi-
kacji nie uwzgledniono zjawiska Dopplera, ktére w pewnych przypadkach moze
odgrywac istotng role w akceleracji naladowanych czastek. Bedzie to tematem
oddzielnej publikacji.

Otrzymane w pracy rozwigzania pozwalaja na opis ruchu natadowanej czastki
w wielu innych rodzajach fal, ktére w szczegélnosci mozna przedstawiaé jako su-
perpozycje fal sktadowych o réznych parametrach i polaryzacjach.

Przedstawione wyzej wnioski uzasadniaja przydatno$¢ otrzymanych wynikow
w zakresie pelniejszego zrozumienia skomplikowanych zjawisk zwigzanych z od-
dzialywaniem natadowanych czastek z promieniowaniem laserowym lub masero-
wym w tym warunkéw generacji wlasnego promieniowania elektromagnetycznego
przez czastke.

Artykut wplyngt do redakcji 5.05.2008 . Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w pazdzierniku
2008 .
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A.DUBIK, M. ]. MALACHOWSKI

Exact solution of relativistic equations for charged particle motion
in laser beam with static axial magnetic field

Abstract. The results of theoretical analysis of behaviour of charged particle in the electromagnetic
field of laser beam in the presence of the axially directed static magnetic field are presented in the
graphical form. The results have been obtained using the originally derived analytical equations.
The equations have been verified by numerical solution of differential equations of motion using the
Runge-Kutta method.

The analytical equations with the aid of the proper curves enabled a quantitative illustration of the
impact of different parameters on the shape, dimensions and the electron motion direction along
the trajectory.

By changing the intensity of the laser beam it is possible to change the dimension of the trajectories
of hypocycloids as well as epicycloids which present the projection of the trajectories on the (x, y)
plane perpendicular to the axis direction. This change was found to be proportional to the change
of the electric field intensity. However, the increase in the static axial magnetic field leads to the
decrease in the trajectory dimensions and the change of theirs shape.
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