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Streszczenie. Artykul dotyczy projektowania takich m-optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego
(struktur OD) typu PMC, ktdre sa grafami cze$ciowymi zredukowanego hipersze$cianu wymiaru #. Zapro-
ponowano metode projektowania m-optymalnej struktury OD wzgledem zredukowanego hipersze$cianu
wymiaru n, gdzie n > m, ktéra bazuje na spojnym rdzeniu struktury m-optymalne;.
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Wprowadzenie

Struktury typu hiperszescianu binarnego [3, 4], okreslonego wymiaru, maja
szerokie zastosowanie w systemach mikroprocesorowych o specjalnym przezna-
czeniu oraz regularnej strukturze (w strukturze hipersze$cianu binarnego wymiaru
n kazdy wezel jest stopnia ). Struktura typu hiperszescianu binarnego wymiaru
n jest robwniez grafem, ktdéry opisuje n-optymalng (n > 2) strukture opiniowania
diagnostycznego [6, 8, 10] (strukture OD) typu PMC — przy zalozeniu, ze kra-
wedz przylegta do weztdéw hiperszescianu jest cyklem elementarnym. W artykule
zaproponowano metode, bazujaca na spdjnym rdzeniu m-optymalnej struktury
OD typu PMC, wyznaczenia takiej m-optymalnej struktury OD typu PMC, ktéra
jest grafem cze$ciowym struktury typu zredukowanego hiperszescianu binarnego
wymiaru #n (n > m). Zaproponowana metoda jest inng propozycja rozwigzania
problemu opisanego w artykule [4].
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W dalszej czgéci rozdziatu przedstawiono okreslania, wlasciwosci opisywanych
struktur oraz oznaczenia wykorzystywane w artykule. W rozdziale 2 opisano rdzenie
spdjne m-optymalnych struktur opiniowania diagnostycznego typu PMC, natomiast
w rozdziale 3 zaproponowano metode projektowania m-optymalnej struktury OD
typu PMC, bazujacg na rdzeniu spdjnym, ktdra jest grafem czesciowym struktury
hiperszescianu wymiaru 7.

000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111
000 | O 1 1 0 1 0 0 0
001 1 0 0 1 0 1 0 0
010} 1 0 0 1 0 0 1 0
011 | O 1 1 0 0 0 0 1
100 | 1 0 0 0 0 1 1 0
101} O 1 0 0 1 0 0 1
110} 0 0 1 0 1 0 0 1
111} 0 0 0 1 0 1 1 0

Rys. 1. Hiperszeécian binarny H* (a) oraz jego macierz przej$¢ (b)

Okreglenie 1. [3] Hipersze$cianem binarnym H" wymiaru n (n-wymiarowym hipersze-
$cianem binarnym) nazywamy graf zwykly G'(G'=(E',U"),|E’'|=2",|U’|=n-2"")
o 2" weztach, z ktorych kazdy opisany jest odpowiednim wektorem binarnym
2(z=[2,...2,],z, €{0,1}),1<i<n,zeZ", |Z"|=2") orazo n-2"" krawedziach
faczacych te wezly, ktérych opisujace je wektory odlegle sa o 1 wedlug miary
Hamminga.

Na rysunku 1, dla przyktadu, pokazano strukture H°.

Graf cze$ciowy struktury H" bedzie oznaczany przez H/'. Indeks t oznacza
liczbe krawedzi grafu struktury.

W artykule zaklada sie, ze struktura hiperszescianu opisuje strukture OD typu
PMC, wiec krawedz (e’,e") hipersze$cianu bedzie traktowana jako cykl elemen-
tarny — (e',e") =(e’,e"yu(e",e’).

Okreslenie 2. [7] Strukturg OD nazywamy graf Bergea G (G =(E,U)), bez petli
(e',e"yeU, wktéorym tuk(e’,e"y eU (¢’,e” € E) oznacza, ze element systemu e’
opiniuje (testuje) stan niezawodnosciowy elementu e”. Graf G nazywamy réwniez
grafem opiniowania diagnostycznego lub grafem testowania.

Strukture OD, dla ktorej istnieje algorytm umozliwiajacy zlokalizowanie
wszystkich niezdatnych elementéw pod warunkiem, ze jest ich nie wigcej niz m,
nazywamy m-diagnozowalng strukturg OD, a m-diagnozowalng strukture OD
o minimalnej liczbie testowan — m-optymalng strukturg OD.
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Zauwazmy, ze w procesie opiniowania biorg udzial réwniez elementy nie-
zdatne.

Formalnie, dla modelu PMC [9] warto$¢ opinii d, elementu e, o elemencie e,
jest zdefiniowana nastepujaco:

[n(es)=no(es)]{dst ={°d'a”<et>=no(et) }

1dlan(e)=n,(e)
[n(e,) # ny(8)] = [dy = x], x€{0,1}.
Wiasnosc 1. [9] Jezeli struktura OD typu PMC jest struktura m-diagnozowalna, to
(ER2m+1) A (VeecE:u (€)>m), (1)

gdzie pn(e) oznacza stopien wejsciowy wezla e, to jest liczbe elementdow, ktore
testujg element e, a | E | oznacza liczebno$¢ zbioru E.

Wilasnosé 2. [5] Struktura OD typu PMC, ktora spelnia zalezno$¢ 1 jest struktura
m-diagnozowalng wtedy i tylko wtedy, gdy:

(VO<p<m-1VE'c E:|E'|=|E|-2m+ p):|T(E") |> p, (2)

gdzie I'(E") oznacza zbior takich nastepnikow elementdw zbioru E’, ktore nie sa
elementami zbioru E".

Wtasnos¢ 3. [3] Struktura H/',n>2 jest co najmniej 1-diagnozowalng strukturg
OD typu PMC.

Wiasnosé 4. [3] Struktura H” nie jest 2-diagnozowalng strukturg OD typu PMC.
Wiasnosé 5. [3] Struktura H", n > 3 jest n-optymalng strukturg OD typu PMC.

Wiasnos¢ 6. [3] Kazda struktura, H;',n>3, ktéra jest grafem Hamiltona jest
2-diagnozowalng strukturg OD typu PMC.

Wiasnosé¢ 7. [3] Struktura H{',n>4, ktorej stopien kazdego jej wezta
pu(e)=m,2<m<n jest m-optymalng strukturag OD typu PMC.
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2. Rdzenie struktur

Okreslenie 3. Rdzeniem struktury [2, 1] nazywamy graf cze$ciowy m-optymalnej silnie
spojnej struktury OD, uzyskany po usunieciu takich tukéw u, ze (¢*(u),e” (u)) ¢ U
(e*(u) oraz e® (u) oznaczajg, odpowiednio, wezel koricowy oraz wezel poczatkowy
tuku u).

Na rysunku 2 pokazano, dla przyktadu, strukture 3-optymalng typu PMC,
6smego rzedu oraz jej rdzen (cykle elementarne, dla tatwego rozrdznienia, ozna-
czono krawedziami).

a) €] b) €]

€g

e €3 e; €3

€6 €6
€s €5

Rys. 2. 3-optymalna struktura opiniowania diagnostycznego (a) oraz jej rdzen (b)

Rdzen struktury jest grafem zwyktym, ktory jest kanonicznym reprezentan-
tem klasy podobienstwa silnie spdjnych m-optymalnych struktur OD okreslonego
typu i rzedu [1]. Rdzen struktury OD moze by¢ zaréwno grafem wezlowym, jak
i grafem pelnym oraz nie musi by¢ grafem spojnym. Jezeli stopien petnosci silnie
spojnej pierwotnej struktury m-diagnozowalnej jest dostatecznie duzy, a ma miej-
sce w rozpatrywanym przypadku, to skuteczna metoda (opracowana w pracy [1])
wyznaczania silnie spdjnej struktury (wzgledem struktury pierwotnej — hiper-
sze$cianu zredukowanego H.') polega na wyznaczeniu takiego spdjnego rdzenia
struktury H,' i uzupelnieniu go niezbednymi lukami w celu uzyskania m-optymalnej
(2 < m < n) struktury OD typu PMC.

Z zaleznosci 1 1 2 wynikaja wlasnosci 8, 9.

Witasnos¢ 8. Jezeli graf zwykly rzedu k stopnie nie wigkszego niz m (m > 0) jest

rdzeniem m-optymalnej struktury OD typu PMC, to
(VO<p<m-1VE'cE:|E'|=|E|-2m+ p):
(MIENE'[= D) u(e)> p-|T(E)).

ecE\E’

3)
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Witasnos¢ 9. Graf zwykly rzedu k stopnia nie wigkszego niz m nie jest rdzeniem
m-optymalnej struktury OD typu PMC, jezeli

(30<p<m-13JE'cE:E'|=|E|-2m+p):(M|E\E'|- Z ueE)<p). @
ecE\E'
Na rysunku 3, dla przykladu, pokazano grafy zwykte si6dmego rzedu, z ktérych
graf G” nie jest rdzeniem struktury 3-optymalnej, poniewaz dla zaznaczonego na ry-
sunku 3b zbioru E” weztéw grafu G” jest spelniona zaleznos¢ 4 (dlam =3ip = 2).

2

G’ G’

Rys. 3. Graf G’ jest, a graf G” nie jest, rdzeniem 3-optymalnej struktury OD typu PMC

Zauwazmy (na podstawie wlasnosci 5 oraz okreslenia 3), ze struktura hiper-
sze$cianu binarnego wymiaru n, gdzie n > 2, (rys. 1) opisuje zaréwno strukture
n-optymalng rzedu 2" jak i rdzen tej struktury.

3. Metoda wyznaczania struktury m-optymalnej
wzgledem hiperszescianu H/

3.1. Uwagi wstepne

Rozpatrzmy strukture H (H =(E,U),|E|=2",|U |=t,n>2,t<n-2""),
ktéra opisuje m-diagnozowalng (0 < m < n) strukture OD typu PMC. Zgod-
nie z wlasnosciami 6,7 w strukturze H," mozna wyrézni¢ taki graf cze$ciowy
H;” =(E,U )t =m | E|, t* oznacza liczbe tukéw, U* oznacza zbidr tukéw, ktory
jest m-optymalna strukturg OD typu PMC.

Struktura m-optymalna wzgledem m-diagnozowalnej struktury H;" jest grafem
cze$ciowym tej struktury, powstalym w wyniku usuniecia ze struktury H{. zbioru
tukéw o liczebnosci |[U”(H2) |-m|E(H.)].

Okereslenie 4. Lukiem silnie spojnie redukowalnym m-diagnozowalnej silnie spdjnej
struktury OD typu PMC G’ nazywamy taki tuk u(u € U(G’)) ze graf czeSciowy
<U (G U> o jest silnie spdjng strukturg m-diagnozowalna.
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Niech U*(G) oznacza zbi6r tukéw silnie spéjnie redukowalnych struktury G.
Zauwazmy, ze:

wE'WIG=)=(ueU"(G))

gdzie ef(u) oznacza poczatkowy wezet tuku u, p*(e) oznacza stopien wyjsciowy
wezla e, to jest liczbe elementdw, ktore testuje element e.

Z zaleznosci 1,2 wynika, ze

(8 eUR) = (*(e) =D v ((e;) =m) v ((AL< p<m—13E" = E\{e,}:

5
(& cEVA(E'|=IEl-2m+ p):(IT(E) |= p+1) A ({T'{e;33NE'|=1)) ©
oraz
((ei,ej>eUR)<:>((u*(ei)>1)v(u’(ej)>m))v(((v1s p<m-1VE"cE\{e;}:

(6)

16 €ENA(E"[=[E|-2m+ p) A ({T {e 33N E"[=D))|T(E") > p+1,

gdzie T™(E") oznacza zbiér takich poprzednikéw elementéw zbioru E', ktére nie
sg elementami zbioru E’.

Wtasnos¢ 10. Jezeli tuk (e’,e") m-diagnozowalnej silnie spdjnej struktury OD typu
PMC jest fukiem silnie spojnie redukowalnym to:

(W7 (&) > A (u (e")>m). (7)

3.2. Metoda bazujaca na spojnym rdzeniu struktury

Metoda polega na wyznaczeniu w strukturze H;' spdjnego rdzenia R, a nastep-
nie na usunieciu H{', silnie spdjnie redukowalnych tukéw u (u €U (H,")\U (R))
tak, aby uzyskana struktura R H," \{u} byla silnie spdjng m-optymalng (m < n)
strukturg OD typu PMC.

Diagnozowalnos$¢ m (ang. diagnosability of system) struktury wynikowej jest
réwna stopniowi struktury H/', czyli: m=min{u(e):ec E(H;)}.

Sposob wyznaczenia spdjnego rdzenia R struktury jest nastepujacy. Ze struk-
tury H{" nalezy usung¢ takie krawedzie (e’,e"), ktore spelniajg nastepujaca za-
leznos¢:

(uE)>mAap(Ee) > v (uE’)>mau(e)>1). (8)
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Jezeli stopier W(G") <M, a uzyskany graf czgéciowy (G),.. nie jest rdzeniem,
to ze struktury G'nalezy usung¢ krawedzie (e’,e"), ktdre spelniajg nastepujaca
zalezno$¢:

(uEY<mauE)>DvuE)<mapu(e)>1). 9)

W wyniku usuniecia krawedzi spetniajacych zaleznosci 8,9 uzyskano spéjny
rdzen R.

Nastepnie tuki u(ueU (H/")) struktury H takie, ze (U (R)NU"(H;))
oznaczamy jako tuki nieredukowalne. Pozostate tuki struktury H{ nazywamy
dopetnieniem rdzenia (okreslenie 5 — ponizej).

Okreslenie 5. Dopelnieniem rdzenia R((|E(R)|=|E(G")) A (U (R)cU"(G"))
do struktury G’ nazywamy podzbiér U"(G'|R), gdzie U"(G'|R)cU"(G"),
spelniajacy nastepujaca zaleznos¢

U"(G'|R) ={(e',e"): ((e",e") eU"(G") = (€',e"y U (R))}. (10)

Nastepnie z dopelnienia U "(H," | R) nalezy usung¢ |[U"(H") | =(m| E(R) |- |U"(R)|)
tukéw silnie spojnie redukowalnych (okreslenie 4). Zauwazmy, ze jezeli tuk (€',€") jest
tukiem silnie spdjnie redukowalnym, to (" (e") >1) A (L™ (") > m) (zalezno$é 7).

Jezeli w dopelnieniu U"(H," | R) wystepuje kilka tukdéw silnie spdjnie redu-
kowalnych, to usuna¢ taki tuk, ktérego wezel poczatkowy ma najwieksza liczbe
nastepnikow. W przypadku réwnej liczby nastepnikow weztéw koncowych tukow
usuna¢ dowolny z takich tukéw.

Jezeli struktura G (U™ (G =U"(R)UU, (H"),|U,(H") |=m|E(R)|-|U"(R)],
gdzie U, (H{|R) U, (G'|R) oznacza zbiér wybranych tukéw dopelnienia)
jest m-optymalng silnie sp6jna struktura OD, to struktura G jest poszukiwang
m-optymalng podstruktura hiperszescianu H," czyli G =H.!.

3.3. Przyklad zastosowania metody

Ponizej pokazano przyklad wyznaczania 3-optymalnej struktury OD typu
PMC jako grafu cze$ciowego struktury H,,. Liniami przerywanymi (graf rys. 4)
oraz symbolami ,,X” (macierz rys. 4) oznaczono krawedzie, usunigte ze struktury
H*. Oznaczmy strukture Hj, z rysunku 4 przez H.

Stopien struktury u(H) = 3, stad wynika, Ze mozemy wyznaczy¢ graf czescio-
wy, ktory jest co najwyzej 3-optymalng strukturg OD typu PMC. Ze struktury H
nalezy usuna¢ (U(H)—-3|E(H [)/2), czyli 5 krawedzi, w taki sposob, aby kazdy
wezel mial stopien réwny 3. Wybieramy na przykiad nastepujacy zbior krawedzi:
{(0,1);(2,3);(6,7);(9,13);(10,14)}. Przy usuwaniu krawedzi wygodnie postuzy¢ sie
macierzg przejs¢ struktury H (rys. 4), w ktorej kolorem szarym oznaczono wiersze
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Lo | = 1 1

== |1 1 1

z |1 = 1 1

3 1 1 1

4 1 X |1 1

5 1 X | 1] 1

é L 1 = 1

7 1 1 %é 1
z (1 11 X

s 1 1 1 %

10 1 1 1 a
11 1 111 X
12 1 X 111

13 1 % 1 1
14 1 % 1 1
15 1 X 111

Rys. 4. Struktura hiperszescianu H., oraz jej macierz przej$¢

i kolumny o numerach odpowiadajacych numerom weztéw stopnia mniejszego niz
4 struktury H, natomiast komoérki zaznaczone poziomymi liniami pokazujg, ktére
krawedzie usunigto ze struktury H w celu uzyskania rdzenia. Zauwazmy, ze w tym
przypadku tak usuwano krawedzie, aby stopien kazdego z wezléw rdzenia miat
stopien rowny 3. Poniewaz uzyskana struktura spelnia zaleznosci 1,2 dla m = 3,
to jest ona 3-optymalng strukturg OD typu PMC, ktdra jest grafem czgsciowym
struktury H. Oczywiscie mozna wybra¢ inny rdzen na przyklad taki, ktérego kazdy
wezel jest stopnia 2, wtedy projektowanie 3-optymalnej struktury moze polega¢ na
uzupelnieniu rdzenia na przyktad lukami niesymetrycznymi dopetnienia.

Oczywiscie istnieje wiele struktur 3-optymalnych, ktdre s grafem czesciowym
struktury H.

4. Podsumowanie

Zaproponowana metoda wyznaczania struktury m-optymalnej OD typu PMC
wzgledem struktury hiperszescianu zredukowanego wymiaru n (n > m) nie uwzgled-
nia kosztéw opiniowania si¢ wezldéw struktury, jak rowniez ograniczenia na liczbe
wezlow, ktére moze opiniowaé dowolny wezet struktury. Metoda bazuje na spéjnym
rdzeniu m-optymalnej struktury OD typu PMC i jest innym wariantem dla metody
zaproponowanej w pracy [4] oraz stanowi baz¢ do rozwigzania problemu przeli-
czenia i wyznaczenia takich struktur m-optymalnych jako podgraféw czesciowych
hipersze$cianu zredukowanego dla modelu opiniowania typu PMC, ktére spelniaja
okreslone (zalozone) wymagania.
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Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2008-2011 jako projekt badawczy
Nr O N514 051135.
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A. ARCIUCH

Designing 3-optimal diagnostic opinion substructures of reduced hypercube

Abstract. A diagnostic opinion system is such a diagnostic system which is self-diagnosable —
which means that in the system there exists an algorithm capable of identifying its faulty elements.
In this article, it was proposed a method of designing such m-optimal system of PMC type which is
the edge-induced subgraph of reduced hypercube. A specific method is based on a special class of
undirected digraphs called the core. The core is an edge-induced subgraph of an m-optimal strongly
connected component obtained by deleting all directed arches. Once the core is constructed, the
strongly connected component is obtained by supplementing it with missing directed arches of
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reduced hypercube which are not in set of core edges. In order to have m-optimal structure, the
obtained graph has to exhibit the so-called Hakimi and Amin Properties.

Keywords: system level diagnosis, t-diagnosable structure of PMC type, binary hypercube, core of
t-diagnosable structure of PMC type
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