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Streszcznie. Praca ta jest rozwinieciem artykulu Corona i Naccachego An accurate
evaluation of Maurer’s universal test. Oryginalne wyniki wzbogacone zostaly o wypro-
wadzenie potrzebnych formul dla zaniechanego przypadku bloku jednobitowego i analize
wplywu skoficzonego, przyblizonego sposobu liczenia nieskoniczonych sum wystepujacych
w prezentowanych formutach. Na koniec zaprezentowano wyniki obliczen i poréwnano
je z dotychczas znanymi wartosciami.
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1. Test entropii Maurera

Test Maurera nazywany jest czesto testem entropii, ze wzgledu na fakt,
iz, pozwala w przyblizeniu wyznaczy¢ entropie badanego ciagu binarnego [2].

Test jest okreSlony przez trzy parametry L, () i K. Sekwencja bitowa
jest dzielona na kolejne bloki o dlugosci I bitéw. Catkowita dtugosé prébki
wynosi n = L-(Q + K)-2" bitéw. Sekwencja inicjalizujaca ma Q. = @ - 2%
krokéw, natomiast test K, = K -2 krokéw.

Niech

bi (s") = [UpisuLitts - Ur(ip1)—1]
oznacza t-ty blok dla ¢ = 0,Q). + K. — 1, gdzie s” oznacza cala badana se-

kwencje. Zaktadamy, ze dwa bloki sa jednakowe, jesli sktadaja sie z takiego
samego ciagu binarnego.
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W dalszej czesci przez log « rozumieé bedziemy logarytm przy podstawie 2.
Statystyka testowa jest zdefiniowana nastepujaco:

Qc‘l’l\jc_l

fr(s"y=— Y logAi(s"),

Ke i=Q.

gdzie funkcja A; (s™) jest odlegloscia i-tego bloku od jego ostatniego wy-
stapienia w catym ciagu czyli:

i, ~ 3 bz s" Ibi_]' Sn,
Ai(sn):{ (") = iy (")

i3t
min{j :j > 1,b;(s") = bi—; (s")}, W p.p.

Maurer pokazat, ze dla ciagu losowego zmienna losowa

x, = o —n
o

ma w przyblizeniu rozkltad N (0,1).
Ostatnim krokiem testu bedzie wiec wyznaczenie wartosci dystrybuanty
rozkladu N (0,1) w punkcie X,.

W dalszej czesci zaklada sie, ze (). — o001 K, — 00, przy czym mozna
pokazaé, ze wystarczy przyjac ¢ = 10 oraz K > 33.

Niech ciag U™ = Uq,Us,...,U, bedzie idealnym ciagiem zmiennych
losowych, dla ktérych mozna okresli¢ prawdopodobienstwo:

P{A; (U™ =a}= > P{bi(U")=b, bica (U") # b,y biaqr (UT)
beBL

£ b, b (U™) = b},

dlaae>1,Q.<i1<Q.+ K.—1oraz B € {0,1}.
Dla sekwencji idealnej bloki b; sa niezalezne i réwnomiernie roztozone, czyli
mamy

P{Adi=a} =270 (1—275)""",

wobec tego wartos$é oczekiwana ma postaé:
— - _iha—1
pr = Elfr] = Ellog Al = 275> (1-27")""loga. [2]
a=1

Nastepny krok to obliczenie wariancji teoretycznej:

o, D?[log A,]

2 -
= (L, K. :
o (L, K.) e
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gdzie

D*llog Ai] = o, = E|(log 4;)?| — (E[log A;))"

27E3 " (1-275)" " (log @)’ — (Ellog Ai])°
a=1
jest wariancja, zmiennej losowej okredlajacej log A;, zas

¢(L, K. =d(L)+

jest wspélczynnikiem opisujacym wplyw kowariancji poszczegdlnych
zmiennych losowych log A;.

Pierwotnie, w pracy [2] Maurera ostatnie wyrazenie mialo zupelnie inna
postac i bylo empirycznym oszacowaniem funkcji ¢(L, K. ), dopiero stosun-
kowo niedawno Coron i Naccache podali w pracy [1] sposéb dokladnego
wyznaczenia postaci tej funkcji. Swoje rozwazania ograniczyli jednak do
przypadkéw 3 < L < 16, a podane przez nich wartosci stalych d(L) oraz
e( L) zostaly obliczone ze zbyt mala dokladnoscia, jak na potrzeby prowa-
dzonych przez Laboratorium badan.

W dalszej czesci uzupelnimy wyniki zawarte w pracy [1] o przypadki
L = 1 oraz 2, jak réwniez omdéwimy sposob doktadniejszego obliczenia
stalych, pojawiajacych sie w statystyce testowej. Celem naszym jest zna-
lezienie mozliwie dokladnych.

Za cel przyjelismy doktadno$¢ zmiennoprzecinkowego typu extended
jezyka C++, czyli 64+ 1 bity, co daje do 20 cyfr dziesietnych — wartosci 16
zestawéw (dla L = 1,...,16) czterech stalych: Eflog A, ], D*[log A,], d(L),
e(L).

2. Wyznaczenie wspolczynnika kowariancji

Pelne wyprowadzenie formuly na ¢(L, K.)*, a posrednio na d(L)ie(L),
znalezé mozna w pracy [1], ograniczymy sie tu do wskazania istotnych
elementéw uzytej metody.

Zgodnie z oznaczeniem przyjetym przez Maurera w oryginalnej pracy
[2], wariancje zmiennej losowej, opisujace] statystyke testowa, wyrazamy
jako:

2, D2[1Og An]

2 -
= (L, K. :
o (L, K.) e
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a wéwezas ¢( L, K.)? obliczyé mozna w nastepujacy sposéb

2
—_— COU[logA i-log A ']7
D?[log A, ] K. 1<z‘<zj:<1x’c Q+ ”

(L, K. =1+

a przyjmujac ). — oo mozemy przyjaé, ze kowariancja pomiedzy zmien-
nymi losowymi log Agy; i log Ag4; jest jedynie funkcja £ = 7 — 4 i po
zmianie zmiennych k& = j — ¢ dostajemy

K.—1
2 . k
- 2 _ _
e(L,K.)* =1+ D7flog 4] kE_l (1 _Kc> Covllog A, log A, 1 1].

Kowariancje wystepujaca w sumie liczymy za§ wprost z definicji

Covllog A, log A, 1] =
= Y logilogj Pr[Any = j, An = i] — (E[log A,])*.

ij>1

Powyzsza sume autorzy wyznaczyli rozpatrujac 5 roztacznych przypadkéw.
Przyjmujac nastepujace oznaczenia:

u=1-271,
YA
Wz k)= (1-2)Y " 'log(i+ k),
i=1

mozemy wczedniejsze wyrazenia zapisac jako:
o0
EllogA,] =27F Z u*tloga = h(u,0),
a=1

D[log A,] =275 " u'"Y(loga)® — h*(u,0).

a=1

Ostatecznie otrzymali oni [1]:
Covllog Agtislog Agyj] = u (h(uao)(h(%k) — h(u, k))

+2753 " w o og i(h(u, b+ 1) = (v, k4 — 1))) ,

a=1
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na podstawie czego:

2
D?[log Ay]

(Z(Lv 1) B (](L, KYC))

LK) =1
oL, Ke) K.

(p(L, 1) - p(Lv I(C) -

gdzie
p(L, K)=uf1 Y " F(k, L, K)u*™,

k=1

(L, K)=u""Y "Gk, L, K)ub,
k=1

F(k, LK) = u*(h(v,k+ K — 1) — h(u, k + K))(h(v,0) — v*h(v, k))
+u-h(u,0)(h(u,k+ K —1) = h(v,k+ K — 1)),
Gk, L,K)=u(h(v,k+ K —1) — hu, k+ K))

i=1

+u(k + K — 1)h(u,0)(h(u, kb + K — 1) — h(v,k+ K — 1)).

. (u(k + K)(h(v,0) — v"h(v, k)) — 27T Zz v log 2)

Poniewaz wczesniej przyjeliémy, e ¢(L, K.)? jest postaci d(L) + e;f), wiec

7 powyzszego widac, ze mamy

W dalszej czeSci zajmiemy sie jeszcze rozpatrzeniem wplywu wyrazen
p(L, K.) oraz q(L, K.) na otrzymywane wartosci.

Na podstawie przedstawionych wzoréw autorzy pracy [1] wyznaczyli
numerycznie wartosci d(L) i e(L) dla L = 3,16, z niezrozumialych przy-
czyn nie wykorzystujac ich dla przypadku L = 2.

W nastepnym punkcie powtdrzymy ich tok postepowania w celu wyznacze-
nia d(1) i e(1), ktéry to przypadek rzadzi sie nieco odmiennymi regulami.
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3. Wyznaczenie wspolczynnika kowariancji dla przypadku
L=1

Przypadek bloku jednobitowego jest jakosciowo rézny od poprzednich,
gdyz wystepuja tu tylko dwie mozliwe wartosci bloku, w zwiazku z czym,
niektére rozpatrywane przypadki redukuja, sie, inne za$ sa catkiem niemoz-
liwe. Na poczatek zauwazmy, ze dla L = 1

] 1 1 i—1 )
Pr{A, =i =2"51-2"F)"""1 = 5 (1 - 5) =

Oblicza¢ bedziemy prawdopodobienstwa Pr[A,1r = j, A, = {] dla pieciu
réznych przypadkéw:

1) roztaczne bloki 1 < j <k —1

-
5 "EEEN ¢

n—i n+k—j +k

Poniewaz w takim przypadku zdarzenia A, ., = j oraz A, = @ sa
niezalezne, wiec

1\ 1 17" 1
PAn :'7An:': _ R I _ .2 =
A = o Au = 1 ((2) 2) ((2) 2)
2) nastepujace po sobie bloki j = k

]

n—i

%

NN

it
)

Pr[A,ir = j, A, = 1] = u'v’ = o
3) nakladajace sie bloki j =k + 1,7 > 2

b’ %%% b | b

n—i n-1 n n—+k

Pr[A,ir = j, Ay, = 1] = v tun* "ty = u
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4) przypadek niemozliwy j =k + ¢

-

R Lo _‘ -
d B

n—i n+k

1
1
'
% ,
’

Pr[An—I—k =7 Ay = Z] =0,

5) bloki zawierajace sie i = 1,5 > k+ 2

n—+k—i n-1 n n+k

/

Pr[An—l—k = j, An = ’L] = uj
Powyzsze wykorzystamy teraz do wyliczenia sumy okreslajacej kowariancje:

Covllog A, log Anyr]=> logilogj PrlAny = j, A = i] — (E[log A,])”

§j>1
= (uk log(k+1)— Z u? 1ogj) Ellog A,],
j=k+1

a nastepnie wspélezynnika oL, K.)?

9 K.—1
Dlog 4,] 2

k=1

k
c(L,KC)2 =1+ (1 — F) Covllog A, log A, 1]

K o]
2E[log A, ] S Do . . ,
=1+ E u" " log k — E min{j — 1, K, — 1}u’ log j
D?[log A,] (k2 ot { }

K 0 ..
1 - —-1) K (K.—1 ' )
K(Z (k— 1)u""'log k — g min{‘](‘]2 ), ( 5 )}ujlog])).

k=2 j=2
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Poniewaz w praktyce K. jest na tyle duze, ze ostatnie wyrazenie mozna
uproécic, przyjmujac K, — oo, dostajemy:

) 2E[log A,] [ = _ N _
L K,)? =14 L060n i~1og j — 1l
(L Ko = 14 T ;u 0g j ;(J Jui log

o0 . . . o0 . . . 1 ) .
d G- ogj - ‘%uy log j
= =

2E[log A,] [ 14+ u
=1 Ellog A,] 71
+ D?[log A,] u Ellog E]u 08 J

2Blog Ayl [1= 5 50 . 24w~ ;. 1
— o |- logj — —— 71 — E[log A,]|.
 D7log 4] K. Q;J ullog j — =~ ]Z:;JU 0gj+ —Ellog A,]

7 powyzszego widaé, ze

2E[log A,] [ ~= . . 14w
d(L)=1- """ Tog j — —— E[log A,] | ,
(L) D2[log A,] jz:;]u 0g J w [log Ay]
2B[log An] [ 1= 5 5. . 24 u~=. ;. . 1
Ly="t2"7" | 2 iogj — —— 71 —Ellog A,] | .
D)= Dafog 4] QJZZ;J ullog j — = ]Z:;JU og j + —Ellog A,]

a uwzgledniajac, ze L = 1 i u = 27! dostajemy

Ellog A,] 1
d(1)=1— 1Z§A Z] %) _3log A,] | |
2B[log A, [ jlog j
1) = 2208 Al 2 [log A
‘D)= Difog a,] Z Siv1 T 2Ellog An]
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4. Oszacowanie dokladnosci obliczania sum

Ze wzoréw z punktu 2 widac, ze obliczenie stalych w tescie sprowadza
sie do policzenia wielu sum szeregéw postaci:

iu“ log a, iu“ (loga)’,
a=1 a=1

Zau“ log a, Za2u“ log a.

a=1 a=1

Zatézmy, ze kazda z powyzszych sum policzyé mamy z bezwzgledna do-
ktadnoscia e, czyli poszukujemy takiego A, ze

iu“_llogagg, Zu (loga)? <e,
a=A

o0 o0
zau“logage, Zcﬁu“logagg.
a=A a=A

Wykorzystamy rozwiniecie w szereg Taylora funkcji log a

o] _1i
log(a+ 1) =loga —logez (=1

i=1

’L'(Zi ’ a>17

7 Czego
log €

log(a+ 1) <loga+
oraz
log(a+1) >1 +1 ! !
og(a oga+loge| — — —
g g g 2a2 |
jak réwniez nastepujace sumy

& A

Uu
U=
1—u
a=A

A d_ A
E au® = Y dud_l—AuA—l—u ,
1—u 1—wu

- u® U
a: A
zau 1—u< +1—u>7




126 K. Mank

00 A
2 1
Za2u“: Y A A—I— Y —I—U( + ) .
1—u —u (1 —u)?
a=A
RozwazaliSmy réwniez wykorzystanie nastepujacego oszacowania:

log (A + k) _ (log(A + 1) i
log A log A ’

lecz okazato sie, ze daje ono, co prawda, bardzo nieznacznie lepsze osza-
cowania A dla malych L, dla wiekszych za$ sa one znaczaco gorsze od
obliczonych dalej.

Postuzymy sie tez nastepujacymi oszacowaniami:

— av - —A+D I, A—ls A
D " P e

=1
=Z > F<Y =y

= t=wA w

> =

< - _
AR £~ P ARl —u wk
1 —u? ul wh —1 .\
S - U
AF(1—u) \ 1 —u” wk
w=2
< 1 —u? u® 2k — 1 w28
SARL—u) \ 1 —ub 2k 1 —ud
ul 28 —1 4 ul
< U
ARl —u) 2k AF(1 —u)
(czynnik (1 T luA) pominiety zostal ze wzgledu na jego marginalny

wplyw i mozliwo$¢ znacznego uproszczenia wyrazenia),

I Y
— = — —|— U — +ut
k k k
t=A A + t A w=0t=wA+1 (A + t)
A o) (w—l—l)A A A wA+1

u A u 1—u u
Zz +u Z 14

SerS 3 e B (SR )

A
Z Ak 1—u “\2F T 3K ) )"
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oraz przejSciem:

z fa (zg t) _ HANA)

A+ DA +g(A+ 1) + ...+ FO)(g(A) + ...+ 9(0))" + ...
1

= G(ANA(AN(A)+ FA+ Dg(A)+g(A+ 1)+ FONg(A)+ ..
O ] (2 DA+ D) (3 + 1)+
F OIS+ 4O T4 = D Ef iAg<w>
ig A)+ .4 g(t)+ flE+ D(g(A)+ ...
jr:;(t 1))+ + f(O)(g(A)+ ... +9(0) + .. ]
i D4 S+ D)+t g+ (4 1)+

00 00 t 00 00
=D g D) D gwy+ D glw)> f(a)] :
t=A a=t w=A w=1t4+1 a=w
Mamy
a;f; uloga < u” log A + a;f; uTt (bg A +log eéi %)
< ullog A —|—1ogA§: uTt —|—1oge§: uTt y %
a=A a=A t=A

A—I—l uA—I—l

<U IOgA-I—lOgA —|—10g6m

A

U uwloge
<—(logA4+ —————) .,
1—u<0g +A(1—u)>
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podobnie
o0 o0 a 2
1
Z u” (log a)2 <uPlog? A + Z uTt (logA + log ez —)
a=A a=A t=A !
o0 o0 a 1
< u®log? A + log? AZ w4 210gAlogeZ uTt -
a=A t=A !
00 o A1
¢ 1 1 A+ ——log Al
-I-a:z;u oge og® +A(1—u)2 og Aloge
= I~ 1 2uloge
2 a+1 - - b=
+log*e ) u Zt — logA<logA—|—A(1_u)>
a=A t=A  w=A
00 1 t 1 00
2 a+1
+1ogez;(z;-z Py Iy
t=A w=A a=t w=t+1 a w
o u® 1oz A (Tog A + 2uloge
STy 8 °8 A(l —u)
L t—A+1 utt?
+10g2€ - ( t+1
;t A(l —u) (1—u)?(t+1)
u? 2uloge
< log A [ log A
P on (e )
log’e {1 [ & 1 = ul (T~ ul
— A1 -
1—u(A(Zu (A-Du) 3 +1—uzt(t—|—1)
t=A t=A t=A
u® 2uloge
< log A [ log A
P ion (e S

n log? e bttt (A —1)u”rtt - 1 —u? 1 n ﬁ
1—u \A(l—u) A? T—u '\2" 3
uht? u® 2uloge

< log A [log A + —1298¢
+NA+UO—MJ 1—u[0g <% *A@—@)

+10g2e u? L+
A 1—u (A—I—l (1 —wu)
ud
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7 kolei dla drugiej pary szeregéw mamy:

o0

o0 a 1
Z autloga < uAlog A + Z ut (a +1) (logA—l—logez ;)

a=A a=A t=A

< uAAlogA +log A (Z u g + Z u“"’l)
a=A

a=A
o0 a 1 o0 a 1
a+1 a+1
—|—loge(2u azg—l—zu Z;)

a=A t=A a=A t=A

A+1 A+1
guAAlogAHogA(“ (A—|— al >+“ )

1—u 1—u 1—u

1 o0 1 o0 ot uA‘l‘l
+ log e ;;z::tu a—l—iA(l_u)2

A u
< logA<A—|— )—I—
1—u 1—u
o0 t+1 u uA+1
+ loge — (t—l— )—I—
& (; 1—u 1—u A(l—u)2)
u? u
< log Al A
1w ® ( +1—u>
0 it X1 utt? uAtH
1 z
+Oge(zl—u+zt(1_ ) A(l—u)2)
A
<2 1ogA<A—|— hl
1—u 1—u
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oraz

o0

o0 a 1
Zu1 <utA’log A atl 1) [log A + 1 §j—
Zau oga s u og +EU (a+1) og A +loge ;

a=A a=A t=A

< uB A2 log A 4+ log A (Z utlg? + 22 u g + Z u“"’l)
a=A a=A a=A

a

+loge (i u“+1a2za: % + Qi u“""laz % + io: ua-l—lza: %)
a=A t=A a=A a=A t=A

t=A

At 2u 1
Cud AT log A tlog A (U (a2 y ZeA ¥y
JRE l—u  (1—u)?

2uA+1 A u T
+ 1—wu +1—u +1—u
o0 1 o0 o0 o0
a+1 2 a+1 a+1
—|—10gezg(§u a —I—Q;u a—l—az::tu )

t=A
2A 14+ u
log A [ A?
8 ( +1—u+(1—u)2>

1wttt 2t u(l + u)
1 - 12 <
-I-oge;tl_u( +1—u+(1—u)2>

A 2uA u(l + )
1—u+ (1—u)2>

A+1

<ubA’log A + 2

1—wu

<
S l-u

log A <A2 T

o0

u = 2 T+u N1
1 b & t 14
e (S 2 Y S )

2uA u(l+u)
log A [ A?
o8 ( +1—u+(1—u)2>

_I_

A

<
S l-u

uA—I—l

BT

U+ 2 1+u
loge | A+ + .
: ( T A(l—uf)

Wyznaczymy od razu réwniez oszacowanie z dotu dla pierwszej sumy:
iu“loga}uAlogA—l—iu“H logA—I—logei: o
= = =\t 20

> ud log A + log AZ uty
a=A
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o0 1 o0 a 1
—I-loge(; a+1: ;_52 a+lzt_2)
A

>1u_u10gA—|—loge§: i +1_1O%§£ti2§:tua+1
=A  a=t t= a=

u? u  loge = u'
> logA—I— 10gez__1—uT;t_2
u® u® 1—u? 1 uA
> 1 A loge— [ 1 -+ —
[—u 82T Og€A<+1—uu<2+3>)
u  loge u®

T1l—u 2 AZ(1—u)

< u® 1 A_I_uloge 1_|_1—uA l-l-ﬁ 1
T ou 8 A 1w ' \2"73) 2a(1-w)//)

Rozpatrywaé bedziemy nieréwnoSci:

ut 1 uwloge
logA+ ———— | <¢, 1
1—u<0g +A(1—u)> © (1)

2u log € )

uA—l

[log A <log A —|—

- (75 (e <A+1§<1—u>) ®)
(e )

U U uAtl 1
loe A [ A I 14— | <¢, 3
—log ( +1—U>+(1—u)2 oge<—|-A(1_u)) g, (3)

A log A A2y 2uA u(l—l—u—|—2u2—u3)
—u 1—u (1 —u)? )
ubtt u+ 2 14+ u+2u® —d
— 1 A <e,
BT 0g6< I AL = u)? ) ’

ktére rozwiazemy numerycznie ze wzgledu na A.

Ponizsza tabela przedstawia wartoéci A uzyskane dla ¢ = 27128 przy-
jelismy tak duza dokladno$é¢, gdyz obliczone stale pj oraz o4, postuza
nastepnie do obliczania d(L) i e(L).
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TABELA 1
A
L wu=1-—2"1 K, =500.2%
(1) (2) (3) (4)

1105 1000 133 136 139 147
2 10,75 2000 322 330 341 362
3 10,875 4000 698 715 747 798
4 | 0,9375 8000 1456 1492 1569 1685
5 | 0,96875 16000 2982 3060 3236 3496
6 | 0,984375 32000 6060 6221 6619 7189
7 | 0,9921875 64000 12265 12598 13479 14716
8 | 0,99609375 128000 24772 25459 27387 30049
9 | 0,998046875 256000 49980 51389 55577 61274
10 | 0,9990234375 512000 | 100781 | 103664 | 112705 | 124837
11 | 0,99951171875 1024000 | 203150 | 209037 | 228451 | 254185
12 | 0,999755859375 2048000 | 409416 | 421418 | 462916 | 517317
13 | 0,9998779296875 4096000 | 824990 | 849428 | 937780 | 1052438
14 | 0,99993896484375 8192000 | 1662206 | 1711901 | 1899353 | 2140369
15 | 0,999969482421875 16384000 | 3348737 | 3449686 | 3846152 | 4351564
16 | 0,9999847412109375 32768000 | 6745934 | 6950806 | 7786987 | 8844538

W powyzszej tabeli znajdziemy uzasadnienie stosowania dla I = 1
przyblizenia K. — o0, ktére we wszystkich przypadkach jest znacznie
wieksze od wymaganego dokladnoscia zakresu sumowania. Stosowanie pier-
wotnej postaci staloby sie uzasadnione dopiero przy wymogu doktadnoéci

przekraczajacej 107292,

Ponadto dokonaliémy poréwnania pomiedzy wynikami uzyskiwanymi
na podstawie przedstawionych oszacowain, a otrzymanymi przez pordw-
nanie poszczegdlnych sum czesciowych z suma 25 mln wyrazéw szeregéw

S (1=1/2")loga oraz 302, (1 —1/2%)" a®loga.

Dla L =1:
TABELA 2
o 10-d EZO:A(I—I/ZL)“IOga EZO:A (1—1/2L)aa210ga

d A A btad A A btad

»rzeczywista” |z oszacowania | % | ,rzeczywista” |z oszacowania | %

1 6 7 16,7 15 15 0,0

2 10 11 10,0 19 19 0,0

3 13 13 0,0 23 23 0,0

4 17 17 0,0 27 27 0,0
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cd. tabeli 2
R EZO:A(I—I/ZL)“IOga ZO:A<1—1/2L)aa210ga
d A A btad A A btad
»rzeczywista” |z oszacowania | % | ,rzeczywista” |z oszacowania | %
5 20 21 5,0 30 31 3,3
6 24 25 4,2 34 35 2,9
7 27 27 0,0 38 39 2,6
8 30 31 3,3 41 41 0,0
9 34 35 2,9 45 45 0,0
10 37 37 0,0 48 49 2,1
15 54 55 1,9 66 67 1,5
20 71 71 0,0 83 83 0,0
30 104 105 1,0 118 119 0,8
40 137 137 0,0 152 153 0,7
50 170 171 0,6 186 187 0,5
60 204 205 0,5 219 219 0,0
70 237 237 0,0 253 253 0,0
80 270 271 0,4 287 287 0,0
90 304 305 0,3 320 321 0,3
100 337 337 0,0 354 355 0,3
Dla L = 16:
TABELA 3
R ZO:A(I—I/ZL)“loga ZO:A<1—1/2L)aa210ga
d A A btad A A btad
Lrzeczywista” |z oszacowania % Lrzeczywista” |z oszacowania %
1 1074427 1074444 0,0016 3038280 3038310 0,0010
2 1225913 1225926 0,0011 3195887 3195914 0,0008
3 1377330 1377340 0,0007 3353164 3353189 0,0007
4 1528691 1528700 0,0006 3510142 3510165 0,0007
5 1680008 1680015 0,0004 3666849 3666870 0,0006
6 1831287 1831293 0,0003 3823308 3823328 0,0005
7 1982535 1982541 0,0003 3979540 3979558 0,0005
8 2133757 2133762 0,0002 4135563 4135580 0,0004
9 2284956 2284961 0,0002 4291393 4291409 0,0004
10 2436135 2436139 0,0002 4447044 4447059 0,0003
15 3191805 3191808 0,0001 5223019 5223029 0,0002
20 3947216 3947218 0,0001 5995976 5995984 0,0001
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cd. tabeli 3
R ZO:A(I—I/ZL)“loga ZO:A<1—1/2L)aa210ga
d A A btad A A btad
Lrzeczywista” |z oszacowania % Lrzeczywista” |z oszacowania %
30 5457589 5457591 0,0000 7535593 7535598 0,0001
40 6967613 6967614 0,0000 9069451 9069454 0,0000
50 8477427 8477428 0,0000 10599387 10599389 0,0000
60 9987102 9987103 0,0000 12126477 12126478 0,0000
70 11496679 11496680 0,0000 13651405 13651407 0,0000
80 13006182 13006183 0,0000 15174636 15174638 0,0000
90 14515629 14515630 0,0000 16696498 16696499 0,0000
100 16025029 16025031 0,0000 18217233 18217233 0,0000

Jak widaé, w obu przypadkach uzyskaliémy bardzo dobra zgodnosé
wynikéow uzyskanych na podstawie oszacowan i czeSciowego sumowania
kazdego 7 szeregdéw. Zgodnie z oczekiwaniami wzgledne réznice, jak sie
okazuje bezwzgledne réwniez, najwieksze sa dla najmniejszych doktadno-
§ci, bo i oszacowanie staje sie tym dokladniejsze im pdzniejszego fragmentu
szeregu dotyczy. Powyzsze wydaje sie wystarczajaca legitymacja do stoso-
wania dalej otrzymanych tu oszacowan.

5. Obliczanie funkcji h(z, k)

Zajmowaé sie bedziemy suma, nastepujacego szeregu
h(z k)= (1-2)) " 2" log(i + k),
=1
przy czym podstawa logarytmu jest 2. Dla |z| < 1 szereg ten jest zbieiny,
tak zawsze bedzie w naszym przypadku.
W szczegdlnosci dla & = 0 dostajemy

h(z,0) = (1—2) Z 2 log .
=1
Rozpatrzmy te sama sume dla k 4 1
h(zk+1)=(1—-2)) 2 og(i+k+1)
=1

=(1-2)(log(k+2)+ zlog(k+3)+2*log(k+4)+...) =
:(1—2)% (zlog (k+2)+ 2*log (k +3) + 2’ log (k +4) +...) =
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1—
= —— (log (k+ 1)+ 2log (k+2) + 2" log (k + 3) + =" log (k + 4) + ...)
Zz 2 og(i+ k) —
=1

h(z, k) — (1 —2)log(k+ 1)

1 1
“log (k+ 1) =
z

“ log(k + 1)

z z

z

W ten sposdb znaleiliémy rekurencyjna zalezno$c, okreslajaca funkcje
h(z,k). Wystarczy wiec obliczy¢ h(z,0), a nastepnie iteracyjnie wyzna-
cza¢ wartosci funkcji dla kolejnych k. Metoda okazuje sie by¢ jednak nie-
stabilna numerycznie. Zobaczmy, jak wyglada¢ beda kolejne rozwiniecia
sporzadzone wedlug powyzszej reguty:

z z

h(z,1) = h(2,0) = (1 — z)log(1)  h(z,0)

b

h(z,1) = (1 —z)log2 MED (1= 2)log2 B

h(z,2) = . .
_ h(z,0)  (1—2)log2
T2 z ’
h(z,2) — (1 —2)logg MO _ (=2l (4 _ y)pe3
h(z,3) = == z
z z
_ h(z,0) (1-2)log2 (1—-=z)log3
G 22 a z ’
h(z,0) - i—k=17,
h(z, k)= - —(1—2)22 log 1.
i=2

Jak widaé, przy zachowaniu mozliwoéci iteracyjnego obliczania kolejnych
h(z, k), udalo sie znalez¢ taka posta¢ wyrazenia, ze w praktyce mozemy ob-
liczaé te wartoéci z taka sama, doktadnoscia, jak w przypadku pierwotnego
wWzoru.

6. Numeryczne obliczenie wspolczynnikow

Obliczanie wspdtczynnikow testéw rozpoczniemy od wartodci oczeki-
wanej i wariancji dla wszystkich wartoéci L. Poniewaz odpowiadaja one
odpowiednio pierwszej i drugiej sumie, ktérych zbieznosé rozpatrywano
w poprzednim punkcie, wiec obliczenie ich jest jedynie nieco czasochtonne —
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zgodnie z przyjetymi zalozeniami dla I. = 16 wymaga zsumowania 6950806
wyrazow szeregu dla kazdej z nich.

Przypadek d(1) i e(1) jest z naszego punktu widzenia bardzo prosty,
gdyz po wyznaczeniu wartoéci oczekiwanej E[log A,,] i wariancji D*[log A,,]
pozostaja do wyznaczenia trzy niezalezne sumy, dla ktérych zakresy sumo-
wan wyznaczone zostaly w poprzednim punkcie.

Klopotliwe staja sie dopiero obliczenia dla L > 1. Jest tak z dwéch
powodow, po pierwsze mamy tam do czynienia z nieskonczonymi zagniez-
dzonymi sumami, a po drugie w pierwotnych wzorach wystepuja cztony
p(L, K.) oraz q(L, K.), ktérych praktycznie rzecz biorac nie sposéb wy-
znaczyC przed zakonczeniem procedury testowej i poznaniem rzeczywistej
dtugosci czesci testowej ciagu.

Poniewaz jednak w tescie przyjmuje sie, ze K. > 500-2%, wiec wystar-
czy zbadaé monotonicznoéc tych funkcji wzgledem K. i ocenié ich wartosci
dla minimalnej wartosci.

Jak pokazano w punkcie 2, w wyrazeniach na d( L) oraz e( L) pojawiaja
sie nastepujace réznice

p(Lv 1) - p(Lv I(C) oraz (](L, 1) - (](L, Krc)'

Rozwijajac funkcje p(L, K) oraz ¢(L, K') dostajemy:

p(L 1) = p(L, Ko) =Y F (kL) uf ™ — o " F (kLK) uf™!

= Z u? (h (v, k) = b (u, k + 1)) (h(v,0) — v"h(v, k) uF ="

+ Z w-h(u,0) (h(u, k) — h(v, k)) u*~!

=1
ufe lzu (v.k+ K. —1)—h(u,k+ K,))
- (h(v, 0) —o"h (v, k) P!

w e " h(u, 0) (b (uy b+ Ko — 1) = b (v, b+ K. — 1))uf~! =
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= Zqﬁ (h(v,0) —v*R(v, k) (h (v, k) —h(u,k + 1)
I‘C_lh(v b+ Ko—1)+u™  h(u b+ K.)) u*!
+ Z w - h(u,0) (h(u,k) — h(v, k) — u®e " h (u, b+ K, — 1)

4yfe—lp (v,k+ K. — 1)) uk_l,

(L, 1) = (L, Ko) =Y Gk, L, )" =" G (k, L, Ko)ub™!

=> u(h(v,k) = h(uk+ 1)) (u(k+1) (h(v,0) = v*h(v, k))

k 0
—2_in v log 2) uF T Z uk - h(u,0) (h(u, k) — h(v, k) u**
=1 k=1

WS (v, k4 Ko = 1) = hu,k + K)) - (u(k + K.)(h(v,0)

k
— v h(v, k) —27F zz o' og i)uf 1)

=1
ulfe™ 12 (k+ K. —1)h(u,0)(h (u.k + K. — 1)
— h (v, k—I—K — 1)uf~

Z B+ ( — 0"k (v, k) ((k+ 1) (h(v, k) — h(u, k+ 1))
— e (ke K) (R (0 k4 Ko — 1) — (k4 K.))))

o0

k
— Y (wF2E> i o' ogii - (h(v, k) — h(u, k + 1)
k=1 =1
ue (v k + Ko — 1) + w7 h(u, k + K.)))
- Z ukh(uv 0)(k(h(u7 k) - h(vv k))
k

wSe Nk + K. — D)(h(u, b+ K, — 1) — (v, k + K. — 1))).
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7 powyzszych widaé, ze interesujace sa relacje w nastepujacych parach,
z ktérych w powyizszych wzorach tworzone sa réznice:

h(v, k) i uBe h (v, k+ K, — 1),
huk+1) i uBeh (u, k + K.,

h(u, k) i e h(uk + K. — 1),
(k+ (v, k) i Wk K)h(v, b+ K, — 1),
(k+ Dh(u,k+1) i w7k + K)h(u, k + K,),
kh(u, k) i wfeTN k4 K- Dh(u,k+ K, — 1),
kh(v, k) i Wk K. - Dh(v,k+ K. — 1),

przy czym dla par drugiej i trzeciej, czwartej i siodmej oraz piatej i szoste]j
wystarczajace jest rozpatrzenie tylko jednej z nich.
Dla pierwszej z nich mamy:

W h ok + Ko = 1) = o7 (1= 0) Yo' M og (i 4 k4 K.~ 1)
i=1
_ ch_l (1 _ U) U—k—](czvi+k+l(c—1 log (l + k + I(c _ 1)
i=1
_ ch—l (1 _ U) U_k_Kc z Ui 10gl
i=k+ K,

. log e
< ufe=1 (log(k + K, v
u (Og( TR Y TR0

oczywiste jest, ze

e h (v k4 K, —1) >0
w,v€(0,1),k>0,K.>1

oraz

uke1 <log(k bR, 4 uloee )> >0

wE(0,1),k30,K, >1 (k4 Ke)(1—v

¢ log e
lim et (lo k+ K,)+ U, ) =0,
u,v€(0,1)7k>0Kc—>oo g( ) (k + I(c) (1 — U)

7 cZego

Ilim W h (v k + K, —1) = 0.
w,v€(0,1),k20Kc—o0
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vloge

i z malenia ciagu u’e 1 (log (k+ K.)+ m) wynika malenie ciagu

ue=1h (v, k+ K.— 1) dla argumentu K., a pozostalych traktowanych
jako state.
Rozpatrujemy réznice

. log e
K. 1 - v
U (Og(k—l_lgc—l_l)—l_(k—l—](c—l—l)(l—v)

. 1
_ u[xc—l <1og (k‘l‘ I(c) n vioge )

(k+ K.)(1—v)
= ufe=(ulog (k+ K.+ 1) —log (k + K,.)

_I_vloge U 1
l—o \k+K.+1 k+K.

L uffet ((u —1D)log(k+ K.) +

U
k+ K.

vloge U 1
T <k+KC+1 k+KC>>’
dla ostatniego z wyrazeii mozna, przyjmujac k+ K, = 24, dla pewnego d €
€ Ry, pokazaé, ze wyrazenie w nawiasie jest zawsze ujemne dla u € (0,5;1),
co pociaga malenie omawianego ciagu.

Aby dopelnié obraz wplywu skladnika u®c = h(v, k+ K.—1) naliczona
sume, oszactjemy jego wartoéé dla minimalnego K, = 500-2% i k = 0 oraz
poszukamy takiego k, aby z oszacowania otrzymaé wartoéé réwna 27128,

W pierwszym przypadku mamy:

K.—1 - K.—1 - vloge
cThv,k+ K. — 1) <ue log(k + K. —— ] = _
u (v, k+ )< u <0g( + K.)+ (it .1 —v)) ‘k_O

L
oL _ 1\ ! log e 1
_ L+1 1—
(5 (£+10m500+ 255 (1- 1))

1,9-107300 [ =1,
3,5-107219 L =5,
1,1-107%¢ L =10,
1,8-107%¢ L =16,

za$ poszukiwane wartoéci £ wynosza w przyblizeniu

2210%° =,
2110 [ =5,
25:10'° " — 10,
21107 — 1.
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Jak wida¢, dla k = 0 sktadnik ten nie ma w praktyce znaczenia, zas wartosci
k, dla ktérych jego wplyw mégtby byé¢ widoczny w wynikach obliczen sa
tak duze, ze dominujaca role mie¢ wéwczas bedzie, dazacy do 0, czynnik u*.
Analogicznie postepujemy dla par drugiej i trzeciej.
Nieco inny przypadek stanowia cztery pozostale pary, przeanalizujemy
teraz ich zachowanie sie na przyktadzie piatej. Postepujac podobnie, jak
poprzednio dochodzimy do oszacowania

ue Nk + K h(uk + K.)

=Tk K (1—w) Y u'Mog (i + k + K.)

=1
=ufeT (k4 K) (1 —u)u "Rt Z u'log i
i=kt K 41
. log e
<ufe (k4 K.) (log (k + K, + 1 hl

z ktérego, jak poprzednio, znajdziemy oszacowanie wkladu tego skladnika
dla K. = 500-2" i k = 0 oraz poszukamy takiego k, aby z oszacowania
otrzymaé warto$¢ réwna 27128, Mamy:

ue TN (k4 Ko) h(u, k + K.)
uwloge

(k+ K. +1)(1— u)) = li=o

L
2L _1 50027 —1 2L_ 1 1
z( ) 50025 - [ L+ log 500 4 L= Hloge

<ufe Nk + K,) <1og (k+ K, +1)+

2L 500 - 2L +1
1,9-107297, L =1,
) 5,6-107%6 [ =5,
T )54-10721, L =10,
5,8-1072%9, L =16

oraz
1,6-10%%2, L =1,

1,2-10'%, L =5,

5,3-10178, L =10,

4,1-10'%, L =16.

Pomimo wystepowania duzego czynnika k + K. i tym razem czlon ten ma

marginalne znaczenie, znacznie mniejsze wartosci wystepuja tylko dla k,
choé¢ nadal sa one tak duze, ze praktycznie niemozliwe do osiagniecia.
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Na podstawie powyzszych stwierdziliSmy, ze uwzglednianie, podczas
obliczania d(L) oraz e(L) skladnikéw p(L, K.) i odpowiednio ¢(L, K.) nie
wnosi nic do doktadnosci obliczen, stad tez w dalszych rozwazaniach zostaty
one pominiete.

Ostatecznie musimy obliczy¢ dla I = 2, 16 nastepujace wyrazenia:

p(L,1)
Dolog 4,]'
. q(L,1)
)= 2 palog AT

d(L)=1-2

p(L,1)= z(u(h(v, k) — h(u, k4 1)) (h(v,0) — v*R(v, k))

+ h(u, 0)(h(u, k) — h(v, k)))u”

o0

q(L,1) = Z ((h(v, k)—h(u,k+1))- (u(k + 1)(h(v,0) — v h(v, k))

k=1

—27E i v log z) + k- h(u, 0)(h(u, k) — h(v, k)))ﬁ

i=1

Powyzsze przeksztalcié mozna do nastepujacej postaci:

- ( ( (k+1)- SQ(k)—(l—u)Zi-vi_llogz)

+ k- h(u,0)- 53(k)),
gdzie
S1(k) = uF(h(v, k) — h(u, k + 1)),
Sy (k) = h(v,0) — v¥h(v, k),
S3(k) = u*(h(u, k) — h(v, k)).

Kolejnym krokiem bedzie znalezienie oszacowan ,ogonéw” sum p(L,1)
i ¢(L,1), ktére postuza do wyznaczenia ostatecznych granic dla obliczen
numerycznych.
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S1(k) = u” (h(v,k) — b (u,k + 1))

=uf [ (1=0)) v Mog(i+ k) = (1—u)>_u'"log (i + k + 1))
=1 =1
uNkF 1 —v = Do l-u & ; .
:(;) v Z vtlog i — " Z u'logt <
i=k+1 i=k+2
vloge
_uloge 1—|—1_Uk+2u l_l_uk“ B 1
k+2 1l—u 2 3 2(k+2)(1 —u)
<ufloge | — ! + ! + Y
SR TR I T r ) T A D (- )

u 1 — ukt? 1 ukt? 1
_ 1+ (= _
k—|—2< L “<2+ 3 ) Q(k—I—Q)(l—u)))

1 %_1+ 1
E+11—v  2(k+1)?

_kj—Q <1+ %u (% + Uk3+2> - 2(k+2§(1 _u)>> ,
Sy(k) = h(v,0) — v*h(v, k) =

= h(v,0) —vF (h(v,O) —(1-v) Z v og 2)

vk ;
=2

k
=(1-v) Z v og i < h(v,0),

S3(k) = uF(h(u, k) — h(v, k)
=" ((1 —u)Y uw M og(i+ k) — (1 —v) ) v log(i + k))

1 —u — : unk 1= & .
oo i — (_) i .
” Z u'log ” ” Z v log ¢
i=k+1 i=k+1

<t (log(k + 1)+

uwloge

Gr) (= sl D+
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vioge - L—oktt /1 N phtl 1
pa— v pa— pa—
kot 1 1—v "\27 73 20k + 1) (1 — v)

u loge< <1+1—vk+1v<l+vk+l>
S k+1 1—w 2 3
1
(k+UO—UD>
k -1 2wtl_q k
zzvl 1logz 20 + 302 10g3—|—z Z zivi L=

i=1 1=2w 1=2%

s—1
2 QU —I_ 3@2 10g3 —I— Z wl v <2wv2w—1 _ (2w+1 o 1)U2w+1_1
w=2

— v

2w owtl_g 2° ok
p U T 0 (et ey
11— 11— 1—w»

s—1 2w
> 2v+ 3v2log3—|— Z lllw
w=2

_U(210(1—2-v2w)+1jv(1—@2”)>

v? v E E
93 _ k+1 kk—l—l
+81—v< +1—v> (1_@)2U 1—vv

> W (s)— G

(1-v) L—wv ’

s = |log k],

s—1
Wi(s) =2v+ 3v?log 3 + Z 110_
w=2

+ s ot 2% + v
11— 1—v/"

Na podstawie powyzszych wyznaczymy poszukiwane oszacowania:

- 20 —1
k+1
k:z%(u.sl(k)- o(k) + h(u,0)- Zu 10g€<k—|—11—v
N 1 u 1+1—u+2 1+uk+2
2k +1)2 k12 T—u '\27 3
1
2(k+2)(1—u)>> (v, 0)+
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* ih( 0 k1—|—g16<(1ﬁu)_v<1+ 11_—2“ (%*?)
2(k—|—11)(1— ))) s UMZ(?O;I - ((A(—l—Ql)_(ll)_ )

p2A+4
+ 3(A+ 1)(1—v)(1— uv2)>’

i (Sl(k) . (u(k + 1) Sy(k) — (1 - u)él T log Z)

k=A

og e . 5
uk+2 1
3 ) B 2(k+2)(1—u)>>
Uk 1 $ Uk 1
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R u U(Q—U) 1 pat3

+ h(u,0)log eu (((1 —u) 2(1- v)) T—u 6T —o)(1—ur)
p2A+4 v

+ 3(1 = 0)(1 — uv?) + 2(A + 1)(1 —u)(1 - U))

W tabeli ponizej zamieszczone zostaly wartosci A, dla ktérych na
podstawie powyzszych oszacowan zachodza:

k;f;(u -8y (k) - Sa(k) + h(u,0) - S5(k)) < 2799, (1)
}i we Sy (k) Sa(k) + h(u, 0) - S5(k)) < 27, (2)
f;(s ( (k+1)- sxm—u—mgi-m—u@gi) )
+ k- h(u,0) - S3(k)> <27%,
gj ( (u k+1)- 52(k)—(1—u)gi-vi—1logi> N

+ k- h(u,0)- S3(k)> <2718,

przy zalozeniu, ze wartos¢ h(u,0) podana jest dokladnie.

TABELA 4
A
L wu=1-2"1 K, =500.2%
(1) (2) (3) (4)

2 0,75 2000 149 298 165 317
3 0,875 4000 333 654 374 701
4 0,9375 8000 707 1373 805 1481
5 0,96875 16000 1469 2823 1691 3067
6 0,984375 32000 3019 5751 3514 6287
7 0,9921875 64000 6173 11660 7259 12826
8 0,99609375 128000 12584 23581 14941 26097
9 0,998046875 256000 25608 47627 30691 53025
10 | 0,9990234375 512000 52055 96122 62951 | 107642
11 | 0,99951171875 1024000 | 105738 | 193907 | 128986 | 218389
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TABELA 4
L u=1-—2"L K. =500.2L
(1) (2) (3) (4)

12 | 0,999755859375 2048000 | 214667 | 391054 | 264067 | 442896
13 | 0,9998779296875 4096000 | 435624 | 788472 | 540225 | 897907
14 | 0,99993896484375 8192000 | 883694 | 1589515 | 1104488 | 1819876
15 | 0,999969482421875 16384000 | 1792074 | 3203936 | 2256830 | 3687633
16 | 0,9999847412109375 32768000 | 3633184 | 6457316 | 4609007 | 7470641

7. Wyniki obliczen

W tabelach ponizej zebrane zostaly wyniki przeprowadzonych obli-

czen. W pierwszej podane sa wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe
dla zmiennych losowych A;(s"), w drugiej za$ wartosci parametréw d(L)

ie(L)dlaL=1,...,16.
Pogrubione zostaly te cyfry, ktérych nie mozna byto znalezé w dostep-

nej literaturze badz tez, gdy w $wietle przeprowadzonych obliczen, poda-
wane na tej pozycji wartosci byty bledne.

TABELA 5
L Ellog Ay] D?[log Ay]
1 0,7326494821174844154 0,6897677849414730957899
2 1,5374382909327386397 1,3377387691100273785
3 2,4016068119756679046 1,90133468673455419743
4 3,3112247204007159797 2, 35773692616648526827
5 4,2534265964727897507 2,70455283913999607332
6 5,2177052498613229973 2,954032399381721807
7 6,1962506541018770827 3,12539186860888834697
8 7,183665553492268639 3,238662160971425896
9 8,1764247579136495 3,3112008794777729186
10 9,1723243081957289788 3,356456906968740799
11 10,170032291924027377 3,3840870306566133265
12 11,1687648744048622516 3,4006541450941706898
13 12,1680703142236772143 3,410438009140221767
14 13,167692567127944386 3,416141821707380582
15 14,1674884485960306942 3,419430397502265927
16 15,167378763677508772 3,4213083424718861382
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TABELA 6

L (L) e(L)/2" e(L)

1(0,1946340234883123148 0,67053546969724352606 1,341070939394487052

2 10,2363134725179499465 0,559497571818450236 2,23799028727380094399

3 (0,2732725058977388449 0,48908832806285090885 3, 9127066245028072708
0,2732725 0,4890883

4 10,3045101315775895468 0,44353812331972225955 7,0966099731155561529
0,3045101 0,4435381

5 (0,329658656693816651918 (0,41371958235013621762 13,2390266352043589638
0,3296587 0,4137196

6 [0,34897685118084701067 0,3941337944526468635 25.2245628449693992659
0,3489769 0,3941338

7 10,36318151997069249365 0,38132103883561493299 48.80909297095871132
0,3631815 0,3813210

8 0,37321892957788234228 0,37301949204189159814 95.492989962724249124
0,3732189 0,3730195

9 (0,38006366611343474813 0,3677118145424184971 188.2684490457182705
0,3800637 0,3677118

1010,3845866729846703285 0,36436954012381556889 373.11440908678714255
0,3845867 0,3643695

11]0,38749419935746281236 0,3622979025861052106 741.9861044963434713
0,3874942 0,3622979

1210,389318920214368600573 |0,36103357213385799147 1478.793511460282333
0,3893189 0,3610336

13(0,39044051460056914334 0,36027312844583196555 2951.3574682282554618
0,3904405 0,3602731

1410,3911176338173146851 0,35982185228368677115 5895.3212278159240586
0,3911178 0,3598216

15(0,39152011364033843555 0,359557283328582717238 11781.9730601109984785
0,3915202 0,3595571

1610,3917561504127106571 0,35940385666680925834 23553.891150516011554
0,3917561 0,3594040

Liczby w powyzszych tabelach maja tak dobrane dtugosci, ze w kaz-
dym przypadku sa one konieczne i wystarczajace, by komputer przypisal
mozliwie najdoktadniejsza, warto$é zmiennej typu extended.

Jak mozna zauwazy¢, rozbieznosci pomiedzy literaturowymi a otrzy-
manymi warto§ciami nie sa zbyt wielkie. Ich wplyw przesledzimy dla przy-
padku L = 14, gdzie te rdznice wydaja sie byé najwieksze. Przyjmujac
K, = 500 - 2™ i poziom istotnoéci testu a = 0,1 dostajemy nastepu-
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jace progowe wartosci statystyki 13,16810877104 dla wartosci literaturo-
wych oraz 13,16810877087, czyli réznica pojawia sie na 9 miejscu po prze-
cinku, a 11 pozycji znaczacej. Jednak jesli obliczymy prawdopodobienstwo
dla pierwszej z tych wartosci wedlug otrzymanych danych, to dostaniemy
0,95000007. .., a tu réznica pojawia sie juz na 8 miejscu znaczacym, ozna-
cza ona, ze odrzucilibySmy o okoto 0,00000014 przypadkéw za mato, co
daje proporcjonalnie 0,0000014 wszystkich odrzucanych przypadkéw. Je-
§li jednak poziom istotnosci wyniéstby 0,0001, to réznica taka wyniostaby
0,0000068 odrzucanych przypadkow.

Podsumowujac powyzsze spostrzezenia mozemy stwierdzic¢, ze wpro-
wadzenie poprawionych wartosci wspdélczynnikéw d i e nie zmienia dra-
stycznie otrzymywanych rezultatéow, tatwo jednak wyobrazi¢ sobie sytuacje,
w ktorej te drobne réznice moglyby staé sie przystowiowym jezyczkiem
u wagi, decydujacym o dopuszczeniu generatora tak naprawde nieprzecho-
dzacego tego testu.

Nawet jesli powyzsze uznamy za skrajnie nieprawdopodobne, to prace
te powinny broni¢ wyniki otrzymane dla L = 1 oraz 2.

Praca naukowa finansowana ze $rodkéw na nauke w latach 2008-2010 jako projekt roz-
wojowy Nr O R00 0031 06.

Artykut wptyngt do redakcyi w dniu 27.06.2008 r. Zweryfikowang wersje po recenzji

otrzymano w grudniu 2008 r.
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K. MANK

Evaluation of exact parameters values for Maurer’s test

Abstract. This paper is a development of Coron and Naccache’s work entitled An
accurate evaluation of Maurer’s universal test. Original results have been enriched by
deriving formulas for one bit block case and analysis of influence of approximate
evaluation of infinite sums which occurs in presented formulas. Finally computa-
tional results were presented and compared with previous ones.
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