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�� Test entropii Maurera

Test Maurera nazywany jest cz�sto testem entropii� ze wzgl�du na fakt�
i� pozwala w przybli�eniu wyznaczy� entropi� badanego ci�gu binarnego ��	


Test jest okre�lony przez trzy parametry L� Q i K
 Sekwencja bitowa
jest dzielona na kolejne bloki o d�ugo�ci L bitw
 Ca�kowita d�ugo�� prbki
wynosi n � L � �Q�K� ��L bitw
 Sekwencja inicjalizuj�ca ma Qc � Q ��L

krokw� natomiast test Kc � K � �L krokw

Niech

bi �sn� �
�
uLi� uLi��� � � � � uL�i�����

�
oznacza i�ty blok dla i � �� Qc �Kc � �� gdzie sn oznacza ca�� badan� se�
kwencj�
 Zak�adamy� �e dwa bloki s� jednakowe� je�li sk�adaj� si� z takiego
samego ci�gu binarnego
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W dalszej cz��ci przez log x rozumie� b�dziemy logarytm przy podstawie �

Statystyka testowa jest zde�niowana nast�puj�co�

fT �sn� �
�
Kc

Qc�Kc��X
i�Qc

logAi �sn��

gdzie funkcja Ai �sn� jest odleg�o�ci� i�tego bloku od jego ostatniego wy�
st�pienia w ca�ym ci�gu czyli�

Ai �sn� �

�
i� � �

j��
bi �sn� � bi�j �sn��

min fj � j � �� bi �sn� � bi�j �sn�g � w p
p


Maurer pokaza�� �e dla ci�gu losowego zmienna losowa

Xu �
fT �sn�� �

�

ma w przybli�eniu rozk�ad N ��� ��

Ostatnim krokiem testu b�dzie wi�c wyznaczenie warto�ci dystrybuanty
rozk�adu N ��� �� w punkcie Xu


W dalszej cz��ci zak�ada si�� �e Qc �� i Kc ��� przy czym mo�na
pokaza�� �e wystarczy przyj�� Q � �� oraz K � ��


Niech ci�g Un � U�� U�� � � � � Un b�dzie idealnym ci�giem zmiennych
losowych� dla ktrych mo�na okre�li� prawdopodobie�stwo�

P fAi �Un� � ag �
X
b�BL

P fbi �Un� � b� bi�� �Un� �� b� � � � � bi�a�� �Un�

�� b� bi�a �Un� � bg �

dla a � �� Qc 	 i 	 Qc �Kc � � oraz B 
 f�� �g

Dla sekwencji idealnej bloki bi s� niezale�ne i rwnomiernie roz�o�one� czyli
mamy

PfAi � ag � ��L
�
�� ��L

�a��
�

wobec tego warto�� oczekiwana ma posta��

�L � E�fT 	 � E�logAi	 � ��L
�X
a��

�
�� ��L

�a��
log a� ��	

Nast�pny krok to obliczenie wariancji teoretycznej�

�� � c�L�Kc�� �
D��logAn	

Kc

�
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gdzie

D��logAi	 � ��Ai
� E

h
�logAi�

�
i
� �E�logAi	�

�

� ��L
�X
a��

�
�� ��L

�a��
�log a�� � �E�logAi	�

�
�

jest wariancj� zmiennej losowej okre�laj�cej logAi� za�

c �L�Kc�
� � d �L� �

e �L�
Kc

� ��	

jest wsp�czynnikiem opisuj�cym wp�yw kowariancji poszczeglnych
zmiennych losowych logAi

Pierwotnie� w pracy ��	 Maurera ostatnie wyra�enie mia�o zupe�nie inn�
posta� i by�o empirycznym oszacowaniem funkcji c�L�Kc�� dopiero stosun�
kowo niedawno Coron i Naccache podali w pracy ��	 sposb dok�adnego
wyznaczenia postaci tej funkcji
 Swoje rozwa�ania ograniczyli jednak do
przypadkw � 	 L 	 ��� a podane przez nich warto�ci sta�ych d�L� oraz
e�L� zosta�y obliczone ze zbyt ma�� dok�adno�ci�� jak na potrzeby prowa�
dzonych przez Laboratorium bada�


W dalszej cz��ci uzupe�nimy wyniki zawarte w pracy ��	 o przypadki
L � � oraz �� jak rwnie� omwimy sposb dok�adniejszego obliczenia
sta�ych� pojawiaj�cych si� w statystyce testowej
 Celem naszym jest zna�
lezienie mo�liwie dok�adnych


Za cel przyj�li�my dok�adno�� zmiennoprzecinkowego typu extended

j�zyka C��� czyli ���� bity� co daje do �� cyfr dziesi�tnych � warto�ci ��
zestaww �dla L � �� � � � � ��� czterech sta�ych� E�logAn	� D��logAn	� d�L��
e�L�


�� Wyznaczenie wsp��czynnika kowariancji

Pe�ne wyprowadzenie formu�y na c�L�Kc��� a po�rednio na d�L� i e�L��
znale�� mo�na w pracy ��	� ograniczymy si� tu do wskazania istotnych
elementw u�ytej metody


Zgodnie z oznaczeniem przyj�tym przez Maurera w oryginalnej pracy
��	� wariancj� zmiennej losowej� opisuj�cej statystyk� testow�� wyra�amy
jako�

�� � c�L�Kc�� �
D��logAn	

Kc

�
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a wwczas c�L�Kc�� obliczy� mo�na w nast�puj�cy sposb

c�L�Kc�� � � �
�

D��logAn	Kc

X
��i�j�Kc

Cov�logAQ�i� logAQ�j 	�

a przyjmuj�c Qc � � mo�emy przyj��� �e kowariancja pomi�dzy zmien�
nymi losowymi logAQ�i i logAQ�j jest jedynie funkcj� k � j � i i po
zmianie zmiennych k � j � i dostajemy

c�L�Kc�� � � �
�

D��logAn	

Kc��X
k��

�
��

k

Kc

�
Cov�logAn� logAn�k	�

Kowariancj� wyst�puj�c� w sumie liczymy za� wprost z de�nicji

Cov�logAn� logAn�k	 �

�
X
i�j��

log i log j Pr�An�k � j� An � i	� �E�logAn	���

Powy�sz� sum� autorzy wyznaczyli rozpatruj�c � roz��cznych przypadkw

Przyjmuj�c nast�puj�ce oznaczenia�

u � �� ��L�

v � ��
�

�L � �
�

h�z� k� � ��� z�
�X
i��

zi�� log�i� k��

mo�emy wcze�niejsze wyra�enia zapisa� jako�

E�logAn	 � ��L
�X
a��

ua�� log a � h�u� ���

D��logAn	 � ��L
�X
a��

ua���log a�� � h��u� ���

Ostatecznie otrzymali oni ��	�

Cov�logAQ�i� logAQ�j 	 � uk

�
h�u� ���h�v� k�� h�u� k��

���L
�X
a��

ui��vi�� log i�h�u� k� ��� h�v� k � i� ���

	
�
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na podstawie czego�

c�L�Kc�� � ��
�

D��logAn	

�
p�L� ��� p�L�Kc��

q�L� ��� q�L�Kc�
Kc

�
�

gdzie

p�L�K� � uK��
�X
k��

F �k� L�K�uk���

q�L�K� � uK��
�X
k��

G�k� L�K�uk���

F �k� L�K� � u��h�v� k�K � ��� h�u� k �K���h�v� ��� vkh�v� k��

� u � h�u� ���h�u� k�K � ��� h�v� k�K � ����

G�k� L�K� � u�h�v� k �K � ��� h�u� k �K��

�

�
u�k �K��h�v� ��� vkh�v� k��� ��L

kX
i��

i � vi�� log i

	

� u�k �K � ��h�u� ���h�u� k�K � ��� h�v� k�K � ����

Poniewa� wcze�niej przyj�li�my� �e c�L�Kc�� jest postaci d�L� � e�L�
Kc

� wi�c
z powy�szego wida�� �e mamy

d�L� � �� �
p�L� ��� p�L�Kc�

D��logAn	
�

e�L� � �
q�L� ��� q�L�Kc�

D��logAn	
�

W dalszej cz��ci zajmiemy si� jeszcze rozpatrzeniem wp�ywu wyra�e�
p�L�Kc� oraz q�L�Kc� na otrzymywane warto�ci


Na podstawie przedstawionych wzorw autorzy pracy ��	 wyznaczyli
numerycznie warto�ci d�L� i e�L� dla L � �� ��� z niezrozumia�ych przy�
czyn nie wykorzystuj�c ich dla przypadku L � �

W nast�pnym punkcie powtrzymy ich tok post�powania w celu wyznacze�
nia d��� i e���� ktry to przypadek rz�dzi si� nieco odmiennymi regu�ami
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�� Wyznaczenie wsp��czynnika kowariancji dla przypadku
L � �

Przypadek bloku jednobitowego jest jako�ciowo r�ny od poprzednich�
gdy� wyst�puj� tu tylko dwie mo�liwe warto�ci bloku� w zwi�zku z czym�
niektre rozpatrywane przypadki redukuj� si�� inne za� s� ca�kiem niemo��
liwe
 Na pocz�tek zauwa�my� �e dla L � �

Pr�Am � i	 � ��L��� ��L�i�� �
�
�

�
��

�
�

�i��
� ui�

Oblicza� b�dziemy prawdopodobie�stwa Pr�An�k � j� An � i	 dla pi�ciu
r�nych przypadkw�

�� roz��czne bloki � 	 j 	 k � �

Poniewa� w takim przypadku zdarzenia An�k � j oraz An � i s�
niezale�ne� wi�c

Pr�An�k � j� An � i	 �

��
�
�

�i��
�
�
�

	
�

��
�
�

�j��
�
�
�

	
�

�
�
�
�

�i�j
� ui�j �

�� nast�puj�ce po sobie bloki j � k

Pr�An�k � j� An � i	 � uiuj � ui�j �

�� nak�adaj�ce si� bloki j � k � �� i � �

Pr�An�k � j� An � i	 � ui��uuk��u � ui�k � ui�j���
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�� przypadek niemo�liwy j � k � i

Pr�An�k � j� An � i	 � ��

�� bloki zawieraj�ce si� i � �� j � k � �

Pr�An�k � j� An � i	 � uj

Powy�sze wykorzystamy teraz do wyliczenia sumy okre�laj�cej kowariancj��

Cov�logAn� logAn�k	�
X
i�j��

log i log j Pr�An�k � j� An � i	� �E�logAn	��

�



�uk log�k � ���

�X
j�k��

uj log j

�
AE�logAn	�

a nast�pnie wsp�czynnika c�L�Kc��

c�L�Kc�� � � �
�

D��logAn	

Kc��X
k��

�
��

k

Kc

�
Cov�logAn� logAn�k	

� � �
�E�logAn	
D��logAn	



� KcX
k��

uk�� log k �
�X
j��

minfj � �� Kc � �guj log j

�
�
Kc



�KcX
k��

�k � ��uk�� log k �
�X
j��

min

j�j � ��

�
�
Kc�Kc � ��

�

�
uj log j

�
A
�
A�
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Poniewa� w praktyce Kc jest na tyle du�e� �e ostatnie wyra�enie mo�na
upro�ci�� przyjmuj�c Kc ��� dostajemy�

c�L�Kc�� � � �
�E�logAn	
D��logAn	



� �X
j��

uj�� log j �
�X
j��

�j � ��uj log j

�
�
Kc



� �X
j��

�j � ��uj�� log j �
�X
j��

j�j � ��
�

uj log j

�
A
�
A

� � �
�E�logAn	
D��logAn	



�� � u

u
E�logAn	�

�X
j��

juj log j

�
A

�
�E�logAn	

D��logAn	Kc



��
�

�X
j��

j�uj log j �
� � u

�u

�X
j��

juj log j �
�
u
E�logAn	

�
A�

Z powy�szego wida�� �e

d�L� � ��
�E�logAn	
D��logAn	



� �X
j��

juj log j �
� � u

u
E�logAn	

�
A �

e�L� �
�E�logAn	
D��logAn	



��

�

�X
j��

j�uj log j �
� � u

�u

�X
j��

juj log j �
�
u
E�logAn	

�
A �

a uwzgl�dniaj�c� �e L � � i u � ��� dostajemy

d��� � ��
�E�logAn	
D��logAn	



� �X
j��

j log j
�j

� �E�logAn	

�
A �

e��� �
�E�logAn	
D��logAn	



� �X
j��

j� log j
�j��

� �
�X
j��

j log j
�j��

� �E�logAn	

�
A �
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�� Oszacowanie dok�adno	ci obliczania sum

Ze wzorw z punktu � wida�� �e obliczenie sta�ych w te�cie sprowadza
si� do policzenia wielu sum szeregw postaci�

�X
a��

ua log a�
�X
a��

ua �log a�� �

�X
a��

a ua log a�
�X
a��

a�ua log a�

Za��my� �e ka�d� z powy�szych sum policzy� mamy z bezwzgl�dn� do�
k�adno�ci� �� czyli poszukujemy takiego �� �e

�X
a��

ua�� log a 	 ��

�X
a��

ua���log a�� 	 ��

�X
a��

a ua log a 	 ��

�X
a��

a�ua log a 	 ��

Wykorzystamy rozwini�cie w szereg Taylora funkcji log a

log�a� �� � log a� log e
�X
i��

����i

iai
� a � ��

z czego

log�a� �� 	 log a�
log e
a

oraz

log�a� �� � log a � log e
�
�
a
�

�
�a�

�
�

jak rwnie� nast�puj�ce sumy

�X
a��

ua �
u�

�� u
�

�X
a�d

a ua �
u

�� u

�
dud�� ��u� �

ud � u�

�� u

�
�

�X
a��

a ua �
u�

�� u

�
��

u

�� u

�
�
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�X
a��

a�ua �
u�

�� u

�
�
�
��

�u
�� u

�
�
u �� � u�
��� u��

�
�

Rozwa�ali�my rwnie� wykorzystanie nast�puj�cego oszacowania�

log �� � k�
log �

	

�
log�� � ��

log �

�k
�

lecz okaza�o si�� �e daje ono� co prawda� bardzo nieznacznie lepsze osza�
cowania � dla ma�ych L� dla wi�kszych za� s� one znacz�co gorsze od
obliczonych dalej


Pos�u�ymy si� te� nast�puj�cymi oszacowaniami�

�X
a��

ua
aX

t��

�
t
	

�X
a��

ua
a��� �

�
�

�
�

�X
a��

uaa�
�� �
�

�X
a��

ua �
u�

���� u��
�

�X
t��

ut

tk
�

�X
w��

�w������X
t�w�

ut

tk
	

�X
w��

�
wk�k

�w������X
t�w�

ut

	
�
�k

�X
w��

�
wk

uw�
�� u�

�� u
�

�� u�

�k��� u�

�X
w��

uw�

wk

	
�� u�

�k��� u�

�
u�

�� u�
�

�X
w��

wk � �
wk

uw�

	

	
�� u�

�k��� u�

�
u�

�� u�
�

�k � �
�k

u��

�� u�

�

	
u�

�k��� u�

�
��

�k � �
�k

u�
�
	

u�

�k��� u�
�

�czynnik
�
�� �k��

�k u�
�
pomini�ty zosta� ze wzgl�du na jego marginalny

wp�yw i mo�liwo�� znacznego uproszczenia wyra�enia��

�X
t��

ut

tk
�

u�

�k
� u�

�X
t��

ut

�� � t�k
�

u�

�k
� u�

�X
w��

�w����X
t�w���

ut

�� � t�k

�
u�

�k
� u�

�X
w��

�w����X
t�w���

ut

�w � ��k �k
�

u�

�k

�
� �

�� u�

�� u

�X
w��

uw���

�w � ��k

	

�
u�

�k

�
� �

�� u�

�� u
u

�
�
�k

�
u�

�k

��
�
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oraz przej�ciem�

�X
a��

f�a�

�
aX

t��

g�t�

	�

� f����g�����

� f�� � ���g��� � g�� � ���� � � � �� f����g��� � � � �� g����� � � � �

� g����f���g���� f�� � ���g���� g��� ��� � � � �� f����g��� � � � �

� g���� � � � �	 � g��� ���f�� � ���g��� � g�� � ��� � � � �

� f����g��� � � � �� g���� � � � �	 � � � � �
�X
t��

g�t�
�X
a�t

f�a�
aX

w��

g�w�

�
�X
t��

g�t��f�t��g���� � � �� g�t�� � f�t � ���g��� � � � �

� g�t� ��� � � � �� f����g��� � � � �� g���� � � � �	

�
�X
t��

g�t��g����f�t� � f�t � �� � � � �� � � � �� g�t��f�t� � f�t � �� � � � ��

� g�t� ���f �t� �� � f�t � �� � � � ��

� g�t� ���f�t� �� � f�t � �� � � � �� � � � �	

�
�X
t��

g�t�

�
�X
a�t

f�a� �
tX

w��

g�w� �
�X

w�t��

g�w�
�X
a�w

f�a�

�
�

Mamy

�X
a��

ua log a 	 u� log� �
�X

a��

ua��

�
log� � log e

aX
t��

�
t

	

	 u� log� � log�
�X

a��

ua�� � log e
�X

a��

ua��
aX

t��

�
t

	 u� log� � log�
u���

�� u
� log e

u���

���� u��

	
u�

�� u

�
log� �

u log e
���� u�

�
�
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podobnie
�X

a��

ua �log a�� 	 u� log���
�X
a��

ua��

�
log � � log e

aX
t��

�
t

	�

	 u� log��� log��
�X

a��

ua�� � � log� log e
�X

a��

ua��
aX

t��

�
t

�
�X

a��

ua��

�
log e

aX
t��

�
t

	�

	
u�

�� u
log���

�u���

���� u��
log � log e

� log� e
�X

a��

ua��
aX

t��

�
t

aX
w��

�
w
	

u�

�� u
log�

�
log� �

�u log e
���� u�

�

� log� e
�X
t��

�
t

�
tX

w��

�
w
�
�X
a�t

ua�� �
�X

w�t��

�
w

�X
a�w

ua��

	
	

	
u�

�� u
log �

�
log � �

�u log e
���� u�

�

� log� e
�X
t��

�
t

�
t��� �
���� u�

ut�� �
ut��

��� u�� �t � ��

�

	
u�

�� u
log �

�
log � �

�u log e
���� u�

�

�
log� e
�� u

�
�
�

�
�X
t��

ut�� � ��� �� u
�X
t��

ut

t

	
�

u�

�� u

�X
t��

ut

t �t � ��

	

	
u�

�� u
log �

�
log � �

�u log e
���� u�

�

�
log� e
�� u

�
u���

���� u�
�

��� ��u���

��

�
� �

�� u�

�� u
u

�
�
�
�
u�

�

��

�
u���

���� ����� u��

�
	

u�

�� u

�
log �

�
log � �

�u log e
���� u�

�

�
log� e
�

�
u�

�� u

�
� �

�
�� � ����� u�

�

�
u

�

�
��

��� ����� u��u
�� u

�
�
�
�
u�

�

����
�



Wyznaczenie dok�adnych warto�ci parametr�w dla testu Maurera ���

Z kolei dla drugiej pary szeregw mamy�
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Wyznaczymy od razu rwnie� oszacowanie z do�u dla pierwszej sumy�
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ktre rozwi��emy numerycznie ze wzgl�du na �

Poni�sza tabela przedstawia warto�ci � uzyskane dla � � ����
� przy�

j�li�my tak du�� dok�adno��� gdy� obliczone sta�e �L oraz �Ai
pos�u��

nast�pnie do obliczania d�L� i e�L�
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Tabela �

�
L u � � � ��L Kc � ��� � �L

��� ��� ��� ���

� ��� ���� ��� ��� ��� ���

� ���� ���� ��� ��� ��� ���

� ����� ���� ��� ��� ��� ���

� ������ ���� ���� ���� ���� ����

� ������� ����� ���� ���� ���� ����

� �������� ����� ���� ���� ���� ����

� ��������� ����� ����� ����� ����� �����

� ���������� ������ ����� ����� ����� �����

� ����������� ������ ����� ����� ����� �����

�� ������������ ������ ������ ������ ������ ������

�� ������������� ������� ������ ������ ������ ������

�� �������������� ������� ������ ������ ������ ������

�� ��������������� ������� ������ ������ ������ �������

�� ���������������� ������� ������� ������� ������� �������

�� ����������������� �������� ������� ������� ������� �������

�� ������������������ �������� ������� ������� ������� �������

W powy�szej tabeli znajdziemy uzasadnienie stosowania dla L � �
przybli�enia Kc � �� ktre we wszystkich przypadkach jest znacznie
wi�ksze od wymaganego dok�adno�ci� zakresu sumowania
 Stosowanie pier�
wotnej postaci sta�oby si� uzasadnione dopiero przy wymogu dok�adno�ci
przekraczaj�cej ������


Ponadto dokonali�my porwnania pomi�dzy wynikami uzyskiwanymi
na podstawie przedstawionych oszacowa�� a otrzymanymi przez porw�
nanie poszczeglnych sum cz��ciowych z sum� �� mln wyrazw szeregwP�

a�� ��� �
�
�L�a log a oraz

P�
a��

�
�� �

�
�L
�a
a� log a


Dla L � ��
Tabela �P
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�
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P
�
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d � � b��d � � b��d
�rzeczywista� z oszacowania � �rzeczywista� z oszacowania �

� � � ���� �� �� ���

� �� �� ���� �� �� ���

� �� �� ��� �� �� ���

� �� �� ��� �� �� ���
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cd� tabeli � P
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Jak wida�� w obu przypadkach uzyskali�my bardzo dobr� zgodno��
wynikw uzyskanych na podstawie oszacowa� i cz��ciowego sumowania
ka�dego z szeregw
 Zgodnie z oczekiwaniami wzgl�dne r�nice� jak si�
okazuje bezwzgl�dne rwnie�� najwi�ksze s� dla najmniejszych dok�adno�
�ci� bo i oszacowanie staje si� tym dok�adniejsze im p�niejszego fragmentu
szeregu dotyczy
 Powy�sze wydaje si� wystarczaj�c� legitymacj� do stoso�
wania dalej otrzymanych tu oszacowa�



� Obliczanie funkcji h�z� k�

Zajmowa� si� b�dziemy sum� nast�puj�cego szeregu

h�z� k� � ��� z�
�X
i��

zi�� log�i� k��

przy czym podstaw� logarytmu jest �
 Dla jzj � � szereg ten jest zbie�ny�
tak zawsze b�dzie w naszym przypadku


W szczeglno�ci dla k � � dostajemy
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zi�� log i�

Rozpatrzmy t� sam� sum� dla k � �
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W ten sposb znale�li�my rekurencyjn� zale�no��� okre�laj�c� funkcj�
h�z� k�
 Wystarczy wi�c obliczy� h�z� ��� a nast�pnie iteracyjnie wyzna�
cza� warto�ci funkcji dla kolejnych k
 Metoda okazuje si� by� jednak nie�
stabilna numerycznie
 Zobaczmy� jak wygl�da� b�d� kolejne rozwini�cia
sporz�dzone wed�ug powy�szej regu�y�
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h�z� k� �
h�z� ��
zk

� ��� z�
kX
i��

zi�k�� log i�

Jak wida�� przy zachowaniu mo�liwo�ci iteracyjnego obliczania kolejnych
h�z� k�� uda�o si� znale�� tak� posta� wyra�enia� �e w praktyce mo�emy ob�
licza� te warto�ci z tak� sam� dok�adno�ci�� jak w przypadku pierwotnego
wzoru


� Numeryczne obliczenie wsp��czynnik�w

Obliczanie wsp�czynnikw testw rozpoczniemy od warto�ci oczeki�
wanej i wariancji dla wszystkich warto�ci L
 Poniewa� odpowiadaj� one
odpowiednio pierwszej i drugiej sumie� ktrych zbie�no�� rozpatrywano
w poprzednim punkcie� wi�c obliczenie ich jest jedynie nieco czasoch�onne �
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zgodnie z przyj�tymi za�o�eniami dla L � �� wymaga zsumowania � ��!��
wyrazw szeregu dla ka�dej z nich


Przypadek d��� i e��� jest z naszego punktu widzenia bardzo prosty�
gdy� po wyznaczeniu warto�ci oczekiwanej E�logAn	 i wariancji D��logAn	
pozostaj� do wyznaczenia trzy niezale�ne sumy� dla ktrych zakresy sumo�
wa� wyznaczone zosta�y w poprzednim punkcie


K�opotliwe staj� si� dopiero obliczenia dla L � �
 Jest tak z dwch
powodw� po pierwsze mamy tam do czynienia z niesko�czonymi zagnie��
d�onymi sumami� a po drugie w pierwotnych wzorach wyst�puj� cz�ony
p�L�Kc� oraz q�L�Kc�� ktrych praktycznie rzecz bior�c nie sposb wy�
znaczy� przed zako�czeniem procedury testowej i poznaniem rzeczywistej
d�ugo�ci cz��ci testowej ci�gu


Poniewa� jednak w te�cie przyjmuje si�� �e Kc � ��� ��L� wi�c wystar�
czy zbada� monotoniczno�� tych funkcji wzgl�dem Kc i oceni� ich warto�ci
dla minimalnej warto�ci


Jak pokazano w punkcie �� w wyra�eniach na d�L� oraz e�L� pojawiaj�
si� nast�puj�ce r�nice

p�L� ��� p�L�Kc� oraz q�L� ��� q�L�Kc��

Rozwijaj�c funkcje p�L�K� oraz q�L�K� dostajemy�
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�X
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�
�
h�v� ��� vkh �v� k�

�
uk��

� uKc��
�X
k��

u � h�u� �� �h �u� k �Kc � ��� h �v� k�Kc � ���uk�� �
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Z powy�szych wida�� �e interesuj�ce s� relacje w nast�puj�cych parach�
z ktrych w powy�szych wzorach tworzone s� r�nice�
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przy czym dla par drugiej i trzeciej� czwartej i sidmej oraz pi�tej i szstej
wystarczaj�ce jest rozpatrzenie tylko jednej z nich


Dla pierwszej z nich mamy�
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i z malenia ci�gu uKc��
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v log e
�k�Kc����v�
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wynika malenie ci�gu

uKc��h �v� k�Kc � �� dla argumentu Kc� a pozosta�ych traktowanych
jako sta�e
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dla ostatniego z wyra�e� mo�na� przyjmuj�c k�Kc � �d� dla pewnego d 


 R�� pokaza�� �e wyra�enie w nawiasie jest zawsze ujemne dla u 
 h���" ���
co poci�ga malenie omawianego ci�gu


Aby dope�ni� obraz wp�ywu sk�adnika uKc��h�v� k�Kc��� na liczon�
sum�� oszacujemy jego warto�� dla minimalnego Kc � ��� � �L i k � � oraz
poszukamy takiego k� aby z oszacowania otrzyma� warto�� rwn� ����



W pierwszym przypadku mamy�
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Jak wida�� dla k � � sk�adnik ten nie ma w praktyce znaczenia� za� warto�ci
k� dla ktrych jego wp�yw mg�by by� widoczny w wynikach oblicze� s�
tak du�e� �e dominuj�c� rol� mie� wwczas b�dzie� d���cy do �� czynnik uk 


Analogicznie post�pujemy dla par drugiej i trzeciej

Nieco inny przypadek stanowi� cztery pozosta�e pary� przeanalizujemy

teraz ich zachowanie si� na przyk�adzie pi�tej
 Post�puj�c podobnie� jak
poprzednio dochodzimy do oszacowania
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z ktrego� jak poprzednio� znajdziemy oszacowanie wk�adu tego sk�adnika
dla Kc � ��� � �L i k � � oraz poszukamy takiego k� aby z oszacowania
otrzyma� warto�� rwn� ����
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Pomimo wyst�powania du�ego czynnika k �Kc i tym razem cz�on ten ma
marginalne znaczenie� znacznie mniejsze warto�ci wyst�puj� tylko dla k�
cho� nadal s� one tak du�e� �e praktycznie niemo�liwe do osi�gni�cia
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Na podstawie powy�szych stwierdzili�my� �e uwzgl�dnianie� podczas
obliczania d�L� oraz e�L� sk�adnikw p�L�Kc� i odpowiednio q�L�Kc� nie
wnosi nic do dok�adno�ci oblicze�� st�d te� w dalszych rozwa�aniach zosta�y
one pomini�te
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numerycznych




��� K� Ma�k
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W tabeli poni�ej zamieszczone zosta�y warto�ci �� dla ktrych na
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przy za�o�eniu� �e warto�� h�u� �� podana jest dok�adnie
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�� Wyniki oblicze�

W tabelach poni�ej zebrane zosta�y wyniki przeprowadzonych obli�
cze�
 W pierwszej podane s� warto�ci oczekiwane i odchylenia standardowe
dla zmiennych losowych Ai�sn�� w drugiej za� warto�ci parametrw d�L�
i e�L� dla L � �� � � � � ��


Pogrubione zosta�y te cyfry� ktrych nie mo�na by�o znale�� w dost�p�
nej literaturze b�d� te�� gdy w �wietle przeprowadzonych oblicze�� poda�
wane na tej pozycji warto�ci by�y b��dne


Tabela �

L E�log An� D
��logAn�

� ��������������������� ������������������������

� ��������������������� ���������������������

� ��������������������� ����������������������

� ��������������������� �� ��������������������

� ��������������������� ����������������������

� ��������������������� ��������������������

� ��������������������� ����������������������

� �������������������� ��������������������

� ������������������ ���������������������

�� ��������������������� ��������������������

�� ��������������������� ���������������������

�� ���������������������� ���������������������

�� ���������������������� ��������������������

�� ��������������������� ��������������������

�� ���������������������� ��������������������

�� ��������������������� ���������������������



��� K� Ma�k

Tabela �

L d�L� e�L�
�

�L e�L�

� ������������		������	 ���
���������
�������� ������
��������	
���

� ���������
���
������� �������
�
�	�	������ ����
����	
�
�	�������

� ���
��
��������������

���
��
��

���	��		����	���������

���	��		�

�� ���
��������	�
�
�	

� ����������
��������	�

���������

�������	����
���������

�������	�


��������
�����������

� �������	��		���
		�
�
�

�������	


�����
��������
�	�
�	�

�����
���

�����������������	���	

� ����	�
�	�

������
�	�

����	�
��

��������
�����	�	�	��

��������	

���������	������������

� ������	��
����	�����	�

������	��

���	����������	
������

���	�����

�	�	������
���	
����

� ���
���	��������������

���
���	�

���
���������
��
���
�

���
�����

�������	����
��������

� ���	�����		

�������
�

���	����


����

��	
�����
����


����

��	

�		���	������
�	�
��

�� ���	��	�������	������

���	��	�


�����������
���
��	���

���������

�
���������	�
	
�����

�� ���	
����������	��
��	

���	
����

�������
�����	
���
�	

�������
�


����	�����������
��

�� ���	���	����
��	�	�����

���	���	�

�����������
�������
��

���������

��
	�
���������	����

�� ���������
�	���	�
����

���������

������
���������
�	���

������
��

�������
��	��	������	

�� �������
	���
��
�	��


�������
	

�����	��������	�	��

�

�����	���

�	��������
	�������	�

�� ��������

�	����������

���������

�������
����������
����

�������
�

��
	���
���������	�
	�

�� �����
������
��
�	��


�����
���

����������				��������

���������

������	��������������

Liczby w powy�szych tabelach maj� tak dobrane d�ugo�ci� �e w ka��
dym przypadku s� one konieczne i wystarczaj�ce� by komputer przypisa�
mo�liwie najdok�adniejsz� warto�� zmiennej typu extended


Jak mo�na zauwa�y�� rozbie�no�ci pomi�dzy literaturowymi a otrzy�
manymi warto�ciami nie s� zbyt wielkie
 Ich wp�yw prze�ledzimy dla przy�
padku L � ��� gdzie te r�nice wydaj� si� by� najwi�ksze
 Przyjmuj�c
Kc � ��� � ��� i poziom istotno�ci testu � � ��� dostajemy nast�pu�



Wyznaczenie dok�adnych warto�ci parametr�w dla testu Maurera ���

j�ce progowe warto�ci statystyki �����!��!%%��� dla warto�ci literaturo�
wych oraz �����!��!%%�!%� czyli r�nica pojawia si� na  miejscu po prze�
cinku� a �� pozycji znacz�cej
 Jednak je�li obliczymy prawdopodobie�stwo
dla pierwszej z tych warto�ci wed�ug otrzymanych danych� to dostaniemy
�� ������%� � � � a tu r�nica pojawia si� ju� na ! miejscu znacz�cym� ozna�
cza ona� �e odrzuciliby�my o oko�o ���������� przypadkw za ma�o� co
daje proporcjonalnie ��������� wszystkich odrzucanych przypadkw
 Je�
�li jednak poziom istotno�ci wynis�by ������� to r�nica taka wynios�aby
��������! odrzucanych przypadkw


Podsumowuj�c powy�sze spostrze�enia mo�emy stwierdzi�� �e wpro�
wadzenie poprawionych warto�ci wsp�czynnikw d i e nie zmienia dra�
stycznie otrzymywanych rezultatw� �atwo jednak wyobrazi� sobie sytuacj��
w ktrej te drobne r�nice mog�yby sta� si� przys�owiowym j�zyczkiem
u wagi� decyduj�cym o dopuszczeniu generatora tak naprawd� nieprzecho�
dz�cego tego testu


Nawet je�li powy�sze uznamy za skrajnie nieprawdopodobne� to prac�
t� powinny broni� wyniki otrzymane dla L � � oraz �


Praca naukowa �nansowana ze �rodkw na nauk	 w latach ��������� jako projekt roz�

wojowy Nr O R�� ���� ���

Artyku� wp�yn�� do redakcji w dniu ���������	 r� Zwery
kowan� wersj� po recenzji

otrzymano w grudniu ���	 r�
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