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Streszczenie. W publikacji przedstawiono rozwiazanie dla réwnania modelujacego efekt
Dopplera. Poruszajace sie 7rédlo generuje propagujaca si¢ w otaczajacej czasoprzestrzeni
fale, ktora emituje okresowy sygnal. W punkcie czasoprzestrzeni sygnal ten jest odbie-
rany ze zmieniona pulsacja, wywolana sprzezeniem ruchu falowego z ruchem Zrédta tej
fali. Wyznaczono efektywne rozwiazanie tego zagadnienia metoda Cagniarda de Hoopa.
Stowa kluczowe: efekt Dopplera, réwnanie falowe, metoda Cagniarda de Hoopa, roz-
wigzanie fundamentalne

Symbole UKD: 51, 53

1. Wstep

Efekt Dopplera polega na pozornej zmianie czestotliwo$ci fali w przy-
padku, gdy Zrédto zaburzen i obserwator znajduja sie wzgledem siebie w ru-
chu. Odkryl je i uzasadnil w 1892 roku Christian Doppler (1803-93), au-
striacki fizyk i astronom. Zjawisko Dopplera wykorzystywane jest w wielu
dziedzinach nauki i techniki, w hydrolokacji, radiolokacji, w kosmologii
i astronautyce, w badaniach fizycznych i medycynie oraz wielu innych dzie-
dzinach. Tlosciowe ujecie efektu Dopplera w przypadku poruszajacego sie
zrédta sygnalu wyraza sie w podrecznikach fizyki nastepujaca formuta
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gdzie:

w, — czestotliwo$é w ruchu,

wo — czestotliwo§é w spoczynku,

D — predkoéé zrédia,

(' — predkosé fali w oérodku,

»x7 — wystepuja odpowiednio dla przypadku oddalenia sie i zblizenia
zrédla i obserwatora.

Opis zjawiska Dopplera byt rozpatrywany w przypadku jednowymia-
rowym lub za pomoca tzw. fal ptaskich [8]. W prezentowanej pracy zba-
dano zjawisko Dopplera jako efekt rozwiazania réwnania falowego w przy-
padku generacji fal przez dowolne okresowe w czasie i poruszajace sie 7ré-
dlo w przestrzeniach R', R? i R®. Wyniki uzyskane w pracy wskazuja, ze
zjawisko Dopplera, wyrazajace zaréwno zmiane czestotliwoSci odbieranego
sygnatu jak i jego faze, jest w ogdlnosci niejednorodne i anizotropowe. Po-
nadto zalezy od wymiaru przestrzeni, w ktdrej propaguje sie fala. Stanowi
ona réwniez przyczynek do ilustracji tezy ,,Co to znaczy, ze przyroda jest
matematyczna”.

2. Sformulowanie zagadnienia

Rozpatrzmy réwnanie falowe

(%28% _ v2> u = g(1)6(z — DU)6(y)8(2) (2.1)

gdzie:

u(z,y,z,t) — natezenie pola generowanego w procesie falowym (np. aku-
stycznym, mechanicznym, elektromagnetycznym itp.),

¢ — predkosé rozchodzenia sie zaburzen w osrodku (predkosé rozpatrywa-
nej fali),

(2,y,2) — wspélrzedne kartezjahiskie w R?,

t— czas (t € Ry),

6(-) — dystrybucja delta Diraca,

D — predkosc poruszania sie zrédta w wybranym kierunku wzdluz z,
g(t) — intensywnos$¢ zrédla generujacego zaburzenia falowe.

Rozwigzanie sformulowanego zagadnienia

Wyznaczymy rozklad pola generowanego w czasoprzestrzeni porusza-
jacym sie zrédlem. W szczegdlnosci zbadamy przemiane sygnaléw harmo-
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nicznych w czasie lub okresowych, okreslonego jako efekt Dopplera. Wpro-
wadzimy nowy uklad zmiennych

zo=c wi=x—Dt y=ay, z=13 (2.2)

oraz 0znaczymy
w(x,y, z, 1) = v(xo, v1, T2, 3) (2.3)
czyli © — pole zwiazane z obserwatorem nieruchomym, v — pole zwiazane

7 poruszajacym sie obserwatorem.

Réwnanie problemu przyjmuje obecnie postac:
(%20 —2M O xoxy — (1 — M*)9* 2y — 0%y — 0%a3)v = (2.4)
= [(wo)8(w1)b(w2)0(23) '

gdzie

M = £ — liczba bezwymiarowa (w mechanice nazywana liczba Macha).
Rozwiazanie zagadnienia wyznaczymy metoda transformacji catko-

wych: Laplace’a wzgledem z, oraz Fouriera wzgledem o, 23 [4].

Oznaczmy FL[v] = V (&, 21, &2, &3), & — parametr transformacji La-

place’a, &, &3 — parametry transformacji Fouriera. Wéwcezas otrzymamy
roéwnanie
N d 2 2 2y ) 1) r
(L= M) g = 2MG o=+ (& + & + &) | V = [(&)b(e1), (25)
i dzy

ktérego rozwiazanie wyraza sie formuta

H(xy)e"™ + H(—xq)e™"1
(1 - M2)(7‘2 - 7‘1)

V= (&) [H(l ~ M)

(2.6)
H(—xq1)(em¥1 — e"271)
+H(M -1 ,
( ) (M2 — 1)(7‘1 — 7‘2)
gdzie
Méoty/E5+(63+£5)(1-M?
rpy = MboEVE HEHDIM?)

H(-) — funkcja Heaviside’a.

W celu wyznaczenia rozwiazania w czasoprzestrzeni, zastosujemy me-
tode Cagniarda i transformacje de Hoopa [2]

& = (UJJ?2 - (]903)5—0
§amy + 303 = Sopw U p (2.7)
— &3 + L322 = Lopq o '

& — (wxs + f]l‘2)?
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gdzie
_ 2 2
p=1/Ty+ 73
w, ¢ — nowe zmienne transformacji Fouriera.

W dalszym ciagu rozpatrzymy zagadnienia w przypadku M < 1. Wéw-
czas zgodnie z metoda Cagniarda otrzymujemy [1]

_ +oo
__ J(&)€
v = (87?'3 0 /dq
Hrexp —6o | g (Man + |or|(1+ (1= M2)(w? + )2 ~ iwp
/ (L (L= M) § )12 "
(2.8)
gdzie v = L]v].

Nastepnie przeksztalcamy wewnetrzna catke na plaszczyznie zespolo-
nej po konturze Cagniarda:

T (M || (1 (1= M) (w0 + )Y —iwp =720 (29)

gdzie 7 — parametr catkowania po konturze

I':w(r) = wi(7) + twe(T)

w postaci:
+ ip(1 — M?) M
wr(r) = 7 T—l_M2x1 +
172 (2.10)
L VT = M 2_R21—|-q2(1—M2)
R? 1— M2 - M?)
dla
14+ ¢2(1 — M?
T > 1?1-|—R1\/ +q_( )

gdzie Ry = /23 + p2(1 — M?).
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W wyniku powyzszych dzialan przeksztalcamy (2.8) do postaci

@(50,1?1,$2,$3) =

f(&)éo e~toTdr 2.11
= 1'% / / —_

2
14+¢2(1—M?2
[ _l—MQxl) - %_(3—(M2)2)
gdzie
M Riv/1+ (11— M?)
07— m2t! 1— M?

Dokonujac iteracji i wykonujac elementarna catke wzgledem ¢, otrzymu-
Jemy

AT2 Ry 9 e : 1/2
—40 |:(T - Mzwl) - 1_]\1/[2 (f]2 + 1—M2):|
(2.12)
gdzie
2 1/2
(T szl) (1—M2) 1
o= R —ar |
y M . Ry
= T
RS VERS N gy VR
skad po przeksztatceniach mozemy napisaé
(o, 71,2, 03) = J0) —gata, (2.13)
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Zatem poszukiwany rozklad pola falowego wyrazi sie wzorem

U(l‘o, T1,T2, 1?3) = f(l‘o — to)H(l‘O — to) (214)

47I'R1

lub w uktadzie nieruchomym (21 =z — M)

r—D 2 _M2 2 22
Ry

u(t,z,y,z) = 47r\/(1; DI (LMYt D)
gl (1 —63\/12 T _MMQJ/‘ 1 —1M2 V(z = D)2 + (1 — M2)(y? _|_Z2)>

(2.15)

Analize otrzymanego wyniku i dyskusje rozwiazania przeprowadzimy dla
zadanych postaci funkcji zrédlowej g(t) w oddzielnej publikacji (np. [5]).

Przejécie do zagadnienia w przestrzeni R' otrzymujemy z wlasciwosci
przeksztalcenia Fouriera [4]

6(50796’1) = Elzir—r»lo %(5071;1752753)
£3—0

czyli w R otrzymujemy:

v(&o, 1) = %f(k‘lfo) H(1— M)(H(zy)e fom=n

+ H(—21)eoT=m)go(1 — M?) (2.16)
H(—=x 650% _ eﬁopfil
+ H(M-1) ( 1)5(0(M2—1) )

W ukladzie nieruchomym otrzymujemy
vy =2 — Dt =2 — Mag. (2.17)

Zatem argument funkcji F(-) wyraza sie ogélnie wzorem

F(l‘o—

Okres sygnatu odbieranego wynosi zatem

r— Mz
1+ M

) : (2.18)

1

To =T, .
1+ M

(2.19)
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Znak .47 dotyczy oddalenia sie czota fali od obserwatora. Znak ,,—” do-
tyczy zblizania sie czola fali do obserwatora. Dla sygnatu harmonicznego

o czestotliwoSci w otrzymujemy:
(2.20)

1
W, = w
‘14D

czyli zgodnie ze wzorem (1.1). Ktadac w (2.6) &3 — 0, otrzymamy rozwia-

zanie w R:
= 1 - H(zq)e™™r + H(—xq)e™*1
V(os a1, &) = o f(K71) | H(1 - M) ( 1)2 o) 2
2k (1— M?)\/& + &(1 — M?)
H(— 11 __ pT271
pu(r -y e — )
(M2 —1)\/&§ — & (M? — 1)
(2.21)
gdzie obecnie dla M < 1
-M 2 1— M?
I 50 :F \/50 —I_ 52( ) (222)
' 1— M2
dla M > 1
_ Mé& £ 6§ - G(M - 1)
7‘172 = M2 1 .
Wykonujac retransformate Fouriera dla (2.21) otrzymujemy
1 i
= de £ L.— = 1§owa
(6o, 71, 22) Ifmf(k &) / (€0, w1, &)e 2 2dE,. (2.23)

Wzdér (2.22) zapisany explicite dla M < 1 wyraza sie formula

. ﬁf’(k—lgo)ﬂu M)
e (1) (= 1)" —it202) (2.24)
n €
| / 2 M G T s

Calkujac analogicznie po konturze zespolonym
T .
il —i&2wy = &7 >0

T MEpxy +\/£8_|_£%(1_M2)1_M2

— M2
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lub
. |901| 2
I': &)+ =6 <2t0x2(1—M2)j: 3 —r? ry
vi- (2.25)
to > 1, %—$1+(1—M2)
otrzymujemy rozwiazanie v postaci:
|J/‘1|H rg — TO / dT
2.26
U($0,$1,$2) 27{' f t2 —7‘% ( )

gdzie obecnie:
to = T(l — M2) + lel,

o = 7’1_]\14|1}\14|;gn731
W tym przypadku efekt Dopplera nie wystepuje bezposrednio. Zgodnie
z zasada, Hadamarda w przestrzeniach o parzystym wymiarze emitowany
sygnal jest samoistnie znieksztalcony. Efekt ten jest dodatkowo zwielokrot-

niony wskutek ruchu Zrédla.

Dyskusja 1 wnioski

Latwo zauwazyé, ze dla M = 0(= D = 0) otrzymujemy klasyczne
rozwiazanie dla réwnan falowych. Z rozwiazania w R® wynika, ze dla ob-
serwatora znajdujacego sie na osi OX (kierunek ruchu) otrzymujemy roz-

wiazanie w postaci u(t,x,0,0) = M(l,l_Dt) J (fti_]\ﬁ)a o+ dla x € (Dt, ct)

.—" dla < Dt czyli przemiana czestotliwosci jest analogiczna jak w R*.
Analiza iloSciowa i aplikacje rozwiazania przedstawione beda w dalszych
publikacjach.

Artykut wptyngt do redakcyi w dniu 27.06.2008 r. Zweryfikowang wersje po recenzji

otrzymano we wrzedniu 2008 r.
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J. RAFA

Physical implication of the mathematical description of Doppler’s effect

Abstract. In this paper we presented a solution for the equation modelling the
Doppler’s effect. The moving source generates the wave which is propagated in
the time-space with a periodic signal. Using the Cagniard de-Hoop’s method we
constructed the solution of the above problem in the closed form.

Keywords: Doppler’s effect, wave equation Cagniard de-Hoop’s method fundamen-
tal solution
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