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������ Warszawa� ul� S� Kaliskiego �

Streszczenie�Wpublikacji przedstawiono rozwi	zanie dla r
wnania modeluj	cego efekt
Dopplera� Poruszaj	ce si� �r
d�o generuje propaguj	c	 si� w otaczaj	cej czasoprzestrzeni
fal�� ktora emituje okresowy sygna�� W punkcie czasoprzestrzeni sygna� ten jest odbie�
rany ze zmienion	 pulsacj	� wywo�an	 sprz�
eniem ruchu falowego z ruchem �r
d�a tej
fali� Wyznaczono efektywne rozwi	zanie tego zagadnienia metod	 Cagniarda de Hoopa�
S�owa kluczowe� efekt Dopplera� r
wnanie falowe� metoda Cagniarda de Hoopa� roz�
wi	zanie fundamentalne
Symbole UKD� ��� ��

�� Wst�p

Efekt Dopplera polega na pozornej zmianie cz�stotliwo�ci fali w przy�
padku� gdy �r�d�o zaburze	 i obserwator znajduj
 si� wzgl�dem siebie w ru�
chu� Odkry� je i uzasadni� w �
�� roku Christian Doppler ��
������� au�
striacki �zyk i astronom� Zjawisko Dopplera wykorzystywane jest w wielu
dziedzinach nauki i techniki� w hydrolokacji� radiolokacji� w kosmologii
i astronautyce� w badaniach �zycznych i medycynie oraz wielu innych dzie�
dzinach� Ilo�ciowe uj�cie efektu Dopplera w przypadku poruszaj
cego si�
�r�d�a sygna�u wyra�a si� w podr�cznikach �zyki nast�puj
c
 formu�


�r � ��
�

�� D
C

�����



�� J� Rafa

gdzie�
�r � cz�stotliwo�� w ruchu�
�� � cz�stotliwo�� w spoczynku�
D � pr�dko�� �r�d�a�
C � pr�dko�� fali w o�rodku�
��� � wyst�puj
 odpowiednio dla przypadku oddalenia si� i zbli�enia
�r�d�a i obserwatora�

Opis zjawiska Dopplera by� rozpatrywany w przypadku jednowymia�
rowym lub za pomoc
 tzw� fal p�askich �
�� W prezentowanej pracy zba�
dano zjawisko Dopplera jako efekt rozwi
zania r�wnania falowego w przy�
padku generacji fal przez dowolne okresowe w czasie i poruszaj
ce si� �r��
d�o w przestrzeniach R�� R� i R�� Wyniki uzyskane w pracy wskazuj
� �e
zjawisko Dopplera� wyra�aj
ce zar�wno zmian� cz�stotliwo�ci odbieranego
sygna�u jak i jego faz�� jest w og�lno�ci niejednorodne i anizotropowe� Po�
nadto zale�y od wymiaru przestrzeni� w kt�rej propaguje si� fala� Stanowi
ona r�wnie� przyczynek do ilustracji tezy �Co to znaczy� �� przyroda jest
matematyczna��

�� Sformu�owanie zagadnienia

Rozpatrzmy r�wnanie falowe

�
�
c�
��t �r�

�
u � g�t���x�Dt���y���z� �����

gdzie�
u�x� y� z� t� � nat��enie pola generowanego w procesie falowym �np� aku�
stycznym� mechanicznym� elektromagnetycznym itp���
c � pr�dko�� rozchodzenia si� zaburze	 w o�rodku �pr�dko�� rozpatrywa�
nej fali��
�x� y� z� � wsp��rz�dne kartezja	skie w R��
t � czas �t � R���
���� � dystrybucja delta Diraca�
D � pr�dko�� poruszania si� �r�d�a w wybranym kierunku wzd�u� x�
g�t� � intensywno�� �r�d�a generuj
cego zaburzenia falowe�

Rozwi�zanie sformu�owanego zagadnienia

Wyznaczymy rozk�ad pola generowanego w czasoprzestrzeni porusza�
j
cym si� �r�d�em� W szczeg�lno�ci zbadamy przemian� sygna��w harmo�
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nicznych w czasie lub okresowych� okre�lonego jako efekt Dopplera� Wpro�
wadzimy nowy uk�ad zmiennych

x� � ct x� � x�Dt y � x�� z � x� �����

oraz oznaczymy
u�x� y� z� t� � v�x�� x�� x�� x�� �����

czyli u � pole zwi
zane z obserwatorem nieruchomym� v � pole zwi
zane
z poruszaj
cym si� obserwatorem�

R�wnanie problemu przyjmuje obecnie posta��

���x� � �M��x�x� � ���M����x� � ��x� � ��x��v �

� f�x����x����x����x��
�����

gdzie
M � D

C � liczba bezwymiarowa �w mechanice nazywana liczb
 Macha��

Rozwi
zanie zagadnienia wyznaczymy metod
 transformacji ca�ko�
wych� Laplace�a wzgl�dem x�� oraz Fouriera wzgl�dem x�� x� ����

Oznaczmy FL�v� �  !V ���� x�� ��� ���� �� � parametr transformacji La�
place�a� ��� �� � parametry transformacji Fouriera� W�wczas otrzymamy
r�wnanie�

����M��
d�

dx��
� �M��

d

dx�
" ���� " ��� " ����

�
 !V � !f������x��� ���#�

kt�rego rozwi
zanie wyra�a si� formu�


 !V � !f����

�
H���M�

H�x��er�x� "H��x��er�x�
���M���r� � r��

"

"H�M � ��
H��x���er�x� � er�x��
�M� � ���r� � r��

�
�

���$�

gdzie

r��� �
M���

p
��
�
����

�
���

�
����M��

M��� �

H��� � funkcja Heaviside�a�

W celu wyznaczenia rozwi
zania w czasoprzestrzeni� zastosujemy me�
tod� Cagniarda i transformacj� de Hoopa ���

��x� " ��x� � ���w

� ��x� " ��x� � ���q
�
�� � �wx� � qx��

��

�

�� � �wx� " qx��
��

�

���%�
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gdzie

� �
q
x�� " x��

w� q � nowe zmienne transformacji Fouriera�

W dalszym ci
gu rozpatrzymy zagadnienia w przypadkuM � �� W�w�
czas zgodnie z metod
 Cagniarda otrzymujemy ���

!v �
!f������

	�

��Z
��

dq

�
��Z
��

exp���
h

�
��M� �Mx� " jx�j�� " ���M���w� " q������ � iw�

i
�� " ���M���w� " q������

dw

���
�
gdzie !v � L�v��

Nast�pnie przekszta�camy wewn�trzn
 ca�k� na p�aszczy�nie zespolo�
nej po konturze Cagniarda�

�
��M�

�Mx� " jx�j�� " ���M���w� " q������ � iw� � 
 � � �����

gdzie 
 � parametr ca�kowania po konturze

� � w�
� � w��
� " iw��
�

w postaci�

w��
� �
i����M��

R�
�

�

 � M

��M�
x�

�
�

� jx�j
p
��M�

R�
�

��

 � M

��M�
x�

��

�R�
�

� " q����M��
���M��

���� ������

dla


 �
M

��M�
x� " R�

p
� " q����M��

��M�

gdzie R� �
p
x�� " �����M���
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W wyniku powy�szych dzia�a	 przekszta�camy ���
� do postaci

!v���� x�� x�� x�� �

�
!f������
�	�

��Z
��

dq

�Z
��

e����d
��

 � M

��M�x�

��
�R�

�
��q����M��
���M���

���� ������

gdzie


� �
M

��M�
x� "

R�

p
� " q����M��
��M�

Dokonuj
c iteracji i wykonuj
c elementarn
 ca�k� wzgl�dem q� otrzymu�
jemy

!v �
!f����
�	�R�

�Z
t�

e����d


�q�Z
�q�

dq��

 � M

��M�x�

��
� R�

�

��M�

�
q� " �

��M�

�����
������

gdzie

q� �

	
B

�

 � M

��M� x�

��
���M��

R�
�

� �
��M�

�
CA

���

�

t� �
M

��M�
x� "

R�

��M�

sk
d po przekszta�ceniach mo�emy napisa�

!v���� x�� x�� x�� �
!f����
�	R�

e���t� � ������
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Zatem poszukiwany rozk�ad pola falowego wyrazi si� wzorem

v�x�� x�� x�� x�� �
�

�	R�
f�x� � t��H�x� � t�� ������

lub w uk�adzie nieruchomym �x� � x �Mx��

u�t� x� y� z� �
H

�
ct � M

��M�x" M�

��M� ct�
p

�x�Dt������M���y��z��

��M�

�
�	
p

�x�Dt�� " ���M���y� " z��

� f
�

ct

��M�
� M

��M�
x � �

��M�

p
�x�Dt�� " ���M���y� " z��

�
����#�

Analiz� otrzymanego wyniku i dyskusj� rozwi
zania przeprowadzimy dla
zadanych postaci funkcji �r�d�owej g�t� w oddzielnej publikacji �np� �#���

Przej�cie do zagadnienia w przestrzeni R� otrzymujemy z w�a�ciwo�ci
przekszta�cenia Fouriera ���

!v����x�� � lim
����

����

 !v���� x�� ��� ���

czyli w R� otrzymujemy�

!v���� x�� �
�
�k

!f�k�����
�
H���M��H�x��e

���
x�

��M

"H��x��e��
x�

��M ������M��

"H�M � ��
H��x���e��

x�
M�� � e��

x�
M�� �

���M� � ��

� ����$�

W uk�adzie nieruchomym otrzymujemy

x� � x �Dt � x�Mx�� ����%�

Zatem argument funkcji F ��� wyra�a si� og�lnie wzorem

F

�
x� �

����x�Mx�

��M

����
�
� ����
�

Okres sygna�u odbieranego wynosi zatem

T� � Tr
�

��M
� ������
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Znak �"� dotyczy oddalenia si� czo�a fali od obserwatora� Znak ��� do�
tyczy zbli�ania si� czo�a fali do obserwatora� Dla sygna�u harmonicznego
o cz�stotliwo�ci � otrzymujemy�

�r � ��
�

�� D
C

������

czyli zgodnie ze wzorem ������ K�ad
c w ���$� �� � �� otrzymamy rozwi
�
zanie w R��

&!V ���� x�� ��� �
�
�k

!f�k�����

�
H���M�

H�x��er�x� "H��x��er�x�
���M��

p
�� " �����M��

"H�M � ��
H��x���er�x� � er�x��

�M� � ��
p
��� � ����M� � ��

�
�

������
gdzie obecnie dla M � �

r��� �
�M�� �

p
��� " �����M��

��M�
������

dla M � �

r��� �
M�� �

p
��� � ����M� � ��
M� � �

�

Wykonuj
c retransformat� Fouriera dla ������ otrzymujemy

!v���� x�� x��
def
�

�
�	k

!f�k�����

��Z
��

&!v���� x�� ���ei��x�d��� ������

Wz�r ������ zapisany explicite dla M � � wyra�a si� formu�


!v �
�

�	k
!f�k�����H���M�

�
��Z
��

�X
n��

H�����nx�� e��rn��x�������
n�i��x��

���M��
p
��� " ������M��

d���

������

Ca�kuj
c analogicznie po konturze zespolonym

�M��x�

��M�
"
q
��� " ������M��

jx�j
��M�

� i��x� � ��
 � �
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lub

� � ����
�� ���

�
it�x����M��� jx�jp

��M�

q
t�� � r��

�

r��

t� � r�� r�� � x�� " ���M��x���

����#�

otrzymujemy rozwi
zanie v postaci�

v�x�� x�� x�� �
�
�	
jx�jH�x� � 
��

r�
p
��M�

x�Z
��

f�x� � 
�
d
p
t�� � r��

� ����$�

gdzie obecnie�
t� � 
���M�� "Mx��


� �
r��Mjx�jsgnx�

��M� �

W tym przypadku efekt Dopplera nie wyst�puje bezpo�rednio� Zgodnie
z zasad
 Hadamarda w przestrzeniach o parzystym wymiarze emitowany
sygna� jest samoistnie zniekszta�cony� Efekt ten jest dodatkowo zwielokrot�
niony wskutek ruchu �r�d�a�

Dyskusja i wnioski

'atwo zauwa�y�� �e dla M � ��	 D � �� otrzymujemy klasyczne
rozwi
zanie dla r�wna	 falowych� Z rozwi
zania w R� wynika� �e dla ob�
serwatora znajduj
cego si� na osi OX �kierunek ruchu� otrzymujemy roz�

wi
zanie w postaci u�t� x� �� �� � �
	��x�Dt�

f
�
ct�x
��M

�
� �"� dla x � �Dt� ct�

��� dla x � Dt czyli przemiana cz�stotliwo�ci jest analogiczna jak w R��
Analiza ilo�ciowa i aplikacje rozwi
zania przedstawione b�d
 w dalszych
publikacjach�

Artyku� wp�yn�� do redakcji w dniu ���������� r� Zwery	kowan� wersj
 po recenzji

otrzymano we wrze�niu ���� r�
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