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Analityczny model szacowania maksymalnych promieni
plastycznie odksztalconego krateru i otaczajacej go
warstwy tarczy

EDWARD WLODARCZYK

Wojskowa Akademia Techniczna, Wydzial Mechatroniki,
00-908 Warszawa, ul. S. Kaliskiego 2

Streszczenie. W zamknietej analitycznej postaci rozwigzano problem ekspansji kulistej kawerny (pustki)
w sprezysto-idealnie plastycznym o$rodku. Ekspansje spowodowano skokowym radialnym napedzeniem
powierzchni kawerny do poczatkowej predkosci v, Wyprowadzono zamkniete analityczne wzory, okre-
$lajace stan naprezenia i odksztalcenia w osrodku otaczajacym pustke. Okreslono maksymalne promienie
plastycznie odksztalconej kawerny i otaczajacej ja warstwy o$rodka. Zamieszczone w pracy rozwiazanie
mozna wykorzysta¢ do szacowania $rednicy krateréw wytworzonych w metalowych tarczach podczas
wnikania w nie pociskéw broni strzeleckiej. Sposéb wykorzystania wyprowadzonych w niniejszej pracy
wzoréw do opisu geometrii krateréw podamy w oddzielnym opracowaniu.

Stowa kluczowe: Jednowymiarowe dynamiczne zagadnienia graniczne, o$rodek sprezysto-idealnie
plastyczny, symetria kulista, wymuszenie kinematyczne

Symbole UKD: 623.4

1. Wprowadzenie

Proces wnikania pocisku broni strzeleckiej w tarcze charakteryzuje si¢ ztozonymi
zjawiskami [1, 2]. Dla dokladnego opisu tego zagadnienia poczatkowo-brzegowego
(jesli znane s dynamiczne wlasciwosci mechaniczne oddzialujacych ze sobg cial,
tj. pocisku i tarczy) uzywa sie skomplikowanego uktadu nieliniowych réwnan réz-
niczkowych z pochodnymi czastkowymi poszukiwanych funkeji, ktére rozwigzuje
sie numerycznie za pomoca szybkich komputeréw [1-4]. Programy numeryczne
stosowane do rozwiazywania tych réwnan sa kosztowne i czesto wymagaja diugiego
czasu do ich realizacji.
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Z tej przyczyny proste inzynierskie teorie wnikania pocisku w rézne przegrody
majg istotne znaczenie praktyczne. Takie modele czesto umozliwiajg badaczom
wglad we wzajemne oddziatywania fizycznych parametréw analizowanych o$rodkéw
i ich stosunek do wyniku przypadkowego. Te wzajemne oddziatywania sg trudne
do ustalenia za pomoca ztozonych wydrukéw komputerowych. Ponadto proste
inzynierskie teorie czgsto dostarczaja podstawy do projektowania eksperymen-
tow i interpretacji fizycznej ich wynikéw. Do tego rodzaju teorii mozna zaliczy¢
uproszczony model wnikania pocisku w metalowg tarcze [5-7] oraz analityczny
model pulsujacej jamy postrzatowej [8, 9].

Jednym z gléwnych probleméw badanych w balistyce koncowej pociskow
jest konicowa geometria kraterow. W literaturze podawane sg wzory empiryczne
okreslajace objetos¢, sredni promien i gteboko$¢ krateru [6, 10, 11]. Brak jest na-
tomiast danych okreslajacych wielko$¢ obszaru tarczy odksztalconego plastycznie
wokot krateru.

Jak sie okazuje, dynamike i geometrie krateru oraz dynamiczny stan napre-
zenia i odksztalcenia w materiale tarczy podczas wnikania w nig pocisku mozna
analitycznie okresli¢ za pomocg podobnego modelu, jaki zastosowano do analizy
pulsacyjnej jamy postrzatowej [8, 9]. Zatem jako pierwsze w kolejnosci w niniejszej
pracy rozpatrzymy zagadnienie ekspansji kulistej kawerny w izotropowym sprezy-
sto-idealnie plastycznym osrodku, wywotanej skokowym radialnym napedzeniem
jej powierzchni do poczatkowej predkosci v,. Nastepnie w oparciu o to rozwigzanie
oszacujemy $redni promien krateru i plastycznie odksztalconego obszaru tarczy
metalowej. Okreslimy rowniez predkos¢ propagacji fali plastycznej w tarczy.

Przyjmiemy, ze pocisk wnikajacy w tarcze ma kulisty wierzcholek. Czas wnikania
wierzcholka pocisku broni strzeleckiej jest rzedu kilku mikrosekund. Natomiast
catkowity proces penetracji pocisku w tarcze trwa kilkadziesigt milisekund. Zatem
mozna zalozy¢, ze kulista cz¢$¢ powierzchni kawerny jest napedzana w sposob sko-
kowy do poczatkowej predkosci v, réwnej predkosci uderzenia pocisku w tarcze.

2. Sformulowanie problemu

Zbadamy dynamike kulistej kawerny (pustki) w izotropowym o$rodku sprezy-
sto-idealnie plastycznym oraz dynamiczny stan naprezenia i odksztalcenia w tym
osrodku. Ruch o$rodka spowodowano w sposéb kinematyczny przez skokowe
napedzenie powierzchni kawerny do poczatkowej predkosci v,

Przy rozwiazywaniu tego zagadnienia postuzymy sie ukladem wspétrzednych
sferycznych r, @, 0. Ze wzgledu na kulistg symetri¢ problemu, kierunki styczne ¢
i 0 sa rownowazne. Radialny poczatkowy ruch powierzchni pustki i izotropowos¢
os$rodka powoduja, ze problem jest przestrzennie jednowymiarowy i niezalezny
od zmiennych ¢ i 0.
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Stany naprezenia i odksztalcenia w osrodku otaczajacym pustke reprezentowane
s przez nastepujace sktadowe: o, — naprezenie promieniowe (radialne), g, = 0
— naprezenia styczne (obwodowe), e, — odksztalcenie promieniowe (radialne),
¢, = &g — odksztalcenia styczne (obwodowe).

Pozostale skladowe tensordw naprezenia i odksztalcenia w tym uktadzie
wspolrzednych sg réwne zeru.

Problem rozwigzujemy w zakresie matych odksztalcen, zatem zgodnie z liniowa

teorig sprezysto$ci mamy [12]:

g, :%, £ =g, :1, 2.1)
or r
0. -0 =2u(6 - )=2,u a—u—z , (2.2)
Y Y or r
E
- 2.3
“= ) 23)

gdzie u jest radialnym przemieszczeniem elementu osrodka, a r oznacza wspotrzedna La-
grangea. Symbole E i 4 oznaczaja odpowiednio moduly Younga i Kirchhofta, natomiast
v jest liczbg Poissona.

Z prawa zachowania masy elementu o$rodka w opisie Lagrange’a dla symetrii
kulistej otrzymuje sig:

2 0 Po 2
- =10 2.4
(r+u) ar(r+u) p P, (2.4)

gdzie symbole p i p oznaczaja gestoéci: poczatkows i aktualng osrodka.
Réwnanie ruchu osrodka w rozpatrywanym problemie ma postac:

(2.5)

(r+u)2

oo 0 , 0%u
~+2(0,. -0 r+u)—~»(r+u)=p, r .
a 7 r ‘P) ( )a r( ) pO a 12
Réwnania (2.4) i (2.5) dla malych odksztalcen, przy zaniedbaniu zmian ge-
sto$ci osrodka (p = p,) i pominieciu malych wyzszego rzedu, mozna zredukowac
do postaci:

éz+23=0, (2.6)
or r
oo, .0,—0, o’u

or r - ot @7
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Zmiany gestosci osrodka w zakresie obcigzen wystepujacych w balistyce konco-
wej pociskow strzeleckich sa rzedu utamka procenta i mozna je zaniedbac [13].

Ukfad réwnan (2.6) i (2.7) rozwigzemy dla nastepujacych warunkéw granicz-
nych:

— warunki brzegowe:

o, (ro,t)EO dla r=r, (2.8)

0,(0,1)=0 dla r=oo, (2.9)
— warunki poczatkowe:

u(r0,0)=0 dla r=r 1 t=0, (2.10)

v(r,, 0):% v, dla r=r, i t=0, (2.11)

t=0

gdzie r, jest poczatkowym promieniem kulistej kawerny.

Dla okreslenia plastycznego stanu odksztalcenia osrodka bedziemy stosowac
warunek Hubera-Misesa-Hencky (HMH), ktéry w rozpatrywanym przypadku ma
postac [14]:

0,—0,=0, (2.12)

gdzie o, oznacza warto$¢ dynamicznej granicy plastycznos$ci o$rodka uzyskang
z proby rozciggania.

Tym samym problem zostal sformutowany. Jako pierwsze w kolejnosci rozwig-
zemy zagadnienie dynamiki pustki kulistej w osrodku sprezystym.

3. Konstrukcja rozwigzania problemu
w zakresie odksztalcen sprezystych

Calka ogolna réwnania (2.6) ma postac:

u, (r,t)z = gt), (3.1)
r

gdzie C(t) jest dowolna, dwa razy rézniczkowalng funkcja czasu. Indeksem dolnym
s bedziemy oznacza¢ wielkosci w obszarze odksztalcen sprezystych.



Analityczny model szacowania maksymalnych promieni... 225

Oznaczymy przez R (t) biezacy promien powierzchni kawerny — wspotrzedna Eulera.
Poniewaz R, (t)=r, +u, (7,,t), to funkcje C(f) mozna wyrazi¢ przez wspétrzedna
Eulera R (¢) w nastepujacej postaci:

C (1)=r5 [RS ()- ro]. (3.2)

Jak sie okazuje, za pomoca funkcji R(¢) i jej pochodnych mozna okresli¢
wszystkie parametry problemu, a mianowicie:

u, (r,0)=[ R, (¢)-1, ] (—Ozzr{Rs—(t)—l}(r—o)z, (3.3)

e, (ri)="2 (”) R‘Y(t)—l} (F—OT (3.4)

o

o t)_au (r t)_ [R ) Mrj =2, (1), (35)

h

1+v

0, (rt)=0,,(r t)——{ ) —1} [r—‘]fE, (3.6)

d R, (t)

v(n)_a”(”’) (t)( j ()= .6

Fu ) R()( j i (=80 (338)

Po podstawieniu wyrazen (3.6) i (3.8) do réwnania (2.7) i scatkowaniu wzgledem
zmiennej r oraz uwzglednieniu warunku brzegowego (2.9) otrzymuje si¢:

a,,(rt)= _1+V{R (t) }[%0)3 E-rp,R. (t)%’. (3.9)

N
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Z kolei, zgodnie z warunkiem brzegowym (2.8) i relacja (3.9) funkcja R(¢)
musi spetnia¢ réwnanie:

(1+v) R 2k, (t)+r£[RS (t)-r]=0 (3.10)
lub 0
tiy, (t)+ wiuy, (£)=0, (3.11)
gdzie

u (=R ()13 1, (0)=R,(0)-1, =0, 1, (1) |, =& ()| =v, (312)

2
= 2 2E _ 2 (6—0] ¢, = £ (3.13)
I+vryp, 1+v{r Po

Rozwigzanie réwnania (3.11) spefniajace warunki poczatkowe (3.12),1(3.12)4
ma postac:

uy, (t)= o gin w,t, (3.14)
a)O
a zgodnie z (3.12), mamy:

v, .
R (t)=r, +—Lsinw,t. (3.15)
0

Jak wida¢, powierzchnia kawerny, po nagtym napedzeniu jej do predkosci po-
czatkowej v, w o$rodku liniowo-sprezystym drga harmonicznie wokoét potozenia
poczatkowego 7, z czestoscig ®, i amplituda v,/ o,

Z postaci funkcji R(t) (3.15) wynika ograniczenie na poczatkowa predkos¢
powierzchni kawerny, a mianowicie:

v, SR, = Lﬁ (3.16)
1+v p,

Dla v, =,/2FE / p, (1+v) przy ruchu wstecznym powierzchni kawerny nastepuje

catkowita redukcja jej objetosci.
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Z wzordw (3.9), (3.10) i (3.15), po przeksztalceniach otrzymuje sie:

o, (rt)=—2E { _(r_o)HRs_(f)_l} :2_Ev_o{r_o_(r_oj }mwot. (3.17)
I+v|r \r 7 I+vrw,| r \r

Nastepnie z zaleznosci (3.6) i (3.17) mamy:

3 3
R (t
0, () == 2r-°+(r—°] ()| __E v 2r—°+(r—°j sinwy, (3.18)
’ I+v| r r 7 l+v o, r r

o, (rt)-o,(r t)_1+v(r0j {R“‘ (t)—l}: 3E Y (%Oj sinwt.  (3.19)

r A I+v ro,

Z analizy wzoru (3.19) i warunku (2.12) bezposrednio wynika, ze w os§rodku
nie wystepuja odksztalcenia plastyczne, jesli spelniona jest nastepujaca relacja:

3L Yy N2 o, (3.20)

= v, < 3 7 o

1+v roa)o /2(1+V) Co

Na przyklad dla tarczy stalowej (0 o ®3 GPa, E~200GPa, c,=5000m/s,
v~0,3) z zaleznosci (3.20) otrzymuje sie v, < 40 m/s. Oznacza to, ze w proce-
sie wnikania pociskow broni strzeleckiej (v, = 300 + 1000 m/s) w metalowe tarcze
w otoczeniu kraterow powstajg zawsze obszary odksztalcen plastycznych.

Obecnie przejdziemy do konstrukcji rozwigzania problemu w obszarze od-
ksztalcen plastycznych.

4. Rozwigzanie problemu w obszarze odksztalcen plastycznych

Z wyrazenia (3.19) i warunku HMH (2.12) otrzymuje si¢ na plaszczyznie (1, )
réwnanie fali plastycznej w postaci:

3 E v,

,[2(14—1/) g, ¢, ’

(4.1)

r ()=13/b Yfsinwy, b=

ktéra propaguje si¢ z predkoscia
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1 2 cosw,t
V =c,— N o . 4.2
" (¢) 6034/1+V\/73'7(sinw0t)2 (4.2)

Jak wynika z (4.1), maksymalny promien obszaru odksztatcen plastycznych
tarczy jest réwny:

rpmax zro%:roi/ 3 Eﬂ (43)

J20+v)0, ¢’

i osiggany jest po uptywie czasu 7 = 7/2w, .

Roéwnania (2.6) i (2.7) obowigzuja réwniez w obszarze odksztalcen plastycznych.
Calka ogdlna réwnania (2.6) ma obecnie postac:

u, (r0)=[R, ()] (%) | (44)

Z réwnania ruchu (2.7), po wykorzystaniu warunku plastycznosci (2.12) i wy-
razenia (4.4) oraz scalkowaniu wzgledem zmiennej r z uwzglednieniem warunku
brzegowego (2.8), otrzymuje sie:

0, (n)=20,0 " [1 —%Ojiép o). 45)

0

Na granicy kontaktu obszaréw odksztalcen plastycznych i sprezystych ma
miejsce ciggto$¢ naprezen radialnych, tj.:

g,, rp,t)z o,, rp,t) (4.6)

Z wyrazen (3.17) i (4.5) oraz warunku ciaglosci naprezen radialnych (4.6)
mamy:

- o, 7 1“(’”/”0) 2 Ev 7 7 7 ’
R, (t)=—2—"L—"—+ —= L L | 2| [sinwt. (4.7)

PoTy T,—h 1+v p, ¢, (rp—ro)ro r, r,

Po podstawieniu pochodnej R , () dowzoru (4.5) i prostych przeksztatceniach,
otrzymuje sie analityczne zamkniete wyrazenie na radialne naprezenie w obszarze
odksztalcen plastycznych, a mianowicie:



Analityczny model szacowania maksymalnych promieni... 229

In
g, (rt)=20, lni—r+/r0 -l +4}L£&r—° 1+ |- sinwyt | (4.8)
i 7 1—(r0/rp) r 1+v o, ¢ r r r

P P

Dalej z warunku HMH (2.12) i wyrazenia (4.8) wynika, ze naprezenie obwo-
dowe okreslone jest wzorem:

1
o, (rt)=0,+0,(rt)=0, 1+2{1n1_L/r°(1_r_oj+

A 1—(ro/rp)

+ fiﬁ&r—o 1+ (l—r—ojsinwot .
I+vo,cr r r

P P

(4.9)

W celu okreslenia pdl przemieszczenia, predkosci masowej i odksztalcen w oto-
czeniu kawerny, nalezy w pierwszej kolejnosci zidentyfikowac funkcje R, (1).

Z analizy wyrazenia (3.19) i warunku (2.12) wynika, ze stan odksztalcen pla-
stycznych w materiale wokdt kawerny osiagany jest po uplywie pewnego czasu ¢,
od chwili naglego napedzenia jej powierzchni do predkosci v,

Czas t, mozna okresli¢ z wzoru:

t =Larcsin [—“2(1;1/)&6—0} (4.10)

P
W, E v,

Promien kawerny osiagga w tym czasie, zgodnie z (3.15) wartos¢:

1+vo
R (t,)= [HTEOJF"’ (4.11)

a predkos¢ jej powierzchni wynosi:
R, (tp )= V, COS Wt . (4.12)

Jak si¢ okazuje, dla tarcz metalowych czas t, jest rzedu 107 s, a promien R, (t , )z Fy.
Na przyktad dla tarczy stalowej mamy:

t,~6,510%s, R (t,)~1,0065r i R (t,)~0,9992v,.

Majac na uwadze te wartosci wymienionych wielkosci, w dalszym ciggu rozwazan
przyjmujemy, ze:
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t,~0, R (tp )z roiR (tp )z V.
Zatem funkcja R (1) spetnia w przyblizeniu nastgpujace warunki poczatkowe:
R,(0)~7, i R,(1)|  ~v, (4.13)

Z réwnania (4.7), po kolejnych catkowaniach i wykorzystaniu warunkow
(4.13), otrzymuje sie:

R ()=—-2(1+v) p‘:z_o (ingr/;;) Wyt +

(4.14)
+v, 1+ 1+ —vor—o 1+ cosw,t,
rp rp rp rP
R (1)= _I+vo, ln(rp/ro)( )2 1+Vv° 1+ 1+ Do |yt -
P 2 E rp—ro)/r ¢, r, r 0
(4.15)

p p

—,/H—V&r—o 1+ sinwyt +1¢7.
2 ¢r r

Stan matych odksztalcen plastycznych w otoczeniu kawerny zgodnie z wzorami
(2.1), (4.4) i (4.15) mozna okresli¢ za pomoca nastepujacych wyrazen:

e (r,t)==2e (r,t)= +vﬁ—ln(rp/r0) w,t) -
=26, (1) {(l % e o
,/2(1+v)c {Hr LH”_H%H (4.16)

+\/2(T——{1+—Jsma) z}(’; I.

Wyprowadzone wyzej zaleznosci, okreslajace stan osrodka w otoczeniu kawerny;,
sg stuszne w przedziale 7, <R, (1)< R Maksymalng warto$¢ promienia kawerny
okreslamy za pomocg wzoru:

pmax °
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l+vo ln(rmax/},b) 1+v v 2 2
R =R - 0 r 2 N I PO I O | 0 _
pmax V4 (77@) { 2 E (meax —I’O )/meax 77@ + 2 CO + - + , 776

pmax pmax

(4.17)
- /H—v&r—o ]+ sing, +1;7,
2 CO rpmax rpmax
gdzie 7, jest pierwiastkiem rzeczywistym nastepujacego réwnania:
o In(r, . /%
—J2(1+v)—=2 ( (,, )//0) m+v{1+—r‘) (1+ o H:
P 7, max 70 )/ Tpmax 7 max 7 max
g : ! ' (4.18)
14 4
=v,— {1+ k JCOS’L-
rpmax rpmax

5. Przyklad

Rozpatrzymy ekspansje kulistej kawerny (pustki) o poczatkowym promie-
niu r,, ktérej powierzchnie napedzono w sposéb nagly (skokowo) do predkosci
v, = 500 m/s w osrodku sprezysto-idealnie plastycznym. Osrodek charakteryzowany
jest nastepujacymi warto$ciami parametrow:

p, =7800 kg/m’, E=200GPa, c,=5000ms,

(5.1)
0,=3GPa, v=0,3.

Dla danych (5.1) z wzoru (4.3) otrzymuje sig:

poo=y3:200500 1,5, (5.2)
’ 35000 .2,6

Po podstawieniu wartosci parametréw (5.1) i wyniku (5.2) do réwnania (4.16)
mamy:

-0,02874n,+0,1309-0,0503cosn, = 0. (5.3)

Réwnanie przestepne (5.3) jest spetnione w przyblizeniu dla

n, =4,67. (5.4)
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Zatem maksymalny promien kawerny po plastycznym odksztalceniu, zgodnie
z (4.17)i(5.1)-(5.4), wynosi:

R, . =(-0,0143752 +0,13097, —0,0503siny, +1) 7, =1,348 r,.  (5.5)

Na rysunku 1 pokazany jest przekrdj krateru w stalowej tarczy (o, ~ 3000 MPa ) wraz
zwidokiem rdzenia pocisku o $rednicy d;, = 2r, = 5,8 mm. Predko$¢ uderzenia pocisku
w tarcze v, = 500 m/s. Srednica wlotowa krateru potozona za strefg wierzchnich
odksztalcen plastycznych tarczy (zdeterminowanych przez oddziatywanie fali
naprezenia ze swobodng powierzchnig tarczy), wynosi ~8 mm. Z przedstawio-
nego modelu analitycznego dla wymienionych danych liczbowych otrzymuje sie
di = 2R = 1,348 X 27, = 1,348 x 5,8 = 7,82 mm.

Rys. 1. Przekrdj krateru i widok pocisku

Jedli znana jest predko$¢ penetracji pocisku wzdtuz krateru [5, 6, 11, 16],
to za pomocg metody przedstawionej w pracach [8 i 9] mozna, wykorzystujac
prezentowany model, okresli¢ ksztalt catego krateru. Problemem tym zajmiemy
sie w oddzielnym opracowaniu.

6. Wnioski koncowe

Z analizy zamknietego rozwigzania rozpatrywanego problemu mozna wycia-
gnac nastepujace wnioski:
o Podczas wnikania pocisku broni strzeleckiej w metalowg tarcze zawsze powstaje
w niej obszar odksztalcen plastycznych w bezposrednim otoczeniu krateru.
W pracy okre$lono maksymalne promienie tego obszaru i odksztalconej pla-
stycznie kawerny.
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Stan odksztalcenia i naprezenia w tarczy zdeterminowany jest fizycznymi
parametrami jej materiatu (p,,E,0,,v) i poczatkowa predkoscia uderzenia
pocisku w tarcze v,

Przedstawiony w pracy uproszczony model ekspansji kulistej kawerny mozna
wykorzysta¢ do przyblizonego oszacowania wlotowej srednicy krateru oraz
$rednicy plastycznie odksztalconego obszaru tarczy otaczajacego krater.

Artykut wplyngt do redakcji 26.05.2008 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w czerwcu
2008 .
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E. WLODARCZYK

Analytical model of maximal radii estimation of plasticly deformed crater
and of surrounding it a target layer

Abstract. Spherical cavity dynamics in the elastic-ideal plastic body has been determined in the
analytic closed form. Motion of the spherical cavity was forced by a radial jump driven its surface
up to the initial velocity v,. The formulae determining, in the closed form, the stress and strain state
in the surrounding cavity body have been derived. The analytical formulae for the maximal radii of
the plasticly deformed cavity and of the surrounding it body layer have been derived too. It seems
that this simplified model can be used to estimate the inlet diameter crater due to the projectile
penetrating a plastic metal target.

Keywords: dynamical one-dimensional boundary value problem, elastic-ideal plastic body, spherical
symmetry, kinematicly forced motion
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