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Streszczenie. W pracy przedstawiono sposob konstruowania modelu matematycznego dynamiki
lotu pociskow stabilizowanych obrotowo, w ktérym pocisk traktowany jest jako osiowosymetryczna
bryta sztywna o szeéciu stopniach swobody. Zastosowano nazewnictwo i oznaczenia zgodne ze Sta-
nagiem 4355 ed.4 [7]. Wektorowa posta¢ rownan ruchu pocisku jest zaktualizowang wersja réwnan
opublikowanych w pracy [3]. Skalarne réwnania zaréwno ruchu postgpowego, jak i obrotowego
wyprowadzono w ukladzie zwigzanym z Ziemia, wykorzystujac zamiast katow Eulera, cosinusy
kierunkowe osi symetrii pocisku.

Slowa kluczowe: balistyka zewnetrzna, dynamika lotu, réwnania ruchu

Symbole UKD: 623.54

1. Wstep

Wstapienie Polski do Sojuszu Péinocnoatlantyckiego, a zwlaszcza chec¢ nawig-
zania blizszej wspolpracy z krajami cztonkowskimi przy realizowaniu wspdlnych
projektow badawczych, obliguje nas do poznania przepiséw i procedur zawartych
w dokumentach standaryzacyjnych NATO (typu STANAG czy AOP). W dziedzinach
takich jak: balistyka zewnetrzna, teoria strzelania i systemy kierowania ogniem
wydaje si¢ by¢ niezbednym zaznajomienie si¢ z metodyka modelowania trajektorii
lotu pociskéw i rakiet artylerii polowej. W zaleznosci od przeznaczenia wynikow
badan panstwa czlonkowskie NATO stosuja modele o réznym stopniu uproszcze-
nia — od modelu ruchu w prézni, poprzez model punktu materialnego o dwoch
stopniach swobody oraz zmodyfikowany model punktu materialnego o czterech
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stopniach swobody — po model przestrzennego ruch pocisku traktowanego jako
bryla sztywna o szesciu stopniach swobody.

W artykule podj¢to probe przeanalizowania i rozpowszechnienia wybranych
zagadnien dotyczacych modelowania lotu pociskéw stabilizowanych obrotowo,
opisanych w najnowszym Stanagu 4355 (edycja 4) z 2006 roku [7]. Szczegolny nacisk
polozono na definicje sit i momentéw aerodynamicznych, dziatajacych na pocisk
w locie swobodnym oraz na metodyke wyprowadzania wektorowych i skalarnych
réwnan ruchu pocisku jako bryly sztywne;.

2. Okreslenie polozenia pocisku w przestrzeni

Do okres$lenia poltozenia pocisku wzgledem Ziemi w Stanagu 4355 ed.4 [7]
stosuje si¢ prawoskretny, ortonormalny, kartezjanski uklad odniesienia, zwigzany
z Ziemia o poczatku w punkcie stania dziala, oznaczany nastepujaco Oy123 (rys. 1).
Polozenie $rodka masy pocisku wzgledem ukladu ziemskiego okresla wektor X.

N
>0

Rys. 1. Polozenie pocisku wzgledem uktadu zwigzanego z Ziemia 0,123

Do opisu sil i momentéw aerodynamicznych dzialajacych na pocisk w locie
wykorzystuje si¢ dwa wektory jednostkowe (wersory) X i i, przytozone w érodku
masy pocisku:

— wektor jednostkowy X polozony jest wzdtuz osi symetrii pocisku i zwrécony

w kierunku noska (rys. 1), w ukladzie ziemskim ma skladowe oznaczone
nastepujaco X =[x,,x,,x,],
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— wektor jednostkowy i, potozony jest wzdtuz osi pokrywajacej sie z wekto-
rem predkosci pocisku okreslonej wzgledem powietrza v, ktéry w uktadzie
ziemskim ma sktadowe oznaczone nastepujgco V=[v,v,,v;].

Kat a (ang. total angle of attack [7]) zawarty miedzy osig podluzng pocisku

Ox a wektorem predkosci pocisku ¥ (rys. 1) nazywany jest w krajowej literaturze
katem nutacji (najczesciej symbol 0) lub przestrzennym katem natarcia [1, 2, 6].
Z Kolei plaszczyzna wyznaczona przez o$ podtuzng pocisku i wektor predkosci ¥
nazywana jest plaszczyzng oporu.

Ponizej zostang przytoczone wybrane zasady rachunku wektorowego oraz
zagadnienia mechaniki ogdlnej ciata sztywnego, ktére sa wykorzystywane w dal-
szej czesci pracy przy definiowaniu sit i momentéw aerodynamicznych oraz przy
wyprowadzaniu réwnan ruchu.

W ukiadzie ziemskim O,;123 majg zastosowanie nastepujace zasady rachunku
wektorowego [5]:

— iloczyn skalarny dwéch wektoréw @ i b wynosi

(@-b)=ap, +ab, +ab, =[d][b|cos ¢, (1)

gdzie ¢ jest katem zawartym miedzy wektorami a i b, ~
— wektor bedacy iloczynem wektorowym dwéch wektoréw a i b ma na-
stepujace sktadowe

(@xD)=(ab, — ab, T+ (asb, —ab, )2+ (ab, - a,b;)3, )
a jego modut wynosi
[axb| = a|b|sin ¢, 3)
— iloczyny mieszane trzech wektoréw daja sie wyrazi¢ nastepujaco:
ax(bxc)=b-(a-¢)-¢-(ab) (4)
5-(Bxé)=5~(éxﬁ)=é-(ﬁxf)), (5)

— pochodna wektora jednostkowego X wzgledem czasu jest wektorem pro-
stopadlym do tego wektora i wyraza si¢ zaleznoscia:
X _ @, xX, (6)
a 7

gdzie @, jest wektorem predkosci katowej pocisku.
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Zgodnie z zasadami mechaniki ogélnej [5] moment pedu pocisku (traktowa-
nego jako osiowosymetryczna bryla sztywna wirujaca dookota osi symetrii) mozna
wyrazi¢ w postaci sumy dwoch wektordw:

— wektora momentu pedu wzgledem osi x, ktory jest wprost proporcjonalny

do momentu bezwladnosci pocisku wzgledem osi x (I,) oraz predkosci
katowej pocisku wzgledem tej osi (p), i ma nastepujaca posta¢

H =1 px (7)

— oraz wektora momentu pedu wzgledem osi y (prostopadtej do osi x i prze-
chodzacej przez srodek masy pocisku), ktory jest wprost proporcjonalny
do momentu bezwladnosci pocisku wzgledem osi y (I,) oraz predkosci
katowej pocisku wzgledem tej osi (poprzeczna predko$¢ katowa pocisku)
i ma nastepujaca postac

H =1y(ix§). (8)

Calkowity moment pedu (kret) pocisku wzgledem jego srodka masy daje sie
wowczas wyrazi¢ w postaci nastepujacej sumy

_ dx
H=1 px+1 | xx— | 9
D y( dtj )

Przemnazajac skalarnie réwnanie (9) obustronnie przez wektor jednostkowy
X i wykorzystujac wzor (5), otrzymujemy nastepujaca zaleznosé

(ﬁ-i): Ip. (10)

Przemnazajac wektorowo réwnanie (9) obustronnie przez wektor jednostkowy
X i wykorzystujgc wzor (4) otrzymujemy

(ﬁ@):]y%. (11)

3. Sily i momenty aerodynamiczne dzialajace na pocisk w locie

Sposrod wszystkich sit i momentéw aerodynamicznych dziatajacych na pocisk
podczas jego lotu w atmosferze ziemskiej zostang omdéwione tylko te, ktore w istot-
ny sposdb wplywaja na jego lot. Podczas lotu 0§ podluzna pocisku odchylona jest
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od kierunku wektora predkosci o kat nutacji . Niesymetryczny opltyw pocisku
wywoluje niesymetryczny rozklad ci$nien na jego powierzchni, a tym samym
pewne oddzialywanie, ktorego efekt wraz z sitami tarcia mozna zastapi¢ dziataniem
wypadkowej sity aerodynamicznej F, (rys. 2) przytozonej w umownym punkcie
lezacym na osi symetrii pocisku zwanym srodkiem parcia ($.p.). Wypadkowa sifa
aerodynamiczna F, wywotana katem nutacji a lezy w plaszczyZnie oporu.

Ptaszczyzna oporu

Rys. 2. Potozenie wypadkowej sity aerodynamicznej F,

Zgodnie z konwencja stosowang w U.S. Army Ballistic Research Laboratory [4]
(modele zawarte w Stanagu 4355 opieraja si¢ o raporty wytworzone w tym labora-
torium) wyrazenia na sity i momenty sit aerodynamicznych zostang przedstawione
w dwoch postaciach: postaci wektorowej — okreslajacej orientacje definiowane;j
wielkosci wzgledem osi symetrii pocisku i wektora predkosci ¥ oraz skalarnej
— okreslajacej modul wektora definiowanej wielkosci.

3.1. Silanosna

_ Silano$na LF (ang. lift force) jest sktadowa wypadkowej sity aerodynamicznej
F, , dzialajacqg w ptaszczyznie oporu prostopadle do wektora predkosci pocisku ¥
(rys. 3).

Wektor sily nosnej dzialajacej na pocisk definiowany jest nastepujaco [4]:

2

LF=C, p2v S[i, x@x3,) ], (12)

a jego modut jest proporcjonalny do sinusa kata nutacji i wyraza si¢ wzorem
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2

LF=C, pzv Ssina, (13)

gdzie: C, — liniowy wspdczynnik sity nosnej (ang. linear lift force coefficient);
p — gesto$¢ powietrza;
§ — powierzchnia charakterystyczna (pole przekroju poprzecznego
pocisku).

Plaszczyzna oporu

Rys. 3. Rozklad catkowitej sity aerodynamicznej F, na site nosna LF isite oporu DF

Podstawiajac V = vi,, S = 7td” / 4 oraz uwzgledniajac we wzorze wspotczynnik
dopasowania sily nosnej f; [7], wzor (12) przyjmuje postaé

ﬁ:%zﬂqa [vx@xw)], (14)

gdzie: d jest srednicg pocisku (kaliber).

Wykorzystujac zasady rachunku wektorowego (4 i 5) wektor sily no$nej mozna
wyrazi¢ nastepujaca zaleznoscia

— gpd’f, 1= go =ne
LF= < C, [v x—(v-x)v]. (15)

W ogdlnym przypadku, gdy kat nutacji w trakcie lotu moze osiagaé duze war-
tosci, nalezy postugiwac si¢ nieliniowym wyrazeniem na wspotczynnik sity nosnej
i wowczas sita no$na moze by¢ przedstawiona w nastepujacej postaci
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2
LFz%(CLa +C, @) VE=(v-R)V ], (16)

gdzie: C; — szedcienny wspolczynnik sity nosnej (ang. cubic lift force coefficient).
3.2. Sila oporu
Sita oporu DF (ang. drag force) jest sktadowa wypadkowej sity aerodynamicznej
dzmla]ch w plaszczyznie oporu w kierunku przeciwnym do wektora predko-

éci pocisku ¥ (rys. 3). W przypadku uwzgledniania zaleznosci sily oporu od kata
nutacji wektor sily oporu mozna wyrazi¢ nastepujacg zaleznoscig [4]:

2
DF =—(C,, +CD2a2)pTVSfV, (17)

a wowczas modul sily oporu wyraza si¢ wzorem

2
DF =~(C,, +C, )25, (18)

gdzie: C, — wspélczynnik sily oporu przy zerowym kacie nutacji a = 0
(ang. zero-yaw drag coefficient);
Cp, , — wspolczynnik sily oporu indukowanego (ang. yaw drag
coeﬁ‘iczent)

Podstawiajac V=Vi,, S =xd” /4 oraz uwzgledniajac we wzorze wspdlczynnik
ksztattu i [7], wzér (17) przyjmuje postaé

npzd :

DF =--F—(C, +C, @ 2ypv. (19)

3.3. Sila Magnusa
Sita Magnusa MF (ang. Magnus force) wynika z nieréwnomiernego rozkta-

du ci$nien wokol wirujacego pocisku i dziata prostopadle do plaszczyzny oporu.
W zwiazku z tym wektor sily Magnusa mozna wyrazi¢ nastepujaco [4]:

m

g V2 d e _
MF = pTS(ij C ag—f(l!/ X X)’ (20)

a wowczas modul sity Magnusa wyraza sie wzorem
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2
MF=C,, , p—vS(p—djsin a, (21)
T2 v
gdzie: C,,,_; — wspdlczynnik sity Magnusa (ang. Magnus force coefficient);
pd _ bezwymiarowa predko$¢ obrotowa pocisku;
v

d — charakterystyczny parametr liniowy ($rednica pocisku).

Podstawiajac V= vi,, S =md’ /4 oraz uwzgledniajac z zaleznosci (10), ze
p= (H . i) /1, wzér (20) przyjmuje nastepujaca postac

MF=—3C f(ﬁ-i)(in). (22)

3.4. Sila tlumiaca

Sita ttumigca PDF (ang. pitch damping force) wywolywana jest predkoscia kato-
wa pocisku w plaszczyznie prostopadtej do osi podtuznej pocisku g, = \/ﬁ oraz
szybkoscig zmian kata nutacji pocisku ¢ = il—?. Wektor sity thumigcej mozna wyrazi¢

w postaci nastepujacej sumy [4]:

= 1 dx) 1 dx\ (di
PDF =—pSdC, v| — |+ —=pSdC — - ==, 23
2 F N"v(dtJ 2P N"‘{(dtj (dt H 3)
a wowczas modul sily ttumigcej wyraza sie wzorem
2 .
PDF =pLSKﬂJCN +(%ch } (24)
2 v ! v «

gdzie:  Cy — wspdtczynnik sity thumigcej ze wzgledu na g, (ang. pitch
damping force coefficient due to q,),
C, — wspolczynnik sity tlumiacej ze wzgledu na ¢ (ang. pitch

dal%pingforce coefficient due to ¢ ).

Poniewaz q,i ¢ sg praktycznie prawie identyczne, zalezno$¢ (23) na wektor
sity ttumigcej mozna wyrazi¢ w prostszej postaci
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S dx
PDF =_.Sdv (cy, +Cy, )(Ej’ (25)

a wowczas modul sily ttumigcej wyraza sie nastepujacym wzorem

2
_PV g4l 24
PDF =E Sd( j(ch +Cy,) (26)

\%

Podstawiajac S = pd*/4 oraz uwzgledniajac, ze na podstawie (11)

(@j (Fixx) )

) 1

y

zaleznos¢ (25) na wektor sily ttumigcej oscylacje przyjmuje postaé

PDF = n/;jﬁv (ch +C,, )(ﬁ x%). (28)
y

Sita ttumigca jest znacznie mniejsza od sily no$nej i w praktyce jest czesto
pomijana w roéwnaniach ruchu postepowego pocisku. Z kolei moment tej sity ma
istotne znaczenie na stateczno$¢ dynamiczng pocisku i musi by¢ uwzgledniany
w réwnaniach ruchu obrotowego pocisku.

3.5. Moment sily Magnusa
Moment sity Magnusa MM (ang. Magnus moment) wynika z faktu, iz sita Ma-

gnusa nie jest przytozona w §rodku masy pocisku. Wektor momentu sity Magnusa
lezy w plaszczyznie oporu i wyraza sie nastepujaca zaleznoscig [4]:

~_ pv’  (pd i
MM =£"—sd| £= |c [xx(lex)],
2 %

mag—m (29)
a wowczas modul momentu sity Magnusa wyraza si¢ wzorem
2
pv pd .
MM =—S8d| — |C sin«,
2 ( v j e (30)
gdzie:  C,,p.,, — Wspolczynnik momentu Magnusa (ang. Magnus moment

coefficient).
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Podstawiajac V =vi,, S = md* /4 oraz uwzgledniajac, ze p = (ﬁ . i) /1 wzor
(29) przyjmuje postacé

MM=—4Cmag W (H-X)[Ex (VX D)) (31)

Wykorzystujac zasady rachunku wektorowego (4, 5), wektor momentu Magnusa
mozna wyrazi¢ nastepujacg zaleznoscia

MM =”8p—1d40magm (H-3)[v-(V-%)x]. (32)

3.6. Moment wywracajacy

Moment wywracajacy oM (ang. overturning moment) jest momentem aero-
dynamicznym wywotanym wypadkowa sitg aerodynamiczng F, i wynika z faktu,
iz punkt przytozenia wypadkowej sity aerodynamicznej §.p. ($rodek parcia) naj-
czedciej wyprzedza polozenie §rodka masy pocisku §.m. (rys. 4) co czyni pocisk
niestatecznym statycznie.

v

Rys. 4. Schemat dzialania momentu wywracajacego

Wektor momentu wywracajacego jest prostopadty do plaszczyzny oporu i wy-
raza sie nastepujacg zaleznoscia [4]:

2
OM =C,, P-5d(i, ). (33)
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a wowczas modut momentu wywracajacego wyraza sie¢ wzorem

2

om=c, F-sisina, (34)

gdzie: C,, — wspolczynnik momentu wywracajacego (ang. overturning
moment coefficient).

Podstawiajac V =vi, oraz S = wd” /4 wzor (33) przyjmuje postal

3
OM - wpvd

C, (V). (35)

W ogdlnym przypadku, gdy kat nutacji w trakcie lotu moze osiaggaé duze war-
tosci, nalezy postugiwac si¢ nieliniowym wyrazeniem na wspdtczynnik momentu
wywracajacego i wowczas zalezno$¢ na wektor momentu wywracajacego mozna
wyrazi¢ nastepujacg zaleznoscig (4]

3
OM = ”pzv"'

(CMQ +C, @ )(v X %), (36)

gdzie: C,,  — szeScienny wspdtczynnik momentu wywracajacego (ang. cubic
overturning moment coefficient).

3.7. Moment tlumiacy wirowanie
Moment ttumigcy wirowanie (SDM ) (ang. spin damping moment) jest momen-
tem aerodynamicznym wywolanym silg tarcia powietrza wokét pocisku wirujacego

dookota osi podtuznej. Wektor momentu ttumigcego wirowanie lezy wzdluz osi
podluznej pocisku i wyraza sie nastepujaca zaleznoscia [4]:

2
SDM = pTde [p—dJc i (37)
A%

spin 2

a wowczas modul momentu tlumigcego wirowanie przyjmuje wartos¢

2
spoM =c,,, L sd (p—dj, (38)
2 v
gdzie:  C,,;,, — wspétczynnik momentu ttumigcego wirowanie (ang. spin

damping moment coefficient).
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Podstawiajac S = rd” /4 oraz uwzgledniajac, ze p = (ﬁ . i) /1, zaleznos¢ (37)
na wektor momentu ttumigcego wirowanie pocisku przyjmuje postac

—— apd'v S
SDM == —C,,, (F-%)K. (39)

3.8. Moment ttumigcy oscylacje

Moment ttumigcy oscylacje PDM (ang. pitch damping moment) jest momentem
aerodynamicznym, powodujacym tlumienie ruchu oscylacyjnego pocisku dookota
srodka masy. Wywolywany jest calkowita predkoscig katowa pocisku w plaszczyznie
prostopadtej do osi podtuznej pocisku ¢, =+/¢° +r* oraz szybkoscig zmian kata

Lo . da . : . .
nutacji pocisku & = o Wektor momentu tlumigcego oscylacje mozna wyrazic
t

nastepujaca zaleznoscia [4]:

— 1 ax\) 1 dx di
PDM =—pSd*C Xx— |+—pSd*C Xx— |—| xx—L ||, 40
27 M‘?v(x dzj P Mﬂ{(x dtj [X dt H (40)

a wowczas modul momentu tlumigcego oscylacje wyraza sie wzorem

K vdjc +(avd]CM&} (41)

gdzie: C,, — wspdtczynnik momentu thumigcego oscylacje ze wzgledu na g,
(ang pitch damping moment coefficient due to gq,),
C,,, — wspdtczynnik momentu thumigcego oscylacje ze wzgledu na &
(ang pitch damping moment coefficient due to c).

2
PDM = pzv

Poniewaz g, 1 & s praktycznie prawie identyczne, zaleznos$¢ (40) na wektor
momentu ttumigcego oscylacje mozna wyrazi¢ w prostszej postaci [4]:

PDM_—Sd2 (C +C,,. )(xx—j (42)

a wowczas modul momentu tlumiacego oscylacje wyraza sie¢ wzorem
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2
PDM:p—de(q‘d)(CM +Cy, ) (43)
2 v ‘ “

Podstawiajac S = 7rd*/4 oraz uwzgledniajac, ze na podstawie (9)

(55 <fj A s

zalezno$¢ (42) na wektor momentu ttumiacego oscylacje przyjmuje postaé

PDM = ”gfv (Cu, +C, [ A-(A-%)] (45)

4. Rownania ruchu pocisku jako bryly sztywnej

Wektorowa posta¢ rownan ruchu pocisku jako bryly sztywnej o szesciu stop-
niach swobody (wspolrzednych srodka masy i katowych wspolirzednych orientacji
bryly) jest zaktualizowang wersja réownan opublikowanych w pracy [3]. Aktualiza-
cja polegala na przeksztalceniu réwnan celem uzyskania zgodnosci co do formy
i oznaczen stosowanych w Stanagu 4355 ed.4. Skalarne réwnania zaréwno ruchu
postepowego, jak i obrotowego wyprowadzono w ukladzie zwigzanym z Ziemia
0,123, wykorzystujac zamiast katéw Eulera, cosinusy kierunkowe osi symetrii
pocisku (wersora X).

4.1. 'Wektorowa posta¢ rownan ruchu pocisku
W uktadzie zwigzanym z Ziemig wektorowe réwnania ruchu pocisku jako bryty
sztywnej mozna wyprowadzi¢ z prawa zmiany pedu mu i kretu H okreslonego

wzgledem $rodka masy pocisku w nastepujacej postaci [5]:
— wektorowe réwnanie ruchu $rodka masy

mu = DF + LF + MF + PDF + mg + mA, (46)

— wektorowe réwnanie ruchu dookota srodka masy

H=OM-+PDM+MM-+SDM. (47)

Uwzgledniajac zaleznosci (16, 19, 22, 28, 32, 36, 39, 45), réwnania ruchu (46)
i (47) mozna wyrazi¢ nastepujaco:
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o

— .72 2
du __zpid (CDO+Can2)vV+Lp8de (CL +C, az)[vzi—(v-i)ﬂ+
o m ‘a (/.3

2’3" " (48)
+ ”g’l ~Coucs (%) x%) + ’;"’n va (€, +Co, Y(AxR)-mg, (R /7 )F +2m(@x ),
dH _ mpvd’ . .. apd'v S N\
= (CMG +Cy, )(v>< 0+ (Cu, +Cy, Y- (AR +
apd* y apd*y (49)
+Tcm“g'"’ (F-x)[V-(-%)x]+ 5L C,pn (A-X)%,
. — 2 3\ = . - ;.
gdzie: mg=-mg, (R /r )r — sita ciezkosci,
mA =2m(& x 1) — sila Coriolisa,
Qcos(lat)cos(AZ)
o= Qsin(/lar) — wektor predkos¢ katowej Ziemi,
—Qcos(lat)sin(A4Z)
X,/R
g=-g, (R2 /¥ )F =-g,|1-2X,/R | — wektor przyspieszenia sily cigzkosci,
X,/R
r=X-R — wektor polozenia pocisku wzgledem érodka masy Ziemi,
V=1 —-w — wektor predkosci pocisku wzgledem powietrza,
w — wektor predkosci wiatru,
R =6356766 [m] — promien Ziemi,
Q=7,29211510" [rad/s],
2o = 9,80665[1-0,0026c0s(2lat)] [m/s*],
lat, AZ — szerokos¢ i dlugos¢ geograficzna.
4.2. Skalarna posta¢ réwnan ruchu pocisku

Skalarng posta¢ réwnan ruchu pocisku otrzymujemy rzutujgc réwnania wekto-
rowe (zaréwno srodka masy, jak i dookota srodka masy) na osie ziemskiego uktadu
wspotrzednych O,123. Tak skonstruowany model matematyczny jest ukladem
réwnan rézniczkowo-algebraicznych, wéréd ktérych mozna wyrdznic:
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— dynamiczne réwnania ruchu §rodka masy pocisku otrzymane z zaleznosci

(48):

%: [npld J(C ‘c, a) [npd ij(C +C, a )(v X, =, cos )+

apd’ (Cy, +Cy, )
8ml,

npd’®
7/)8 1’"“g L(H x, + Hoyx, + Hoxy ) (v, — xp0,) +
m

x

(Hyx; —Hyx,) +

g, % —2Q(sin(lat)u, + cos(lat)sin(AZ)u, ),

%: (npld ](C ‘c, a) [npgdr;fL]C +C, 05)(vx2 VVZCOS(X)-F

apd’C,,, mpd’ (CN‘] +CNu)
——— L (Hx, + Hyx, + Hyxy ) (x,v, — )c1v3)+?(H3x1 - Hx,)+
ml
go(

8ml
%: [npzd J(C +C a ) (ngnzﬁj(cl_a +CLa3a2 szxs _— cosoc)+

apd’ (C v,
8ml )

2;(2 j +20Q(cos(lat)sin(AZ )u, + cos(lat) cos(AZ)uy),

mpd’C .
_M(H,x, +Hyx, + Hyx, )(x,vz —xv)+

C,. )
8ml (H\x, —Hyx) +

-g, [%) —2Q(cos(lat) cos(AZ)u, —sin(AZ)u, ),

— kinematyczne réwnania ruchu srodka masy pocisku

ax, _
dt

dx,

_u’
d

dX

3
=u,,

dt

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

— dynamiczne réwnania ruchu dookota srodka masy otrzymane z zaleznosci

(49)
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dH, mpvd® mod*y
i P2 (CM“ +Cy, )(v2x3 —vx)+ ;’] (Cu, +Cun, YL, = (Hy, + Hoxy + Hox )3 ]+
)
4 4 (56)
+ né,;)[d Crogom (H\X, + Hyx, + Hyxy ) (v, —vx, cos @)+ ng;z’ d C,. (H\x, + H,x, + Hyx; )x,,
dH, mpvd® mpd*y
712: ,D;/ (CMu +CM“3 )(V_;x, —vx;) + ';)1 (CMq +C,, )[H2 —(H,x, +H,x, + H;x, )x2:|+
npd* ) apd*y (57)
+p—Cmg7m (Hx, + Hyx, + Hyx, )(v, —vx, cosa )+ ZI Coin (Hx, + Hyx, + Hyx, )x,,
dH, mpvd’® mpd*
dt3 = 'D; (CMG + CMa3 )(le2 -v,x)+ lS)I V(CMV +CM“ )[H3 7(H1x1 +H,x, +H3x3)x3]+
)
wpd*® pd*y (58)
+§TC"’“§"" (Hx, + Hyx, + Hyx; ) (v, —vx; cos a )+ P C, (Hyx, + Hyx, + Hyx, )x,,
— roéwnania na cosinusy kierunkowe otrzymujemy z zaleznosci (11)
dx, (H2x3 —H,x, )
—_— = - 7 (59)
dt I,
dx, (H3x1 - H1x3) (60)
dt I ’
¥
dx Hx —Hx
3 — ( 1742 21 )’ (61)

dt 1

y

— roéwnanie okreslajace kat nutacji otrzymujemy z zaleznosci na iloczyn
skalarny

V-X) vx +v,x, +v.x
COS&Z( )= 171 272 37V3

) (62)
v v

— roéwnania na skladowe i modul wektora predkosci pocisku wzgledem
powietrza

= — _ _ _ _ 2 2 2
ViSU —W, V,SU,—W,, V3=l — W, V=AY, V), (63)
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Wspolezynniki sit i momentéw aerodynamicznych oraz ich pochodne, wyste-
pujace wmodelu (C, ,C, ,C, ,C, ,C,, ,,C, ,C, ), przedstawia si¢ w funkcji
liczby Macha w postaci wielomianu czwartego stopnia

C=a,+aM+a,M*+aM’ +a,M". (64)

5. Podsumowanie i wnioski koncowe

Podstawowym celem Stanagu 4355 jest ujednolicenie procedur obliczania trajek-
torii lotu szeroko rozumianych pociskow artylerii polowej, aby ulatwié i rozszerzy¢
wspOlprace miedzy réznymi osrodkami badawczymi i konstrukcyjnymi w gtéwnej
mierze przy opracowywaniu systemow kierowania ogniem i przeprowadzaniu
identyfikacji charakterystyk modelu matematycznego pociskow.

W zwigzku z tym w pracy przedstawiono sposob konstruowania modelu
matematycznego dynamiki lotu pociskéw stabilizowanych obrotowo, w ktérym
pocisk traktowany jest jako osiowosymetryczna bryta sztywna o szesciu stopniach
swobody, stosujac nazewnictwo i oznaczenia zgodne ze Stanagiem 4355 ed.4 [7].
Skalarne réwnania zaréwno ruchu postgpowego, jak i obrotowego wyprowadzono
w ukladzie zwigzanym z Ziemia, wykorzystujac zamiast katéw Eulera, cosinusy
kierunkowe osi symetrii pocisku.

Wyprowadzony i zamieszczony w pracy model matematyczny jest tylko jed-
nym z zagadnien, opisywanych w Stanagu 4355 ed.4. Stanowi on dobrg pozycje
wyjs$ciowa do analizy pozostalych zagadnien zawartych w Stanagu, miedzy innymi:
uproszczonych modeli lotu klasycznych pociskéw artyleryjskich (np. zmodyfiko-
wany model punktu materialnego o czterech stopniach swobody), modeli lotu
subamunicji, pociskdéw z dodatkowym napedem oraz pociskéw rakietowych, a takze
pociskéw sterowanych.

Problematyka ta bedzie przedmiotem dalszych badan i analiz, a wyniki prze-
prowadzonych prac zostang przedstawione w kolejnych artykufach.

Artykut wplyngt do redakcji 26.05.2008 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w czerwcu
2008 r.
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L. BARANOWSKI

Equations of motion for six degrees of freedom trajectories of artillery projectiles
consistent with Stanag 4355

Abstract. In the paper, the equations of motion of a spin-stabilized, dynamically stable, conventional
artillery projectile, possessing at least trigonal symmetry were introduced. The vector six degrees of
freedom (6-DOF) differential equations of motion are an updated edition of those published at the BRL
in report [1] and are consistent with Stanag 4355 [2]. This model is formulated to solve the projectile
pitching and yawing motion in terms of direction cosines of the projectile’s axis of symmetry, rather
than the Euler-angle method.

Keywords: exterior ballistics, fight dynamics, equations of motion

Universal Decimal Classification: 623.54



