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Streszczenie. Rozwigzano w zamknietej analitycznej postaci problem radialnych drgan kulistej
grubosciennej ostony balistycznej, obcigzonej udarowo wewnetrznym ci$nieniem produktéw nagtej
detonacji wysokoenergetycznego materialu wybuchowego. Zalozono, ze gesto§¢ materiatu ostony
podczas drgan nie ulega zmianie (p = p, = const). Pominieto ruch falowy w produktach detonacji.
Zalozono adiabatyczny proces sprezania i rozprezania produktéw detonacji podczas drgan ostony. Przy
takich zalozeniach na gruncie teorii matych deformacji uzyskano zamknigte analityczne rozwigzanie
problemu. Wykazano, ze ci$nienie w produktach detonacji podczas drgan ostony w zakresie matych
odksztalcert mozna aproksymowa¢ staly wartoécia, rowna ci$nieniu poczatkowemu w produktach
detonacji.

Stowa kluczowe: kulista ostona balistyczna, drgania wymuszone, wewnetrzne obcigzenie uderzeniowe,
nagla detonacja materialu wybuchowego

Symbole UKD: 623.52

1. Wprowadzenie

W pracy [1] rozwigzano w zamknietej analitycznej postaci zagadnienie radial-
nych drgan wymuszonych grubosciennej rury, spowodowanych nagle wytworzonym
wewnetrznym ci$nieniem réwnomiernie roztozonym wzdluz jej dtugosci. Zatozono,
ze ci$nienie i gesto$¢ materialu rury sg stale podczas procesu drgan. Dla takiego
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fizycznego modelu wyprowadzono zamknigte analityczne wzory na kinematyczne
i wytrzymalosciowe parametry rury. Analogiczne zagadnienie dla grubo$ciennej
ostony kulistej rozpatrzono w pracy [2].

Wybuchowe (uderzeniowe) oddziatywania produktéw spalania MW na obu-
dowy o réznej geometrii wystepuja miedzy innymi w pociskach artyleryjskich,
granatach, bombach lotniczych, a takze w lufach urzadzen miotajacych [3, 4].
Gruboscienne obudowy balistyczne stosuje si¢ rowniez w urzadzeniach labora-
toryjnych przeznaczonych do wybuchowego napedzania pierscieniowych probek
w celu okreslenia dynamicznych wtasciwosci ich materiatu [5, 6].

Powstaje pytanie, czy za pomocg rozwigzan podanych w pracach [1] i [2] mozna
aproksymowa¢ oddzialywanie na obudowy ci$nienia produktéw detonacji mate-
rialéw wybuchowych umieszczonych w ich wnetrzu. Okazuje sie, ze przy realizacji
hipotezy natychmiastowej detonacji MW w zakresie teorii malych odksztalcen
uzyskuje si¢ analogiczne rozwigzanie jak w pracach [1] i [2]. Zagadnienie to dla
ostony kulistej rozpatruje sie w niniejszej pracy.

2. Sformulowanie problemu

Okreslimy dynamiczne stany przemieszczenia oraz naprezen i odksztalcen
w gruboéciennej ostonie kulistej, obcigzonej wewnetrznym cisnieniem produktéw na-
tychmiastowej detonacji wysokoenergetycznego materiatu wybuchowego (MW).

Oznaczymy przez a i b promienie ostony — odpowiednio wewnetrzny i ze-
wnetrzny. Zagadnienie bedziemy rozwigzywaé w sferycznym ukladzie wspotrzed-
nych Lagrange’a r, ¢, 0. Ze wzgledu na kulistg symetrie problem jest przestrzennie
jednowymiarowy. W zwigzku z tym stany naprezen i odksztalcen w materiale
ostony reprezentowane sa przez nastepujace sktadowe gléwne tensora naprezenia
i odksztalcenia:

0, — naprezenie promieniowe (radialne),

04 = 0y — naprezenia obwodowe (styczne),

¢, — odksztalcenie promieniowe (radialne),

&, = €9 — odksztalcenia obwodowe (styczne).
Pozostale sktadowe tensoréw naprezenia i odksztalcenia w tym ukladzie wspol-
rzednych sg réwne zeru.

Problem rozwigzujemy w ramach liniowej teorii sprezystosci, zgodnie z ktéra
mamy nastepujace relacje [7]:

0 5 5
‘. (r,t)z%t), e, (ri)=¢, (r,t):@, 2.1)

o, (r,t)—oqJ (r,t)=2,u(€r —8(/,), (2.2)
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gdzie u oraz r it s3 odpowiednio przemieszczeniem radialnym elementu ostony
i wspotrzednymi Lagrange®a, y oznacza modut Kirchhoffa:

E

u

Z kolei symbolami E i v oznaczono odpowiednio modul Younga i liczbe Poissona.
Z prawa zachowania masy, zapisanego dla elementu ostony we wspdtrzednych
Lagrange’a r, t w symetrii kulistej, otrzymuje sie:

(r+u)2(l+%]:%rz, (2.4)

gdzie symbole p, i p 0znaczajg gestosci materiatu ostony: poczatkows i biezaca.
Dla umiarkowanych ci$nien nie przekraczajacych kilku tysiecy MPa, w przy-
padku metali mozna przyja¢, ze p = p, = const. Po uwzglednieniu tego zalozenia,
, u Ou , [(u ? , . .
dla matych odksztatcen, (¢, e, =——~=0, ¢, =|—| =0)réwnanie (2.4) mozna
T ror 7 \r
zredukowac¢ do postaci:
ou

u
—+2—=0. 2.5
or r (2:5)

Z dynamicznej rownowagi elementu oslony, zapisanej we wspolrzednych
Lagrangea r, t, po przeksztalceniach otrzymuje si¢ ogélne réwnanie ruchu tego
elementu w nastepujacej postaci:

o’u uY oo u ou\o,—0
—=|1+—= L2l — || 1+ — |—2, 2.6
Po or? ( rj or [ rj[ 81’] r (2.6)

Dla odksztalcen, wyrazonych wzorami (2.1), po pominigciu matych wyzszego
rzedu, réwnanie (2.6) mozna zredukowac do postaci:

oo 0,—-0 o’u
arr +2 p 2 =p0¥. (27)

Przejdziemy obecnie do modelowania ruchu gazowych produktéw wybuchu
(GPW) materiatu wybuchowego (MW). Dla okreslenia poczatkowych parametrow
stanu GPW zastosujemy hipoteze natychmiastowej (momentalnej) detonacji fadun-
ku MW. Stosowanie tej hipotezy w praktyce inzynierskiej jest uzasadnione matym
udzialem energii kinetycznej w bilansie energetycznym GPW w fali detonacyjnej.
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Jako przyklad w tabeli 1 podajemy utamkowe udzialy energii potencjalnej
i kinetycznej GPW w fali detonacyjnej trotylu [8] dla réznych symetrii: s = 1 — sy-
metria plaska, s = 2 — symetria cylindryczna i s = 3 — symetria kulista.

TABELA 1
Udziat energii s=1 s=2 s=3
Energia potencjalna 0,9340 0,9266 0,9206
Energia kinetyczna 0,0660 0,0734 0,0794

Jak wida¢ z zamieszczonych danych, najwiekszy udzial energii kinetycznej
(symetria kulista) nie przekracza 8%. Podobne wyniki uzyskuje si¢ dla innych, statych
materiatéw wybuchowych, zatem w fali detonacyjnej ponad 90% energii GPW stano-
wi energia potencjalna (sprezysta i cieplna). Energie kinetyczng mozna zaniedba¢ —
tym samym przyjmujemy, ze czastki GPW w czasie detonacji pozostajg nieruchome.
W wyniku tego zalozenia poczatkowa gestos¢ GPW réwna sie gesto$ci materialu
wybuchowego, ktérg oznaczymy przez p,,. Natomiast ci$nienie poczatkowe p,,
okreslamy z nastepujacego wzoru [9]:

2
Po. =0.5py; Py = M, (2.8)
ky, +1
gdzie py; oznacza cisnienie GPW w punkcie Jougueta, D jest predkoscia detonacji,
a ky; — wykladnikiem izentropy GPW w punkcie Jougueta.

Jesli zaniedba¢ zjawiska falowe w GPW i zalozy¢, ze gazowe produkty wybuchu
rozszerzaja si¢ w sposob adiabatyczny, to srednig gestos$¢ p,(t) i srednie cisnienie
p.(t) w GPW mozna okresli¢ z nastepujacych wzoréw:

Perw (ro,t)=Pe (t):pOE |:RL(t):| ) (2.9)
Poew (51)=p.(t)= Py, [RL(IJ , (2.10)

gdzie Ry(t) oznacza wewnetrzny biezacy promien ostony (wspotrzedna Eulera),
ktory wynosi:

Ro(t)=a+u(a,t), (2.11)

natomiast k, jest skorelowanym wykladnikiem politropy GPW.
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Sposdb okreslania jego wartosci podany jest w pracy [10]. Jest on nieco wiekszy
od wykladnika izentropy GPW w punkcie Jougueta (k, > k). Przykladowe wartosci

ky i ky; dla kilku klasycznych MW podajemy w tabeli 2.

TABELA 2
MW kg/(iif l\‘jljga mD/ s ki ko
Trotyl 1630 21000 6930 2,73 3,00
Trotyl/Heksogen 36/64 1717 29 500 7980 2,71 3,00
Oktogen 1891 42 000 9110 2,74 3,40
Pentryt 1770 33500 8300 2,64 2,90
Nitrometan 1128 12 500 6280 2,56 2,73

Zlinearyzowany uklad réwnan (2.5) i (2.7) rozwigzemy dla nastepujacych

warunkoéw granicznych:
3k,
a
o, (at)=—p,(t)=—py,| ——= dla r=a,
@)=, |25

0,(b,1)=0 dla r=b,

u(r,O)EO i U(F’O):%

1l
e

1=0

Tak sformutowany problem rozwigzujemy w nastgpnym paragrafie.

3. Rozwigzanie ogolne problemu
Calka ogolna réwnania (2.5) ma postac:
C(t
u (r, t)= —( )

2 b
4

a poniewaz

u(a,t)z R, (t)— a,

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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zatem

C(t)zazu(a,t)zaz[RO(t)—a],

“(r0)= : [RO(t) a] ‘2%{—;1‘%0), (3.1)
gdzie RO (t): IR (t)

Z wyrazen (2.1), (2.2) i (3.1) wynika, ze:

e (rai)=— “[R(Z ARO=al e ()= “[R() hO-a] o,

o, (r,t)—aw (r,t):—6,u (3.3)

a’[R, (’)_a].

Po podstawieniu zaleznosci (3.1) i (3.3) do réwnania ruchu (2.7) i scatkowaniu
wzgledem r, otrzymuje sie:

a [R (t a]

0. ()= —p L] “TR (0)+ A, (34)

gdzie A(t) jest dowolng funkcja czasu.
Z warunku brzegowego (2.13) i wyrazenia (3.4) wynika, ze:

a [R (t a]

A()=4u——"~—= O%ZR'O (1) (3.5)

i naprezenie o,(r, t) mozna okresli¢ wzorem:

(b . , R
o,(r.t)=—p,a (b—rrjRo (1)-4pa [b3—r:j[Ro (t)—a]. (3.6)
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Z kolei, po podstawieniu wzoru (3.6) do warunku brzegowego (2.12) i prze-
ksztalceniach, mamy:

. _ Doe b a o B ib2+ab+a2 B
o (t)_ Po a(b_a)I:RO (t)} 4p0 a’h’ [RO (t) a]. G2

Warunki poczatkowe dla funkeji R (), zgodnie z zalezno$ciami (2.14) i (3.1) maja
postac:

=R, (t)(t:0 =0.

t=0

RO)=a: (a0)- 20

(3.8)

Po podstawieniu pochodnej R, (¢) okreslonej wzorem (3.7) do wyrazenia (3.6)
i przeksztalceniach otrzymuje sig:

3k,
a b-r| a

Or(r’t)__poeb—a r [Ro(t)} -

ab—r(a2b2+br+r2_b2+ab+a2J[RO(t)—a}

(3.9

4l £
“a PR b a

Dalej ze wzoréw (3.3) i (3.9) wynika, ze:

a b-r| a o
%(V”)=—POFET|:RO—(Z)} -

B 2 72 2 2 2 SR (¢)—
o 2ab r azb +b2r+r b +alz7+a _3‘1_3 M ) (3.10)
b r \b r b r a

Jak wida¢, wszystkie parametry problemu okreslone sa zamknietymi alge-
braicznymi wzorami (3.1), (3.2), (3.9) i (3.10), w ktorych wystepuje funkcja Ry(t).
Funkcja R(t) charakteryzuje ruch wewnetrznej powierzchni ostony. Okreslamy ja
z réwnania (3.7) i warunkéw poczatkowych (3.8). Réwnanie (3.7) jest nieliniowe
i w ogolnym przypadku catkujemy je numerycznie, np. za pomocg metody Run-
ge-Kutty. Okazuje si¢ jednak, ze w zakresie matych odksztalcen réwnanie (3.7)
mozna zlinearyzowac.
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Rzeczywiscie, nieliniowy czlon

u 3k, B u 3k ) 1 3k
R | |a+u(ar)| |1+u(apt)al| ’

a poniewaz u(a, t)/a = g(p(a, 1) <<1,

zatem
3k,
a
~1
%ol

i réwnanie (3.7) redukuje si¢ do postaci:

2 2 2 2
Ro(t)+4ﬂb +ab2+a Ro(t)zﬁ b +4,ub +ab+a

. (311
p, ab p,a(b-a) p, ab’ (11
R,(0)=a, R,(1) =0 (3.12)
4. Rozwigzanie problemu zlinearyzowanego
Wprowadzimy nastepujace oznaczenia
b r t
c= i’ ﬂ:_a 52_3 n=—,
Po a a T,
4.1
, L ub+ab+ad’ c) B +p+1 (1)
w, =4 272 =4 = 2 ’
po ab a g

gdzie ¢ oznacza predkos¢ propagacji fali poprzecznej w materiale ostony, a w,
jest kotowa czestoscig drgan wlasnych ostony, tj.: @, = 27/Ty; T, — okres drgan
wlasnych.

Funkcja R(t), po uwzglednieniu oznaczen (4.1) okre$lona jest nastepujacym
réwnaniem:

R, (t)+wiR, (t)= (%% + awé] (4.2)

i warunkami poczatkowymi (3.12).
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Po scalkowaniu réwnania (4.2) i spelnieniu warunkdéw (3.12) otrzymuje sie:

R (1) B p B p
:1 ¢ 1— =1 < 1 2 .
p + 4([33 _1) . (I1-cosw,t)=1+—~——= 4(/3 1) (1-cos2an).  (4.3)

Dalej zgodnie z réwnaniami (3.1), (3.2), (3.9), (3.10) i (4.3) mamy:

u(gan) ﬁ3 Oe
» 4(ﬂ3 1)52 (1 cosZmy) (4.4)

3

e, (Em)=- 6 LEn)=—~—— 4([}3 ) (l—cos2my)p:’ (4.5)

ﬂj—l{[gja‘l‘
R (R -

_ ET B
“@")xﬁlﬁ (5 )

_HEJ +2(,3 +p+1 B 1j+2}cos2ﬂn}%e-

W ten sposob dla problemu zlinearyzowanego otrzymali$my zamkniete ana-
lityczne wzory, za pomocg ktérych mozna okresli¢ wszystkie kinematyczne i wy-
trzymalo$ciowe parametry kulistej ostony obcigzonej wewnetrznie ci$nieniem
produktéw natychmiastowej detonacji MW. Wzory te w zakresie teorii matych
odksztalcen ostony sg identyczne jak uzyskane w pracy [2] dla stalego ci$nienia
wytworzonego nagle wewnatrz ostony.

o, (En)=
(4.6)

5. Przyklad

Przyjmujemy, ze ostona wykonana jest ze stali, dla ktérej p, = 7800 kg/m’
i u = 75 GPa. Obliczenia warto$ci parametréw wykonano dla czterech rodzajow
MW, a mianowicie: oktogonu, pentrytu, trotylu i nitrometanu. Wyniki obliczen
prezentujemy w formie graficznej na rysunkach.
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Na rysunku 1 przedstawiono zmiang¢ wzglednego przemieszczenia u(&, n)/a
wewnetrznej (& = 1) izewnetrznej (& =2) powierzchni ostony w czasie jednego
okresu drgan, tj. w przedziale 0 < # < 1, dla wybranych rodzajéw materialéw wybu-
chowych. Jak wida¢, maksymalne wartosci przemieszczenia sg osiggane dla n = 0,5
i wystepuja na wewnetrznej powierzchni ostony. Przemieszczenie podczas procesu
drgan przyjmuje tylko wartosci dodatnie. Dla rozpatrzonych rodzajéw MW mozna
zauwazyc, ze jest spetniony warunek matych odksztalcen, tj. u/a << 1.

0,16

B=2
0,14

0,12

0,06
0,04

0,02

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Rys. 1. Zmiana wzglednego przemieszczenia u(&, 1#)/a wewnetrznej (& = 1) i zewnetrznej (& = 2)
powierzchni ostony w przedziale 0 < 7 < 1 dla wybranych rodzajéw MW

Zmiana naprezenia o,, dla przyjetego uktadu danych jak na rysunku 1 prezento-
wana jest na rysunku 2. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze naprezenie obwodowe o, na
wewnetrznej powierzchni ostony (€ = 1) zmienia znak podczas jej drgan. Na poczatku
i przy koricu okresu drgan wewngtrznej powierzchni ostony naprezenie o, jest ujemne
(Sciskajace). Wartosci zerowe g,(1, 17) podczas okresu drgan T, wystepuja dla:

1 3
N =——arc cos +ﬁ

2 3B
Na przyklad dla f = 2 mamy 7, = 0,182 i 7, = 0,82 (patrz rys. 2).
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0,(& ) [MPa]

I I I I I I I I I )
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

'
OUJ

Rys. 2. Zmiana naprezenia obwodowego g, na wewnetrznej (£ = 1) i zewnetrznej (£ = 2)
powierzchniach ostony w funkgji

Z kolei na rysunku 3 przedstawiono zmiang o, w funkcji zmiennej § dla dwéch
wartosci czasu (n=01i71=0,5). Jak wida¢, naprezenie obwodowe jest monotonicznie
malejacg funkcjg promienia (). Zwré¢émy uwage na fakt, ze na zewnetrznej powierzch-
ni ostony, niezaleznie od rodzaju materialu wybuchowego w chwili poczatkowej
(n=0) naprezenie 0,(0,2) = 0, natomiast dla 17 # 0 naprezenie obwodowe na swobod-
nej powierzchni ostony (§ = 2) 0,(n, 2) # 01 jest zréznicowane rodzajem MW.

Zmiana naprezenia radialnego o, w czasie i przestrzeni pokazana jest frag-
mentarycznie na rysunkach 4 i 5. Z zamieszczonych wykreséw wynika, ze pole
naprezen radialnych podczas drgan ostony ulega silnej dyspersji czasowej i prze-
strzennej.

Z analizy pol naprezen w ostonie wynika wniosek, ze wewnetrzne jej obcigzenie
produktami natychmiastowej detonacji MW powoduje plastyczne odksztalcenia
ostony. Dlatego przedstawione w niniejszej pracy rozwigzanie ma ograniczone
zastosowanie. Stanowi ono wstep do rozwigzania problemu dynamiki ostony
balistycznej w zakresie sprezysto-plastycznym. Zagadnieniem tym zajmiemy sie
w oddzielnym opracowaniu.
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x 10%
6r
s

-2
-3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
Lo L1 1,2 13 14 15 16 17 18 1,9 2,0
g
Rys. 3. Zmiana naprezenia o, w funkcjiédlan=0in=0,5
x 103
or
B=2
-1+
£=15
2k
"
a9
=)
=3[
) Nitrometan
bk
4+
Trotyl
5+
Pentryt
-6
Oktogen
-7 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 7 1,0

Rys. 4. Zmiana naprezenia o, w funkcji # w srodkowym przekroju (£ = 1,5) ostony
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0,&, 1) [MPa]

25 | I | | | | | | | J
1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 £ 2,0

Rys. 5. Zmiana naprezenia o, w funkcji {dlay =0i%=0,5

Artykut wplyngt do redakcji 21.02.2008 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w marcu 2008 r.
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E. WLODARCZYK, M. ZIELENKIEWICZ

Vibration of thick-walled spherical ballistic casing loaded with inner pressure surge
of products of abrupt explosive detonation

Abstract. The problem of radial vibration of the thick-walled spherical ballistic casing loaded with
inner pressure surge of the detonation products of a high explosive has been solved. The abrupt
detonation of high explosive has been considered.

The density of casing material was assumed as constant during a vibration process. The wave motion of
the detonation products has been neglected. The adiabatic process of the compression and expansion
of the detonation products during the casing vibration has been assumed. Under such assumptions, on
the basis of small strains theory, the closed form of an analytical solution of the considered problem has
been solved. It follows from this solution that during the casing vibration, the pressure of detonation
products changes insignificantly and can be approximated by their initial values.

Keywords: spherical ballistic casing, forced vibrations, pulsed internal pressure, abrupt detonation
high explosive
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